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KVANTUMFIZIKA

MIT ES HOGYAN TANITSUNK?

Bevezetés

A kvantumfizika jellegzetesen a XX. szazad terméke. A szazad elejére a klasszikus fizika
szinte teljes vilagképet alkotott. Néhany apro kivételtdl eltekintve a Newton torvények, a
Maxwell egyenletek és a termodinamika f6tételei minden jelenség magyarazatara alkalmasak
voltak. A két apro felhdeske a fizika tiszta égboltjan a feketetest sugarzas, és a fotoeffektus
volt. Amikor Planck a sugarzas energiajat kvantalta és levezette a réla elnevezett sugarzasi
torvényt, majd a fény kvantumos tulajdonsagéra alapozva Einstein értelmezte a fotoeffektust,
akkor a klasszikus fizikdban megszokott, hétkdznapi fogalmainkhoz is viszonylag jol

illeszked6 vilagkép két évtized alatt szinte a feje tetejére allt.

Ebben a munkaban ezekkel az elézményekkel nem foglalkozunk, mert a jelen tovabbképzés
elsé eldadasa oOsszefoglalta (Juhasz, 2019). Itt a kvantummechanika! legfontosabb
problémajara fokuszalva, az anyag kettOs természetére vonatkozo kisérleti és elméleti

problémakat taglaljuk a kdzépiskolai tanitas szempontjait szem eldtt tartva.

Miutan felidéztiik a kvantumfizika megalkotoinak kételyeit roviden szolunk a tanitds
lehetséges utjairdl, majd a kvantumfizika kulcspontjait, a de Broglie hullamokat és az
anyaghullamokkal végzett kétréses interferencia kisérleteket ismertetjiik. Erintjiik a
hullamfiiggvény kérdését, €s a szuperpozicio elvet. Végiil a torténeti utra alapozott tanitasi
utat javasolunk? ami alapul szolgalhat az atom és molekula szerkezet leirasahoz. Ez utobbi

témakort azonban nem részletezziik. Kitiing feldolgozasa pl. (Marx, 1978)

1. A kvantumfizika elvi problémai
A kvantumfizika alapjainak targyaldsa soran a kozépiskolai tanitasban tobbnyire a klasszikus
fizikai képet, vele gyakran dssze nem ill6 6nkényes feltevésekkel kiegészitve, a torténeti utat

kovetve, toldozzuk-foltozzuk. A kovetkezd 1épésben azonban, ha fogalmi leirast akarunk

! A kvantummechanika és kvantumfizika szavakat szinonimaként hasznaljuk, jelezve, hogy a kezdetben
kvantummechanikanak nevezett elmélet napjainkra teljesen atfogd torvényrendszerré valt
2 Az itt javasolthoz hasonlo, de erdsebben matematizalt tanitasi ut talalhato (Juhasz és Tasnadi, 1986)-ban



adni, akkor nem keriilhetjiik el az anyaghulldmok bevezetését és tulajdonsagainak leirasat.
Miel6tt ebbe belefognank, vazoljuk a fogalmi és didaktikai nehézségeket, amelyekkel a téma

targyalasakor, tanarként szembesiillink.

Az elsé és még nem a fogalmi problémaékat érintd probléma, hogy a kvantumfizika szinte a
fizika minden mas terliletének ismeretanyagara tamaszkodik. Emiatt, és a téma kiilonleges
absztrakcios igénye miatt, a fizikaanyag lezarasaként, biztos klasszikus fizikai ismeretek
birtokaban kell és lehet belekezdeniink. Feldolgozdsdhoz alapvetéek a fényinterferenciara

vonatkozo ismertek.

A kovetkezd probléma oka taldn az, hogy a mikrorészekkel kapcsolatban nem rendelkeziink
érzékszervi tapasztalatokkal, illetve tulajdonsagaikat a makroszkopikus testekre vonatkozo
ismereteink alapjan akarjuk megérteni és a fizika mas teriiletein kialakult fogalmakkal
szeretnénk leirni.

Kételyek

Az atomi részecskék leirdsdnak problematikussagat mutatja, hogy a kvantumfizika
kidolgozasdban 1ttord szerepet jatszo kutatok gyakran maguk is visszarettentek
kovetkeztetéseik végig vitelétdl és teljes elfogadasatol. Erdemes erre néhany példat

felvillantani a kvantummechanika h6skorabol.

Planck (1858-1947) https://hu.wikipedia.org/wiki/Max_Planck) a feketetest

sugarzas leirasara altala bevezetett energia kvantum fogalmat, csak technikai

segédletként értelmezte, ami szdmara nem valtoztatott azon, hogy a fény

valgjaban hullam. Einstein volt az aki a fotoeffektus értelmezésekor fizikai

valdsagnak tekintette a fénykvantumokat.

Ezt Millikan (https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Andrews_Millikan)
(1868-1953) a kor egyik legjobb kisérleti fizikusa nem akarta elfogadni és

tiz évig végzett méréseket, hogy Einstein feltevését megcafolja. Egyik,

1949-es cikkében azt irta; ,,I spent ten years of my life testing that 1905

equation of Einstein’s and contrary to all my expectations, I was

compelled to assert its unambiguous verification in spite of its unreasonableness” azaz:


https://hu.wikipedia.org/wiki/Max_Planck
https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Andrews_Millikan

Eletem 10 évét toltottem azzal, hogy Einstein 1905-6s egyenletét ellenérizzem, és minden
varakozasom ellenére be kellett vallanom, hogy az egyenlet teljes ésszerltlensége ellenére

egyértelmiien teljesiil.

A fény és anyag kettds természetének elfogadtatasaban jelentds szerepet

jatszo Einstein (https://hu.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein) (1879-

1955) maga sem volt mentes a kételyekt6l. Bar hitt a sugarzas
kvantaltsdgaban, a hullamfiiggvény valosziniiségi értelmezését mar 6 sem
fogadta el. Max Bornnak irt 1926-o0s levelébdl szarmazik a sokat idézett, a

kvantummechanikaval kapcsolatos kételyeit kifejezd részlet: ,,Quantum

mechanics is certainly imposing. But an inner voice tells me that it is not
yet the real thing. The theory says a lot, but does not really bring us any closer to the secret of
the 'old one'. I, at any rate, am convinced that He does not throw dice.” (A kvantummechanika
lenylig6z6. Az elmélet sokatmondo, mégis egy belsé hang azt stigja, hogy egyaltalan nem visz
kozelebb benniinket az ,,6reg” (Isten) titkaihoz. Mindenesetre meggy6zddésem, hogy O nem
vet kockat.) Tomorebben gyakran csak annyi az idézet, hogy “Isten nem jatszik
kockajatékot”. FEinstein olyannyira kételkedett a kvantummechanika valdszinliségi
értelmezésében, hogy két munkatarsaval (Podolski és Rosen) megkonstrualta a hiress¢ valo
EPR (akkor még csak) gondolatkisérletet, amellyel bizonyitani kivanta, hogy a
kvantummechanika nem teljes elmélet, és valoszinliségi értelmezése teljesen abszurd. Ezt arra
alapozta, hogy a kvantummechanika torvényeibdl olyan nem lokalis tulajdonsagok
kovetkeznek, amelyek két részecske kapcsolatat akkor is pillanatszerien 1étrehozhatjak, ha a
részecskék nagyon tadvol vannak egymastol. Anélkiil, hogy a pontos részletekbe belemennénk,
ez annyit jelent, hogy példaul két egyszerre és korrelaltan kibocsatott foton barmilyen messze
is tavolodik egymastol, ha egyiken mérést végziink, akkor a masik foton hulldmfiiggvénye is
Osszeomlik és példaul a spinje meghatarozottd valik. Einstein annak ellenére nem hitt ebben,
hogy a kvantumfizika térvényei szerint ez az esemény varhatéan bekovetkezik. A lehetdséget
a fizikatol idegen és teljesen abszurd ,kisérteties” tavolhatasnak tartotta®. Az EPR

paradoxonban felvetett kérdést, ugyan joval a kérdés felvetése utan, 1982-ben, Aspect

% Az EPR paradoxonnal egyenértékii, de egyszeriibb gondolatkisérletet fogalmazott meg Bohm (Bohm, 1957).
Ezt a fotonpar spinjére vonatkozé megfogalmazast diszkutlta Bell, és adott a paradoxon kisérleti eldontésére
vonatkozo javaslatot (Bell, 1964). A kisérlet kozérthet6 leirasa megtalalhaté Benedict Mihaly jegyzetének
elektronikus kiadasaban (Benedict).


https://hu.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein

kisérletileg a kvantummechanikdbdl levezethetd eredmény javéara dontotte el. Barmennyire is

hihetetlen, de a nemlokalis tulajdonsagok beigazolodtak.

A kételkedok sorabol nem maradt ki Schrodinger (1887-1961) sem,
(https://hu.wikipedia.org/wiki/Erwin Schr%C3%B6dinger) aki a hullam-

egyenlet felirdsaval olyan matematikai eszkozt adott a fizikusok és
mérnokok kezébe, amelynek segitségével a technikai alkalmazéasokhoz

sziikséges szamitdsok elvégezhetové valtak anélkiil, hogy a felhasznalt

crer

kérdéseket felvetd ellentmondasra vezetd gondolatokkal a fizikusok nagy része nem is
foglalkozott. Ezt a felfogast fogalmazza meg a hires, Feynmannak tulajdonitott talan kissé
nyeglének tlind szlogen: ,shut up and calculate” (Tartsd a szdd és szamolj.). Maga
Schrodinger azonban komoly ellenérzésekkel viseltetett a klasszikus fizikat felborito
kvantumfizikai leirassal szemben, a kvantumugrasok példaul kifejezetten taszitottak: ,,Wenn
wir zur dieser Herumspringerei zuriickkehren miissen, dann bedauere ich, dass ich mich in die
Sache eingemischt habe” Egy masik megfogalmazasa ugyanennek: Schrodinger is to have
said that if he had to put up with the verdammte Quantenspringerei, than he was sorry that he
ever got himself in quantum theory. (Utobbi allitdlag Schrodinger és a betegagya szélén 1l
Bohr kozotti beszélgetésbdl szarmazik. (Helge Kragh: Quantumspringerei, Schrodinger
versus Bohr)). Igy azutan Schrodinger is, gyakorlatilag Einsteinnel egyidejiileg, konstrualt
egy maig 1s vitatott gondolatkisérletet a kvantumfizika ellentmondasossaganak
megmutatasara. A példat tobbnyire ,,Schrédinger macskaja” néven hivatkozzuk. A paradoxont
Schrodinger eredetileg vicenek szanta, de azdta, az Gsszefonodott allapotok kérdéskorében
komoly kérdéssé valt. Elemzése nem célunk, leirasa és értelmezése sok helyen megtalalhaté pl.
(Gribbin, 2001), itt csak a kvantummechanika alkotoiban felmeriilé kételyek illusztracidjaként

emlitjiik?.

4 A paradoxon lényege az, hogy egy ¢él6 macskat dobozba zarunk, és vele egyiitt zart iivegben
mérgesgazt valamint olyan radioaktiv preparatumot is elhelyeziink, amelynek valamelyik atomja 50%-
os valosziniséggel bomlik el pl. két hét alatt. Az egyetlen bomléas hatasara a mérgesgazt tartalmazo
iveg eltorik, a gaz kiszabadul és megoli a macskat. Kérdés, hogy két hét elteltével a doboz felnyitasa
nélkiil megallapithatjuk-e a macskardl, hogy még ¢él, vagy mar elpusztult. A kvantummechanika
szemlélete szerint a macska 50-50 szazalékban az €16 és holt allapotokbol ad6dodo kevert allapotban
van ¢és a csak a doboz kinyitasaval, a méréssel 10kjiik valamelyik sajatallapotba.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Erwin_Schr%C3%B6dinger

A példakat még sorolhatnank a kvantumfizika teriiletén mélyen gondolkodd fizikusok
interpretacids kétségeirdl. Nyilvanvald, hogy az ellentmondasok ¢€s a fogalmi, értelmezésbeli
problémak az oktatasra is atvetiilnek €s a fizika tanitasaban is ovatosan kell kezelniink az

értelmezés kérdését. A https://www.youtube.com/watch?v=Ec4t-al XHEI kitind dsszefoglalot

ad a problematikus kérdésekrol.

2. Miért tanitsuk és mit tanitsunk?

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha a kvantumfizika ilyen sok félreérthetd és nehezen emészthetd
fogalomra épiil, ugyanakkor matematikai modellje sem egyszerii, akkor miért nem hagyjuk ki
a kozépiskolai tantervekbdl, hiszen fogalmi nehézsége miatt a tévképzetek melegagyava
valhat, és gyengitheti a természettudomanyokba vetett hitet is. A kvantumfizikara épiild,
gyakorlati ¢életben hasznalt eszk6zok sokasdga azonban mégis elkeriilhetetlenné teszi a
kozépfokt képzésben is a fontosabb torvények megismertetését. A kvantummechanika egyre
nagyobb teret nyer a fizikai kutatasban, a nanotudomanyok, a laser fizika, az orvosi
képalkotas, a félvezetok fizikdja mind-mind kvantummechanikai jelenségen alapul. Mindezen
til a kvantummechanikan alapul néhany teljesen 0j és igéretes technologia is példaul a
kvantumszamitégép, a kvantum titkositds stb. A kvantumfizika mdara az egyetemi
tanterveknek is szerves részéveé valt, mind a mérnoki, mind a természettudomanyos teriileten.
A gyakran absztrakt €s talmatematizalt targyalasmod azonban jo néhany éve vita targyat

képezi.

A kvantummechanika targyaldséara tobb lehetdség is adodik. A leginkabb kézenfekvo talan a
torténeti Ut, ami a témakor torténete mentén a fogalmakat kialakulasat kovetve dolgozza fel az
anyagot. A torténet kovetése modot ad a vitdk és a kételyek ismertetésére €s a tananyag
szinesitésére az alapitokkal kapcsolatos anekdotak, érdekességek elmesélésével. Ennek persze
konnyen lehet a kovetkezménye, hogy a tananyagbdl kimaradnak, a fontos és nehezen
megérthetd részek, a mese iiressé, természettudomanyos szinten értéktelenné valhat. Ezt
mindenképpen el kell keriilniink. Egy masik lehetdség, hogy a technikai alkalmazasok mentén
a lézerek, tranzisztorok, stb. vezessiik be a sziikséges fogalmakat. Ez az ut a szertedgazo
alkalmazasok miatt minden bizonnyal a tanar érdeklddésének szolgaltatja ki a tantervet és a

fogalmak elméleti jelentése konnyen elsikkadhat benne. Természetesen valaszthatjuk a


https://www.youtube.com/watch?v=Ec4t-a1XHEI

matematikai modellekre épitett feldolgozast is, ez azonban kozépiskoldk szamara

nyilvanval6an nem kovetheto.

A kvantummechanika alapvetden valtoztatta meg a vilagrol alkotott képiinket €s a természeti
jelenségek megértését. A tanitdsban a legnehezebb a megszokott szemlélettdl eltdvolodd
fogalmak megértetése. Sajnos nem kovethetd a Feynman altal javasolt Ut, azaz a fogalmak
épild szadmitdsok mindig helyes eredményre vezetnek. Schrodinger hulldmegyenlete
masodrendli parcidlis differencidlegyenlet, egzakt megoldassal csak igen egyszerli esetekben
bir, igy a matematikai nehézségek ezt az utat lezarjak a kozépiskolai tanitasban. (Newton
masodik térvénye is madsodrendli differencidlegyenletre vezet, mégis régdta része a
kozépiskolai tananyagnak. Ott azzal valtjuk ki a matematikai ismereteket, hogy néhany
egyszerl esetben pl. alland6 erd, harmonikus erd esetén kisérletekre tdmaszkodva kozoljiik a
megoldast, és a tovabbiakban olyan feladatokra szoritkozunk, amelyek targyalasdhoz ezek az
ismeretek elegenddek. Mint latni fogjuk hasonld érvelés néhdny esetben a Schrodinger
egyenlet megoldasakor is elegendd, azonban mivel a Schrodinger egyenlet parcialis
differencidlegyenlet, s a megoldando feladatok is kevésbé kézzelfoghatdoak, mint a

mechanikéaban, ez az eljaras csak a feladatok sziik korében alkalmazhato.)

Kénytelenek vagyunk megmaradni a fogalmi leirdsnal, ami elkeriilhetetlenné teszi a szobeli
hasonlatok ¢és metafordk hasznalatat. Ebben komoly segitséget nyujthat a szamos
kvantummechanikat népszeriisité konyv. (Gribbin, 2001, 2004, Karolyhazi, 1976) Az anyag
kettds természete, a valdszinliségi torvények, a hatarozatlansagi elv, a szuperpozicié azonban
egyaltaldn nem nyilvanvald fogalmak, nem szemléletesek és ellentmondanak a klasszikus
szemléletbdl  kovetkezd  ismereteknek. Megértésikk gyokeres  valtozast  igényel
gondolkozasunkban, ¢és a tanitdsban a fogalmi valtoztatas megvalositasahoz sziikséges

utkeresésre 0sztonodz.

Segitséglinkre lehet, hogy a vizualizacids technika fejléddése olyan eszkozt ad kezlinkbe, ami a
nehéz matematikai leirds helyett szimuldciokkal szemlélteti a hullamfliggvény tulajdonségait
¢s a kvantummechanika rendszerek viselkedését. Jelenleg a tanitas ebbe az iranyba, a fogalmi

megértetés €s a vizualizdcids modszerek alkalmazésa felé, tolodik. A kevés matematikat



hasznald, fogalmi megkozelités lehetéve teszi, hogy a kvantummechanikat kdzépiskoldban,
illetve egyetemi bevezetd kurzusokban tanitsuk. Sok orszdgban mar tobb éve a felso
kozépiskolai tantervek részévé valt (Anglia, Német ¢és Olaszorszag, USA). Jelenleg
Hollandidban és Franciaorszagban valt a tantervek részévé, és Norvégidban is tesztelnek
kisérleti kvantummechanika modulokat. Hazdnkban a kvantummechanika oktatdsdnak nagy
hagyomanyai vannak, azonban az 1980-as évektdl bevezetett tankonyvek tudomanyos
alapossaga és matematika precizitdsa jocskan tulterhelte a kozépiskola korosztaly befogado

képességét.

Jonéhany probalkozas tortént arra, hogy a tanuldkat a kvantummechanika jobb megértéséhez
segitsiik és megoldjuk a kvantummechanika tanitdsaban felmeriilé problémakat, beleértve a

kvantummechanikaban felmertil6 tévképzetek vizsgalatat. (Krijtenburg-Lewerissa, 2017)

3. A kozépiskolai tanitas javasolt ttja

Nyilvanval6, hogy a kozépiskoldban a fenti lehetdségek keverékébdl érdemes kialakitani az
adott tanuldcsoporthoz illeszkedd tanitdsi modszert. A kovetkezOkben a modszertani
javaslatok teriiletén olyan utat kovetiink, ami véleményiink szerint a leginkabb elfogadott

rrrrrr

tanitas alapjanak. Ez az értelmezés szorosan €piil a fény kettds természetének felismerésére.

A mikrorészecskék kvantumfizikai leirdsa akkor hozott gydkeres valtoztatast a klasszikus
fizikai szemlélettel szemben, amikor a fény kettdés természete utdn a hullam-részecske
kettOsséget tetszOleges anyagi részecskékre kiterjesztették. A tanitdsban, mint mar emlitettiik,
szamos utat valaszthatunk, el6nydsnek tartjuk azonban a torténeti Ut kovetését és a
mikrorészek szemléletlinktél idegen viselkedését alatdmasztdé kisérletek (vazlatos)
ismertetését. A kvantummechanikat megalapozo kisérletek tobbnyire bonyolultak, ezért

egyszerlsitett €s a fénytanbdl ismert valtozataikkal valo analog targyalast javasoljuk.

A fizikaoktatas tartalmanak keresésére iranyuld kutatdsok szerint a kvantummechanikabol
kozépiskolai szinten, vagy az egyetemek bevezetd kollégiumaiban mindenképpen érdemes

feldolgozni az anyag kettdés természetére vonatkozo kisérleteket €s a hullamfiiggvény



valdszinliségi jelentését bevezetését, tovabba a hatarozatlansagi relacidt és az alaguteffektust

(Ez utobbi a technikai alkalmazasok sokasaga miatt sziikséges).

4. Az anyaghullamok
4.1 De Broglie hipotézise

= 17 A fény tulajdonsagainak hullam-részecske kettGssége 1924-ben arra
inditotta  Louis de  Broglie (1892-1987) francia  fizikust
(https://hu.wikipedia.org/wiki/Louis_de_Broglie), hogy feltételezze, ez a

kettdsség az anyagi vilag altalanos sajatsaga. Annak mintajara, hogy a
hulldm tulajdonsagu fényhez részecske (foton) rendelhetd, de Broglie a

részecskéknek (elektron, proton stb.) hullamot feleltetett meg. A hullam

jellemzdinek (4, v) meghatarozasahoz a fotonra vonatkoz6 6sszefliggéseket fogadta el

Eszerintaz E energiaji, m tomegi, V sebességil, részecskéhez

E
V=—,
h
frekvenciaju és
L
mv

hullamhosszsagt sikhullam rendelhetd.

De Broglie hipotézise jol illeszkedett az atomrdl alkotott kezdeti elképzeléshez, a Bohr-
modellhez. Ha ugyanis elfogadjuk, hogy az elektronhoz a fenti egyenletek szerint hulldm
rendelhetd, akkor a Bohr-féle elektronpalyak onkényesnek tiiné kivalasztasara magyarazat
adodik. Az atommag koriil az elektron olyan palydkon kering stabilan (sugarzas nélkiil),
amelyekre teljesiil, hogy a palya hossza éppen az elektron A hullamhosszanak egész szamu

t6bbszorose.

crer

vetette fel a részecske hullam kettdsség tetszoleges anyagi részecskére torténd altalanositasat.

A gondolat annyira 0j volt, hogy Langevin a doktori bizottsag elndke elkiildte a dolgozat
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kéziratat Einsteinnek, hogy véleményt kérjen. Szerencsére Einstein rendkiviili és eldre vivo

elméletként értékelte, igy a dolgozat védése zold utat kapott.

4.2 A mikrorészecskék hullaimtermészetének kisérleti igazolasa

A részecske hullam dualizmus kisérleti bizonyitékait a fizikusok azonnal elkezdték keresni.

Erthetd, hogy De Broglie részecske - hullam hipotézisét a legkonnyebben hozzaférhetd

Second Series

DIFFRACTION OF ELE

December, 1927 Val. 30, No. 6

THE

PHYSICAL REVIEW

STAL OF NICKEL

részecskére az elektronra vonatkozdan sikeriilt el@szor
kisérletileg igazolni. Davisson és Germer 1927-ben
kristalyra bocsatott elektronnyalab elhajlasaval igazolta az
elektron  hullamtulajdonsagat, ¢és  megmutatta a
hullamhossz és a részecske impulzusa kézott de Broglie
altal

feltételezett kapcsolat fennallasat. Davisson ¢és

Germer eredeti kisérletének egyik modositott valtozatat mutatja sematikusan az alabbi abra.

r;

Elektron-
agyud
Kristaly-
lemez

Az ernyd elSinézetben

Intenzitas-
eloszlas

Fluoreszkald

emyd ﬂ

1. abra A Davisson Germer Kisérlet

Katodsugarcsdben a felgyorsitott elektronok utjaba vékony grafitkristalyt vagy fémfoliat

helyeziink el. A szabalyosan rendezddott atomokon az elektronnyaldb elhajlik és a
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fluoreszkaldo erny6n koncentrikus gylriikkbél 4llo6 interferenciaképet hoz Iétre. Az
interferenciakép alapjan az elektronhulldm hullamhosszisaga meghatarozhato.

Megjegyzések:

1. A kisérlet bemutatasara jelenleg mar kaphatdak tanszergyari eszkozok. Amennyiben
a fénytanban elegendd részletességgel targyaltuk a fényelhajlds tulajdonséagait, és
foglalkoztunk a rontgensugarzas kristalyokon torténd elhajldsaval, akkor az ott targyaltak
alapjan konnyen meghatarozhatjuk az elektronhullim hulldmhosszat is. Az elektronhulldm
hulldimhosszanak  meghatarozdsa a  fény
hulldimhosszanak  optikai  rdcson  torténd
elhajlasabol torténd méréséhez hasonléan az
interferenciamaximumok tavolsagéanak
mérésével végezhetd el. A kristaly és az ernyd

tavolsaganak ismeretében, az optikabol ismert,

) d
ﬂ:asmazaT

Osszefiiggéssel hatarozhato meg. A 4 hullamhossz ¢s az elektronok impulzusa (sebessége)

kozti kapesolatot szemléletesen bizonyitja, hogy a diffrakcidés maximumok tavolsaga valtozik,
ha a katodsugarcsd gyorsito fesziiltségét valtoztatjuk. Mérésekkel a /1=m— Osszefliggés
v

igazolhato.

2. A részecske hullam dualitas igazolasa az elektronra vonatkozdan természetesen nem
bizonyitja, hogy minden anyagi részecske hullamként is viselkedik. (Elképzelhetd, hogy ez
csupan az elektron sajatossaga.) A kisérleti fizikusok szivos munkéval igazoltak, hogy az
elektronok mellett sokféle mas atomi és atomcsoportokbdl allo részecske (neutronok, atomok,
kis molekula csoportok, a bakiballnak nevezett Ceso, molekulak, 400-nal t6bb atombdl alld
szerves molekuldk) is mutatnak hulldmtulajdonsdgokat és eleget tesznek a De Broglie
Osszefiiggésnek. A bakiball molekulakkal (és a nagy szerves molekulakkal végzett kisérletek
azért is jelentdsek, mert ekkora atomcsoportok 1ényegében mar klasszikus testnek tekinthetdk,
igy atmenetet jelentenek a mikro- és makro-vildg kozott. Ezek a kisérletek mar elegendd
bizonyitékul szolgalnak arra, hogy higgyiink abban, hogy a részecske hullam dualizmus

minden test elvalaszthatatlan tulajdonséaga.
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3. Az anyaghulldmokkal végzett interferenciakisérletek technikailag rendkiviil
bonyolultak, pontos megértésiik sok ismeretet kivan. A kozépiskolai tanitasban el kell
fogadnunk (illetve tanitvanyainkkal el kell fogadtatnunk), hogy a kisérleteknek csak elvi
vazat, valamint az eredmények Iényegét ismertetjiik. A kisérletek és kisérleti eredmények
ismertetése azonban nem hagyhat6 el. A mikrorészecskék fizikajat éppen eléggé terheli a
kozvetlen érzékszervi tapasztalatszerzés hianya, nem tavolithatjuk tovabb a témakort a
diakoktol azzal, hogy elvesszilk a hangsulyt a kisérleti tapasztalatszerzésrdl is. A
kvantumfizika torvényeit kovetkezetesen mindig a kisérleti tapasztalatokra kell épiteni. Ebben
a kontextusban alapvetd fontossagu a tanar személyiségének hitelessége. Amennyiben a
korabbi tanulméanyok soran tanitvanyainkat meggyoOztiik a kisérletek szerepérdl és sajat
szakmai tudasunkrol, akkor jo esélyiink van arra, hogy a kvantufizika alapozo kisérleteinek
egyszerlsitett valtozatai alapjan meggy6z0 tapasztalati alappal szolgaljunk a kvantumfizika

meglepd tulajdonsagainak elfogadtatasahoz.

4.2.1 A kétréses interferenciakisérlet

Az elektronok hullamtulajdonsdgat Davisson ¢és Germer kristalyracson eldallitott
interferenciaképpel  bizonyitotta. A kisérleti tapasztalatoknak a  fényhullamokra
vonatkozdakkal vald 0Osszekapcsolasara egyszeriibb kisérletek inkabb alkalmasak. A
legegyszerlibb interferenciakisérlet, a kétréses interferencia, amelynek elvi vazlatat a 2. abra
mutatja. A kisérlet csak elvileg egyszerii, gyakorlati kivitelezése igen nehéz. A mérést csak
1961-ben sikertilt O. Jonsson-nak elvégeznie, Zeitschrift Fiir Physics-ben megjelent cikkének
angol forditasat az Am. J. Phys. (AJP) 1973-ban j6zolte. (Jonsson, 1973). A kétréses
elektroninterferencia kisérlet didaktikai értéke rendkiviil nagy, ezért a kisérleti fizikusok
komoly er6feszitéseket tettek és tesznek arra, hogy viszonylag egyszerli eszkozokkel is
megvalosithatd legyen. A legnagyobb probléméat kezdetben a megfekleld rések elkészitése
jelentette, az elektronmikroszkopia fejlédése azonban lehetévé tette, hogy nano méretii
réseket készitsenek és 2007-ben Frabboni és munkacsoportjia mar koézonséges

elektronmikroszkopban is sikerrel valositotta meg a kisérletet. (Frabboni, 2007).
A kisérletet a fénytanban altalaban részletesen elemezziik. Itt Iényegében pontosan ugyanazt

ismételjilk az elektronra vonatkozoan, amit a fény esetén mar elmondtunk. A részletes

elemzés bar sok tekintetben ismétld jellegli mégis igen fontos, mert a részecskék merdben
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szokatlan viselkedését emeli ki. Az elektronagyubol kilépd elektronok utjaba helyezett falon
két kis nyilas van. A két résen athaladd elektronnyaldb az E ernyOn interferenciaképet hoz
1étre. Az abran feltiintettiik, hogy hogyan valtozik az erny6n a sugarzasi intenzitas (), ha csak
az egyik, ill. ha csak a masik rés van nyitva, valamint azt, hogy milyen az intenzitaseloszlas
(1), ha mindkét rés nyitott. Ha a két rés koziil csak az egyik van nyitva, akkor az ernydn
folytonos intenzitaseloszlast (l1, ill. I> észleliink, amelynek maximuma pontosan a nyitott
réssel szemben van. Ha mindkét rés nyitott, az ernydn jellegzetes intenzitdseloszlas -
interferenciakép jelenik meg. Frdekes, hogy a legerdsebb intenzitismaximum éppen a

kisérleti elrendezés tengelyébe esik, noha vele szemben nincs nyitott rés.

Lt iV
| \
I -C:}
< |
o 1 ,--——__:} 12
a» - - E— -
- Fle—— |
w, 5 3
elektron- C‘:;__
agyu f
.I'E <

E

2 abra Kétréses elektroninterferencia sematikus képe
Kisérletsorozatot végezve a berendezéssel a kdvetkezdket sziirhetjiik le:

- Ha az elektronnyalab intenzitasa elegendden kicsi, akkor a detektor mindig hasonlo,
impulzusszerii hangjelzést ad.

- Az ernyd adott pontjdn elhelyezett érzékeld teljesen véletlenszerlien jelez.
Hosszabb, azonos id6tartamokban ismételve a mérést, a kattandsok szdma az atlagos érték
koriil ingadozik. A detektor helyétdl fliggben az atlagos belitésszam valtozik. Az atlagos
belitésszamot abrazolva a hely fliggvényében, a fotolemezen rogzitett intenzitaseloszlashoz

hasonlo6 gorbét kapunk. Két nyitott rés esetén az eloszlasi gorbe jellegzetes interferenciakép.
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- Ha a gyenge sugarzast egyetlen érzékeld helyett egyszerre tobbel detektaljuk,
tovabbi fontos megfigyelést tehetiink. Az erny6 kiilonb6zo pontjaiban elhelyezett detektorok
koziil véletlenszertien hol egyik, hol masik szdlal meg, de két detektor egyszerre soha nem

jelez.

A Kkisérleti tapasztalatok az elektron sajatos, klasszikus szemléletiink szamara szokatlan
tulajdonsagaira mutatnak ra:

- Az elektronok osztatlan egészként, aprd golyoként, csapodnak be az ernyd egy-egy
pontjaba.

- Nem tudjuk megmondani, hogy az ernyé mely pontjara melyik elektron érkezik, sot
még azt sem, hogy mikor csapddik be egy-egy elektron a kivalasztott pontba.

- Az elektronok becsapodasa véletlenszerii.

Az osztatlan egészként becsapddd elektronok tapasztalataval a klasszikus szemlélet szerint
ellentmondasban all az ernyOn felfoghatd interferenciakép. Az interferencia térben kiterjedt

hullamokra utal.

Kiilonosen érdekes az a tény, hogy az interferenciakép akkor is kirajzolodik, ha az
elektronnyalab intenzitisa olyan kicsi, hogy biztosak lehetiink benne, hogy egyszerre csak
egyetlen elektron tartozkodik a berendezésben. llyenkor nem lehet tehat sz6 tobb
becsapddik az ernyd valamelyik pontjara. A hullaminterferencidnak megfeleld
intenzitaseloszlas sok-sok elektron becsapodasanak eredménye. Az intenzitas-maximumok,
ill. -minimumok helyét az elektronok de Broglie-hullamhosszat felhasznalva a

hulldminterferencia klasszikus szabdlyai szerint lehet meghatarozni.

Osszefoglalva: Az elektroninterferencia kisérleti tényére épitve a mozgd elektronhoz

(altalaban minden részecskéhez) hullamvonulat rendelhet6. A hullamcsoportot a ¥(Xx,t)

hulldmfiiggvény jellemzi, amelynek kozelité hullamhosszat a de Broglie-Osszefliggés adja

meg.

Megjegyzések:
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1. A Kkétréses interferencia szemléltetésére kitiind szimuldciés programok allnak

rendelkezésre https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/quantum-wave-interference

Ezeknek bemutatdsa nagyban segit a kisérleti berendezések elvi felépitésének ¢és az
eredményeknek a pontos megértésében. A szimulacioval “jatsz6” didkokban az
interferenciakisérletb6l adédé eredmények vizudlisan is rogziilnek. Megfeleld tanari irdnyitas
mellett a tananyag fogalmi szintli elsajatitasa is konnyebbé valik. A “megfelel6 tanari
irdnyitads” azonban csak akkor lehetséges, ha a tandr maga is befektette az idét a program
hasznélatanak elsajatitdsidba. Bar a programok kezelése nagyon egyszerli, a lehetdségek
megismerése és a szimulacid tanorai beépitése csak sajat tapasztalatok megszerzésével érhetd
el.

2. Az interferencia kisérlet rendkiviili jelent6ségii. A tanulok felé erdteljesen
hangsulyozni kell a kisérletbdl adodo kérdéseket és hangsulyosan kiemelni, hogy a valaszok

nem nyilvanvalodak.

Az egyetlen részecskével végzett kétréses interferenciakisérlet a kovetkezd kérdéseket veti
fell Hogyan lehetséges, hogy a mind a kibocsataskor, mind az észleléskor pontosan lokalizalt
részecske, amely sokkal kisebb, mint a rések szélessége, informaciot szerez arrol, hogy a nagy
tavolsagban 1évo rések koziil csak az egyik, vagy mindkettd nyitva van-e? Miért nem tudjuk
kovetni a részecskék palydjat, anélkiil, hogy a hozz4 rendelt hullamfliggvény lerombolddna?
Hogyan érthetjiik meg az interferencia kép keletkezését, ha a részecskék egymassal biztosan
nem lépnek kdlcsonhatasba €s egyenkeént véletlenszeriien csapodnak be az ernydre?

A kérdésekre adott valasz a kvantumos viselkedés lényegét, a részecske hulldm kettosség
elfogadasat igényli. El kell fogadnunk és a tanulokkal el kell fogadtatnunk, hogy a
kibocsataskor és észleléskor részecskeként viselkedd objektumok a forras és a becsapddas
kozotti terjedés soran, amikor nem kovetjilk nyomon (nem figyeljiik meg) 6ket, hullamként
viselkednek, nemlokalissa valnak. A klasszikus (makroszkopikus) részecskék a forras és az
erny® kozott is meghatarozott palydn haladnanak, a kvantumos viselkedésli mikrorészek
palyaja azonban nem kovethetd. A mikrorészekrdl elvileg sem szerezhetd ilyen informécio. A
részecske hullam kettdsség egyben a véletlenszerliség ¢és determinisztikus viselkedés
kettOsségére is vezet. Az ernyon kialakulo kép egyértelmiien mutatja a részecskesokasag elére
josolhat6 eloszlasat, de semmit sem mond az egyes részecskék eldre josolhatatlan becsapodasi

helyérdl.
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¥ A probléma lényegére a kétréses interferenciakisérlet Feynman (1918-

1988) (https://hu.wikipedia.org/wiki/Richard_Feynman) altal javasolt

valtozata mutat ra. Feynman gondolatkisérletet javasolt annak

megfigyelésére (Feynman, 1985), hogy eldontsiik, melyik résen mentek

at az egyes elektronok. Bar gondolatkisérlet Feynman altal adott
L részletes targyalasa mind didaktikai, mind a kérdéskor fogalmi
megértése szempontjabol rendkiviil tanulsagos, itt csak a kisérlet legfontosabb eredményeit
ismertetjiik. A gondolatkisérletet eredményeként megallapithatd, hogy amennyiben minden
elektront kisérletileg megfigyeliink, és kideritjiik, hogy melyik résen ment at, akkor a rések
mogotti ernyén nem interferenciakép rajzolodik ki. Az ernyén kapott kép ebben az esetben
megegyezik azzal, amit akkor kapnak, ha hol csak az egyik, hol csak a masik rés lenne nyitva.
Amennyiben a megfigyelés nem terjed ki minden elektronra, akkor azok az elektronok,
amelyekrdél nem észleltiik, hogy melyik résen mentek at az interferenciaképet rajzoljak ki.
Azaz, ilyenkor hosszabb id6 alatt a kiilon kiilon nyitott rések mogotti és az interferenciakép
egylittese észlelhetd. Az eredményt Feynman azzal magyaradzza, hogy a mikrorészeken, nem
végezhetlink ugy mérést, hogy ne befolyasolnank allapotukat, s ez mar elegendd ahhoz, hogy

a hullamszerti kép megvaltozzek.

A gondolatkisérlet eredménye jol érzékeltethetd a kovetkezoképpen. Az elektron, amig nem
figyeljik meg, kiterjedt felh6ként viselkedik. Amennyiben a felhébe “bedugjuk egyik
ujjunkat”, és ujjunk “vizes lesz” akkor az egész felhd dsszeugrik az adott pontba. Ha azonban
két ujjunkat dugjuk egyszerre a felhébe, akkor legfeljebb az egyik lehet vizes®. Az észleléskor
az elektron osztatlan egészként viselkedik. Fogalmazhatunk ugy is, hogy az elektron kiterjedt

hulldmfliggvényét az észleléssel leomboltuk.

Végil megjegyezzikk, hogy Feynman gondolatkisérletét Tavabi ¢€s munkacsoportja

elektronmikroszkopban végzett méréssel megvalositotta 2017-ben (Tavabi, 2019)

4.3 A hullamfiiggvény valésziniiségi értelmezése
Az egyedi elektronok véletlenszerii becsapddasa nyoman a de Broglie-féle hullamok fizikai

értelmezését Max Born (1882-1970) adta meg. (https://hu.wikipedia.org/wiki/Max_Born )

% A metaforat Karolyhazi Frigyes hasznélta személyes beszélgetés soran.
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Eszerint az elektronok ¥(x,t) hullamfiiggvénye az ernyd

kiilonb6z6 pontjaiban a becsapodas valosziniliségét hatdrozza meg.
Mivel azonban a hullamfiiggvény negativ értékli is lehet, nem
azonosithatd  kozvetleniil a valdszinliséggel. Az elektron
becsapodasi valosziniisége az erny6 adott helyén a kiszemelt helyen
vett hullamfiiggvény abszolut értékének négyzetével® aranyos. Ez

olvashat6 le a kétréses interferencia-kisérlet intenzitasgdrbéirdl is.

Egyetlen rés esetén az ernyén mérhetd intenzitds a berendezés

szimmetriatengelyében:

L—] 2 2
1= 2°C|‘/’10| —|'//20|

Két nyitott rés esetén:

I, |V’10 ""z”20|2 = 4‘|‘//10|2

I, cdl, =41, ,
azaz két rés esetén az intenzitds az ernyd kozepén éppen négyszerese az egyetlen rés esetén

kapott intenzitasnak.

Altalanosan megfogalmazva: Az anyaghullimokat leird ¥(x,t) hullamfiggvény

(allapotfiiggvény) ismeretében megmondhatd, hogy az adott részecske a térnek valamely kis
AV tartomdnyaban milyen valdszinliséggel mutathatdé ki. A részecske megtalalasi
valoszinlisége a tetszélegesen kiszemelt AV térfogatban aranyos a hullamfliggvény adott r

helyen vett abszolut értékének négyzetével:

P(r)=|y(r) av,

w(r) pedig

ahol P(r) a megtalalasi valoszintiséget jelenti az r-nél levd AV térfogatban,

a hullamfiiggvény r helyen vett abszolut értékének négyzetét jeloli.

® Ay -fiiggvény altaldban un. komplex fiiggvény, amely ¥=a+;8 alakban irhato fel. Itt @ és B a szokasos

hullamfiiggvények, és i=/~1. Mivel fizikai jelentése csak valos fliggvénynek lehet, ezért kellett a megtalalasi
valoszinliségét a I/ -fiiggvény abszolut értékének négyzetével kapcsolatba hozni. Definicid szerint:

(1//(2=(a+i ﬂ)-(a—iﬂ)=a2+ﬂ2 .Lathato, hogy amennyiben =0, azaz az allapotfiiggvény valds, akkor Mz = y/Z
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Figyelembe véve, hogy az egész térben a vizsgalt részecske biztosan megtalalhat6 - azaz

ennek a valdsziniisége 1 -, adodik, hogy

Slylav =1
ill.

[lwf dv =1.
V

A hullamfiiggvény négyzete tehat a részecske térbeli megtalalasi valdszintiségstiriségét

jellemzi.

Megjegyzés:
Erdemes a de Broglie hullimhossz nagysagrendjét néhany jellegzetes mikrofizikai és
hétkoznapi életbdl vett példaval illusztralni. Hatarozzuk meg a katodsugarcsében 100 V

fesziiltséggel gyorsitott elektron és proton hullamhosszat. Az U fesziiltséggel gyorsitott, Q

toltésli, m tomegl részecske hullimhossza a A = —=— 0sszefliggésbdl szamithatd ki, ha
mv

P

felhasznaljuk, hogy a munkatétel szerint a részecske impulzusa:

p=mv=m /zQTuzw/ZQUm.

Ebbdl az elektron és a proton tomegét, valamint toltését behelyettesitve az elektron
hulldmhosszara 3,9x10° m a protonéra pedig 9x10! m adodik. Hatirozzuk meg egy

makroszkopikus méretli test pl. az 1t tomegli 108 km/6 sebességli személygépkocsi

hullamhosszisagat is. Azt kapjuk, hogy A, =2,2-10%m. Osszehasonlitasképpen

gepk
emlékeztetiink arra, hogy a vordés fény hullamhossza 6-700 nm = 6-7x107'm.
Megallapithatjuk, hogy a gépkocsi esetén esély sincsen arra, hogy olyan méretii akadallyal

talalkozz¢ék, amelyen elhajlast szenved.

A hullamtermészet a kvantumfizika alapfeltevése, azonban vildgos, hogy hétkéznapi
vilagunkban egyaltalan nem jelenik meg. A fenti példak mutatjak, hogy ezért a Planck allando
kicsiny értéke felelds, hiszen a makroszkopikus testek de Broglie hulldimhossza ezért vélik
extrém modon kicsinnyé. Mindennek ellenére a a fizikusok egyre nagyobb és nagyobb méretli
részecskékkel végeznek interferencia kisérleteket, hogy kimutassédk azok hullamtulajdonsagat,

kutatva ezzel a mikro és makrovilag hatarvonalat.
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4.4 Az anyaghullamok tulajdonsagai

Louis de Broglie az mv impulzust részecskéhez A =— hullamhosszusagu végtelen
mv

sikhullamot rendelt (W = %(X,t)). Az impulzus és a hullamhossz kapcsolatat a kisérletek a

mérési hiban belil igazoltdk. A sikhulldmrdl a bevezetés szintjén a tanuldknak elegendd
annyit mondanunk, hogy hullamfrontjai egymassal parhuzamos sikok. Human osztalyokban a
hullamfiiggvény matematikai alakjénak felirasa nélkiil érdemes bemutatni a térben terjedd
sikhulldmokrdl, illetve a sikban terjedé egyenes hullamokrol készitett szimulaciot. Tudataban
kell lenniink, hogy amikor a részecskékhez anyaghullamot rendeliink, nem mondjuk meg,
hogy mi ,,hullamzik”, azaz a hullam kitérése milyen fizikai mennyiség valtozasat irja le.” Ha
a diakok nem kérdeznek rd kozvetleniil, akkor errdl célszerii hallgatni, mig a valosziniiségi

értelmezésig el nem jutunk.

Megjegyzés:

1. A hullamfliggvény targyaldsanak szintje a tanulok hulldmtani ismereteinek
mélységétdl fiigg. A legegyszeriibb esetben mind rajzban, mind pedig az algebrailag felirt
hullamfiiggvény esetén egydimenzids esetre szoritkozunk. Az abrak a térben és iddben
periodikus hullamfiiggvényrdl készitett pillanatfelvételt, vagy egyetlen pontban a hullam
lefolyasat mutatjak. A vizszintes tengelyre az 1d6 vagy helykoordinata, a fiiggdélegesre pedig a
hullamfliggvény kitérése keriil.

2. A tapasztalat szerint a sikhulldmot a tanulok nehezen fogadjdk el az elektron
képeként, nehezebben, mint a hullimcsomag elképzelést (a hulldmcsomaggal a kovetkezd
pontban foglalkozunk). Ennek oka valoszinlileg az, hogy a tanulok szamara a végtelen
kiterjedésti sikhullam és az eddigiekben mindig pontszeriinek képzelt elektron semmiképpen
sem egyeztethetd Ossze. A didkok klasszikus fizikaban gydkerezd szemléletének van
valosagtartalma. A mozgd részecske kiterjedésének mindenképpen végesnek kell lennie,
hiszen az elektronok a katdodbol kilépve véges sebességgel, mérhetd ido alatt érik el a
fluoreszkald erny6t, tovabba, az ernyén minden egyes elektron becsapodéasat egy-egy
pontszert felvillanas jelzi. Ez mindenképpen ellentmond a "végtelen kiterjedésti sikhullam"

elképzelésnek.
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3. Egyszerlien megmutathatd, hogy a sikhullam elképzelés ellentmond a relativitaselméletnek
is. Irjuk le a részecskét de Broglie szerint a 2=h/mv hullamhosszu,

w(x,t)=Asin(ot—kx) = Asin (Z_I_—”t—%xj

hulldmfiiggvénnyel. (Ezt a fliggvényt tekinthetjiik a sikhulldm terjedési irdnydban vett
egyenes mentén vett képnek.) Kézenfekvonek tlinik, hogy a hulldm terjedési sebessége a
részecske sebességével azonos.
A hulldm terjedési sebessége:

v=AV
amely az E=hv, valaminta 2 =h/mv Osszefliggések felhasznalasaval

_hE_E

“mvh mv
alakban fejezhet6 ki. A relativitaselmélet értelmében egy részecske teljes energiaja:

E=mcz,
ahol m a mozg6 részecske relativisztikus tomege. Ezt visszahelyettesitve az el6z6 kifejezésbe
a hullam terjedési sebességére v=c eredmény adodik. A részecske terjedési sebessége
eszerint megegyezne a fénysebességgel, ami ellentmondasban van a relativitiselmélet

alapfeltevésével.

4.5 A hullaimcsomag

A sikhullammal kapcsolatos problémak megsziintethetoek, és a Davisson-Germer kisérlet
tapasztalatainak is eleget tesziink, ha a részecskéhez nem végtelen kiterjedésii sikhullamot,
hanem az AH3. 4bran bemutatott véges hullamvonulatot - hullamcsoportot rendeljiik hozza. A

tovabbiakban ezt a hullamcsoportot jeldljik ¥( x,t)-vel és hullamcsomagnak nevezzik.

3. abra Hullimcsomag
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Hullamcsoport esetén a hullamfiiggvény amplitiddja csak a tér kisebb-nagyobb
tartomanyaban kiilonbozik zérustél (3. abra). A hulldmcsoporttal reprezentalt részecske
(elektron) nem végtelen kiterjedésii, hanem a térnek abban a tartomanyaban taldlhato, ahol

Y(xt)=0.

Megjegyzés:

1. A hulldimcsomag bevezetésekor erdteljesen tdmaszkodni kell a szemléletre és a
csillapitott rezgéssel vett analdgidkra, ahol a csdkkend amplitidé ellenére felismerhetd a
mozgas periodicitasa. A hullamcsomag azonban egyaltalan nem periodikus fliggvény, a
hullamzas jellegli kitérés fiiggvényben egy-egy peridodus fedezhetd fel. Ennek alapjan
képzelhetjiik gy, hogy a teljes csomaghoz hozzéarendelhetd valamilyen hulldmhosszisag. Az
abra mutatja, hogy a csomag két széléhez kiilonb6z6 hullimhossz rendelhetd.

2. A hullamcsomag kép rendbe szedhetd, ha megmutatjuk, hogy az abran bemutatott
hullamcsomagot tobb kiilonbozé hulldmhosszusagi szinusz hulldm szuperpozicidjaként lehet
eldallitani. A kicsit eltéré hullamhossziisagu hullamokbol egyre tobbet 0sszeadva kiilonbdzd
hullamcsomagok keletkeznek. A human osztalyok szintjén a hullamok Osszeadasanak
szamitogépes bemutatasdnal meg is allhatunk. Elegendd annyit mondani, hogy a csomag
terjedési sebessége az amplitidé maximumanak terjedési sebességével azonos, ami altalaban
nem egyezik az dsszetevo hullamok sebességével.

3. A legegyszerlibb eset két egymadstol kicsit eltérd frekvencidji hullamnak a
szuperpozicidja, a 3. abran bemutatott un. "lebegési gorbe". A lebegés jellegzetes hullamképe
egymast szabalyosan kdvetd hullamcsomagokbol all.

4. A Fourier tétel szerint altalaban tetszéleges, periodikus, vagy nem periodikus zavar
eléallithatd periodikus fiiggvények osszegeként, (vagy hullamszam szerinti integraljaként.) A
tétel kimondéasa nélkiil érdemes ezt szamitogépes szimulaciokkal érzékeltetni. Nagyon jol

hasznalhato példaul a https://phet.colorado.edu/en/simulation/legacy/fourier program.
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3. abra Két, kissé eltéré frekvenciaju tiszta szinuszhullam szuperpozicioja

Tobb kiilonb6zd hulldmhossziisagu Osszetevd esetén a lebegési gorbe csomagok kozotti
tavolsag egyre novekszik. Megmutathatd, hogy amennyiben A -t6l 4, -ig minden lehetséges
hulldmhossza sikhullam (4 folytonosan valtozik) részt vesz a hulliamcsomag kialakitasaban,

akkor a csomagok végtelen messzire tavolodnak egymastdl, azaz az eredd hullam a tér
korlatozott tartomanyara kiterjedd egyetlen hulldmcsoportta valik. A hullimcsoport Ax
kiterjedése annal nagyobb, minél kevésbé tér el egymastol 4, és A, értéke, ill. annal kisebb,

minél tagabb az dsszetevd sikhullamok hullamhossztartomanya.

A 4, és A, hullamhosszhatarok kozé es6 végtelen sok kiilonbozé hullamhosszusaghh hullam

ereddjeként adodd hullamcsoport nem szabdlyos szinusz hullam, nincs pontosan

meghatarozhat6 hullamhossza. A hullamcsoportot csak kozelitd 4 értékekkel jellemezhet;jiik.
A hullamcsoporthoz rendelt A4 olyan szinuszos sikhullamnak a hullamhossza, amely

viszonylag jol fedésbe hozhat6 a csoport hullamvonulatival. Az interferenciakisérletekkel
igazolt de Broglie-osszefiiggés a hullamcsoportra jellemz6 kozelité A értéket hatarozza meg,

ill. hozza kapcsolatba a részecske impulzusaval. (A A  kozelité jellegébol adodo

impulzusbizonytalansaggal a kdvetkez szakaszban foglalkozunk.)
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A hullamfiiggvény a részecske helyét (a hullamcsomag szélességén keresztiil), és a részecske

impulzusat (a de Broglie-hullamhosszon keresztiil), réviden a részecske dllapotat jellemzi.

Megjegyzés:

A hullamcsoport bevezetésével feloldodik a de Broglie-hullamokkal jellemzett részecske
terjedési sebességének ¢és a relativitaselméletnek latszolagos ellentmondéasa. A térben
lokalizalt részecske sebessége ugyanis nem a hulldm fazissebességével, hanem az egész
hulliamcsomag eldrehaladasi sebességével, az un. csoportsebességgel azonos. A

hullamvonulat fazissebességének nincs szemléletes fizikai tartalma.

A fentiek illusztraciojaként foglalkozzunk egy egyszerii esettel! Allitsuk el az
y,=Asin(at—kx) ¢é y,=Asin(mt—k,Xx)

hulldmok szuperpoziciojabol adodo hullamot, és hatdrozzuk meg a csoportsebességet, ha a két

Osszetevo hullam fazissebessége azonos, tehat

[0 [0
vV, -1 _ 72
ko k

oa+p o-—

A sina+sinf = 2sin Ccos

azonossag felhasznalasaval és a kK =27z/4 hullamszam

bevezetésével adodik, hogy
y=Y,+Y,= 2Acoswsin(ﬁx — at)

ahol Ak =k, —k, , Aw=w,—®, ahulldmszamok, ill. a korfrekvenciak kozaotti eltérés, és

k. +k _ o, +to
1 TR = 1 2

R = )
2 2

Amennyiben Aw<<w és Ak <<k, az eredé hullam a 3. 4bran lathatéhoz hasonlo. A
gyorsan valtozd, kicsiny hullamhossziisagi hulldm amplitddojat egy lassu, nagy
hulldamhosszsagl fliggvény modulalja. A két hulldm Osszege végtelen sok hulldimcsomag

egymasutanjaként foghato fel.

A hullamcsomag sebességét, az Un. csoportsebességet esetiinkben az amplitidémodulacio

terjedése szabja meg;
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__2 _Ao
cs Aik - Ak
2
. ] do
A Ak —0, ill. Aw —0 hataresetben Vv, = ’m
Felhasznalva az
0= E , s k= P
h h

valamint az

Osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy

dE
Vg =——=V
dp

4.5.1 A hullamcsomag szétfolyasa
A tapasztalat szerint a hulldimcsomag mozgéasa soran nem O&rzi meg alakjat. Ha

pillanatfelvételeket készitiink rola, akkor kidertil, hogy a csomag szétteriil.

PNATAY TNV
VAVE: JRVAVATR!

4. abra Szétfoly6 hullimcsomag

A 4. dbra az X tengely mentén v sebességgel mozg6 részecskének megfeleld hullamvonulat
AX

terjedését szemlélteti. A t=0 pillanatban a részecske az X; J_r7l helyen talalhatd (Ax, a

hullamcsomag kiterjedését jeloli). A késébbi t=T iddpillanatban a részecske mar elmozdult

AX
korabbi helyérdl, a hullamcsoport az x tengely mentén eltolodva az X, + 72 helyen talalhato.

Az abra érdekes jelenségre utal. A részecske mozgasa soran az 6t jellemz6 hullamvonulat
terbeli kiterjedése megno. A jelenséget a hullamcsoportrol mar elmondottak segitségével

szemléletesen értelmezhetjilk. Megallapitottuk, hogy a hulldmcsoportot csak kozelito A

hullamhosszal jellemezhetjiik. Az ilyen kozelité hullamhossz megadasa azonban nem teljesen
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egyértelmd, tobb olyan idedlis sikhulldm is talalhatd, amelyek hullamhossza kicsit kiillonb6zo,
a hulldmcsoport amplitido ingadozasat azonban mindegyik egyarant jol kozeliti. Tegytik fel,

hogy az abran bemutatott hullamcsoport egyforman jol jellemezheté a A, és A, (4,) 4,)

hullamhosszakkal, ill. a de Broglie-Osszefiiggés értelmében a p,=mv, és a p,=my,

impulzusokkal ( p,(p,)- fgy a mozgo részecske helye T id§ elteltével egyarant megadhaté az
X, =% +vT,

ill. az

Xy =X +V,T

kifejezéssel. Ez csak akkor lehetséges, ha a hullimcsomag kezdeti Ax, kiterjedése T id6 alatt
AX, =A% +(v,—v, )T értéklire novekedett. Az 4. abra azt is jol érzékelteti, hogy a
hullamcsoport kiszélesedése nem a hullamhosszak novekedésének, hanem 1 maximum- és

minimumhelyek megjelenésének kovetkezménye. A kiszélesedett hulldmvonulatnak a

terjedés iranyaba es6 tartomanya inkabb a kisebb (4, ) a hats6 része inkabb a nagyobb ( 4,)

hullamhosszal jellemezhet6. A fenti példa altaldnos torvény specidlis esete. A
hulldmcsomagok részletesebb matematikai vizsgalata mutatja, hogy a magdra hagyott
(erémentesen mozgd) hullamcsomag mindig szétteriil. A szétfolyas anndl gyorsabb, minél

keskenyebb volt az eredeti szélesség.

5. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio

Az eldz6 fejezetben megmutattuk, hogy a szabadon mozgo
részecskékhez (pl. elektronhoz) hullamcsoport rendelhetd. Mar ebbdl
kovetkezik, hogy a mozgo részecske pontos helyérdl nem beszélhetiink.
~ A '"részecske helye" kifejezésen a hullamcsoport Ax kiterjedésének
megfeleld tartomanyt kell érteniink, ennél pontosabb helymeghatarozas

lehetetlen. A koévetkezékben a hullamcsomag sajatsagaibdl kiindulva a

f kvantummechanika egyik legfontosabb  alapésszefliggesevel, a
Heisenberg féle hatarozatlansagi relacioval foglalkozunk. A relaciot Hisenberg német (1901-
1976) fizikus mondta ki. (https://hu.wikipedia.org/wiki/Werner_Heisenberg )A mozgd
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részecskéhez rendelt hullamcsomagot térbeli kiterjedése, Ax, valamint atlagos hulldmhossza

(ill. annak egyértelmiisége vagy éppen nagy bizonytalansaga) jellemzi.

Az 5. abran néhany egyszeri, elképzelt hullamvonulatot mutatunk be. Az els6 rajzon (a.)
szélesen kiterjedt hullamvonulat lathatd, kozépsé része szinte egyetlen tokéletes
szinuszhulldm. Az ilyen hulldmcsoporttal jellemzett részecske helyérdl csak igen keveset
mondhatunk - a részecske a térnek abban a széles tartomanyaban talalhatd, amelyre a
hullamvonulat kiterjed. A részecske impulzusat azonban igen pontosan megmondhatjuk,

hiszen a hullamcsoport A -ja jol meghatarozhat6. A b.) hullamcsoport kiterjedése kisebb, de

egyuttal a kozépsd szabalyos tartomany mérete is csOkkent, a torzult periodicitasu szélsé
tartomanyok relativ ardnya megnétt. Az igy jellemzett részecske helyét joval pontosabban
ismerjiik, mint az el6z6 esetben, a jellemzd hulldmhossz, ill. az ehhez kapcsolodd impulzus
megadasa azonban sokkal bizonytalanabb, mint a kordbbi hullamvonulatndl. A c) és
kiilonosen a d) abran a hulldimcsomag mar nagyon ¢élesen egy helyre korlatozodik, olyannyira,
hogy a hulldm periodicitasa is nehezen ismerhetd fel. Az ilyen hulliamcsomag csak nagyon
sz¢éles hulldmhossztartomanyba esd harmonikus hullamok Osszetételével allithatdo eld. Az
ilyen hulldmcsomaggal jellemzett részecske helyét jo pontossaggal ismerjiik, impulzusa feldl

azonban csak nagy bizonytalansaggal nyilatkozhatunk.
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5. abra Kiilonbo6z6 szélességii hullimcsomagok
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A fenti 4dbrakra tdmaszkodo szemléletes gondolatmenetbdl arra kdvetkeztethetlink, hogy a
réeszecskek helye és impulzusa nem hatdarozhato meg egyszerre tetszoleges pontossaggal. AZ
abrasor alapjan egyszerti becslést adhatunk a hely €s impulzus egyiittes pontossagara. A
részecske helyének bizonytalansagat a hullamcsomag kiterjedésével, azaz a
AX~nA = nh
P
mennyiséggel becsiilhetjiik meg. Az impulzus pontossaga a hulldimhossz pontossdgan mulik, s
az utdbbi nyilvan annal pontosabb, minél tobb hullamvonulatbol all a hullamcsomag. igy a
hulldmhossz A relativ bizonytalansaga AL ~ —. Mivel A = &, igy
A A n A op
ap 1
p n
A hely ¢és az impulzus bizonytalansdgara adott becslésbél a hely ¢és impulzus

bizonytalansaganak szorzatat kifejezve azt kapjuk, hogy

AX-Apzh.

A specialis alaka hulldmfliggvényekre intuitiv uton kapott 0sszefiiggés tetszdleges jelalak
esetén az alabbi, csekély mértékben modositott formaban all fenn:

fi
AX-Ap > —
P 2

Ezt a Heisenberg altal 1927-ben kimutatott Osszefliggést hatdrozatlansagi reldcionak
nevezziik. Hasonldo  Osszefliggés teljesiil természetesen mindharom  hely- és

impulzuskomponensre, azaz
h
AX-Ap, > —
Py >
h
Ay-Ap, > >

h
AZ-Ap, > —
P, 5

A hatarozatlansagi relaci6 - mint latni fogjuk - jol hasznalhat6 bizonyos fizikai mennyiségek
nagysagrendi becslésére. Ezekben a becslésekben a hatarozatlansagi relaciot tobbnyire

AX-Ap=h
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alakban hasznaljuk.

A makroszkopikus szemléletiink szamara rendkiviil szokatlan hatarozatlansagi relacié annak a
kovetkezménye, hogy a mikrofizikai mérésekben a méréeszkéz mindig befolyasolja a mérés
eredményét. A makroszkopikus mennyiségek mérésekor természetes, hogy tetszdleges
pontossagi mérés esetén talalhatdé olyan moddszer, amellyel a mérdeszkoz hatasa

kikiiszobolhetd az eredménybdl. A mikrofizikai mérésekre ez nem teljesiil!

Megjegyzések:

1. A hatérozatlansagi relaci6 nem a mérési pontatlansdg, hanem a mikrorészecskék
hullamfiiggvénnyel val6 leirasanak kovetkezménye. Vegyiik észre, hogy a hullamfiiggvény
egyszerre ad informaciot a mikroobjektum helyér6l és impulzusardl, és a ketté kozotti
Osszefiiggésrdl, igy nemhogy pontatlanabb a klasszikus leirasnal, hanem inkabb sokrétiibb,
gazdagabb nala.

2. A hatérozatlansagi Osszefiiggés igazolasara sok gondolatkisérletben kovették végig a
mérdeszkoz és a mért mennyiség kozotti kolcsonhatast. A legismertebb példa az ilyen
gondolatkisérletek koziil, a "Heisenberg féle mikroszkopkisérlet" (Juhasz és Tasnadi, 1986)

3. Végiil megjegyezzikk, hogy az impulzus- ¢és helykoordinitira vonatkozo
hatérozatlansagi relacidhoz hasonl6 Osszefiiggés all fenn pl. a részecskék megfeleld szég- és

impulzusmomentum koordindtainak bizonytalansaga kozott is, azaz

Aa-ANaZE
2

ahol « az adott tengely koriil vett elfordulas mértéke, N, pedig az erre a tengelyre vonatkozo
perdiilet (impulzus momentum). Altalaban a rendszer tetszdleges  koordinatajanak és a

hozza tartoz6 p impulzusnak a bizonytalansagara teljesiil, hogy

h
AQ-Ap>—
q-Ap 5
Ugyancsak érvényes a
AE-7> L
2

Osszefiiggés is, ahol AE az energia bizonytalansaga, 7 pedig az adott folyamat

idobizonytalansagat jeloli. Ez  utdbbi  hatarozatlansagi  Osszefliggésbol  azonnal
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kovetkeztethetliink példaul arra, hogy ha az elektron gerjesztett allapotanak energidja AE
sz¢élességli, akkor az alapallapotba torténd visszatérés - azaz a megfeleld energidju foton
kisugarzasa - ¢ iddtartam erejéig bizonytalan. A gerjesztett allapot élettartama igy

/]
TR—
AE

nagysagura becsiilheto.
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