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Sokszor hallom tanaroktal:
A ... tudomanyagban sajnos csak valdszinliségi kijelentések tehetdk.

Van jogom megitélni, hogy milyennek kellene lennie a természetnek?

Feynman
Nobei-dijas

»
Mai fizika ,,Képzeljiik el, hogy a ,,vilag”, az alland6an mozgasban levo

R.P. Feynman—|

targyak bonyolult elrendezddese egyetlen hatalmas sakkjatszma,
az 1stenek jatsszak, s mi csak megfigyeloi vagyunk. Nem tudjuk,

g e csupan megfigyelhetjiik a jaték szabalyait.”
; temészettudorﬂlé_rg
i 1 A mecﬁaarﬁ{(a
térfyényei

https://pdfslide.net/download/link/feynman-mai-fizika-01

Feynman aldzatra tanit: oruljink annak, ha felismerjik, milyen a természet
(akkor is, ha nem ilyennek varjuk).

Raadasul a valdszinliségszamitasnak eleve vannak torvényhez hasonlo felismerései.


https://pdfslide.net/download/link/feynman-mai-fizika-01

A valészinliség lényege
Rényi A.: Levelek a val6szinliségrol, 1969
konyve alapjan

Pascal 4 fiktiv levele 1654-ben Fermat-hoz, kb. 40 oldal

https://mek.oszk.hu/00800/00859/00859.pdf

Rény1 Alfréd (1921-1970), vilaghirli matematikus, széles
human miiveltséggel.
Korabbi, irodalmi szintii ismeretterjesztd mive:

Dialdgusok a matematikarol, 1965,
http://mek.oszk.hu/00800/00856/00856.pdf



http://mek.oszk.hu/00800/00856/00856.pdf
https://mek.oszk.hu/00800/00859/00859.pdf

Idézetek

,,az emberek azt hiszik, hogy ha valamit nem tudnak biztosan - mar pedig biztosan szinte semmit nem tudnak -
akkor nem tudnak semmit. ... A részleges tudas is tudas ¢és a részleges bizonyossag is értekes lehet, kiilonodsen, ha
tudom azt, hogy e bizonyossag milyen foku.”

,,minden véletlen esemény bizonyossagi fokat azzal mérjik, hogy az hanyadrésze a biztos esemény teljes
bizonyossaganak”

,,ha szamszerlien ismerjiik egy esemény valoszinliségét, akkor valami hatarozottat tudunk rola, jollehet az tulajdonképpen
bizonytalan™

,,Nevezziik hat el a tudomanynak ezt az j agat, amelynek cé¢lja, hogy a véletlen, bizonytalan
dolgokrdl biztos tudast nyujtson, valdszinliségszamitasnak”™

,,az A esemény gyakorisdganak ¢s az 0sszes megfigyelt kisérletek szamanak hanyadosat az A esemény relativ
gyakorisaganak nevezziik. Marmost mindenki, akinek elegendo tapasztalata van a szerencsejatékokban, tudja, hogy
egy esemeny relativ gyakorisaga egy sok jatszmabol allo jatszmasorozatban altalaban kozel lesz egy meghatarozott
szamhoz, mégpedig éppen ahhoz az értékhez, amelyet az illetd esemény valoszinliségének neveztiink.”



,»A valoszinliség tehat az a szilard pont, amely koril a relativ gyakorisag a véletlentdl fiiggd, elore nem lathato és szabalytalan
modon ingadozni fog, de a valdszinliségtol szeszelyes valtozasai soran legtobbszor csak kevéssel fog eltérni.”

,,a tényekbdl még a részleges bizonyossag fokat sem allapithatjuk meg teljes pontossaggal.”

,,Tulajdonképpen bamulatos ez a megegyezes a logika és a tények, lehetdség €s a megvalosulas kozott!”

,Hangsulyoztam persze, hogy ez csak akkor érvényes, ha a szoban forg6 esemény bekovetkezesét, ill. be nem kovetkezését
Iényegeben azonos koriilmények kozott végrehajtott, €s egymasra semmilyen kihatassal nem bird, egymastol fliggetlen

kiserletek sorozataban figyelhetjiik meg.”

,,egy esemeny valoszinlisege mindig egy, a mi véleményiinktdl fiiggetlen, meghatarozott szam, amelynek eértékét persze
kiilonb6z6 emberek kiilonbozdkeéppen becsiilik meg.”

Az objektivitas indoklasa Rényi szerint: ,,Az oksag: ... a természetben az 0sszes, egy jelenséget befolyasold tényezok egyiitt
pontosan meghatarozzak a jelenség lefolyasat, €s azonos okok mindig azonos okozatra vezetnek.”



DE: nem mindig igaz, hogy ha tobbet tudnank, keveésbé lenne véletlenszerti a jelenseg.

Kvantummechanika: nincsenek rejtett paraméterek.
Kéosz: a véletlenszerti viselkedés nem kiils6 zaj miatti, beliilrdl jon

Igaz viszont a statisztikus fizikdban, pl. Maxwell--Boltzmann-eloszlas

Még egy idézet a konyvbol

,,a vilagban a véletlen uralkodik és €ppen ezért van benne rend €s torvény, ami a
véletlenek tomegébdl a valosziniiségeknek megfelelden bontakozik ki.”

Lehet erre azt mondanunk, hogy csak?



Dobas tobb kockaval

N=1 N=2
0,18 0,18
016 0,16
0,14 0,14
012 0,12
01 0,1
0,08 0,08
0,06 0,06
004 0,04
i) 0,02 I I
0 0
1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2=1+1
3=14+2=2+1
4=143=2+4+2=3+1
A valdszin(iségeloszlas is objektiv B

6=1+5=2+4=34+3=4+2=5+1
T=146=2+5=34+4=4+3=542=6+1

BE= =24+6=3+5=444=5+3=6+2
9= =34+6=44+5=54+4=643
Rényi: A természet konyvének nyelve, e g o
a 3. dialégus 12= =646

https://mek.oszk.hu/05000/05028/html/dialogmatek0003.html



https://mek.oszk.hu/05000/05028/html/dialogmatek0003.html

0,08
0,06
0,04
0,02 I I
- l.
3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Sajat szamolas: pl.
5=1+1+3=1+3+1=3+1+1=1+2+2=2+1+2=1+2+2,
azaz 6 eset

0,12

0,1

0,08

0,06

0,04

o

02

Megfigyelés:

felszélesség, o 3,

16 17 18 19 20 21 22 23 24

4, 4.5

N: 2, 3, 4

a/m: 2.

1, 2.3, 2.25



Dobas szabalyos érmékkel (1,2 felirattal)

Esetek szama: 1,1 Esetek széma: ) 2,
N =3 N =4
. . Pascal-haromszog
» . l
I I | I
0,05 0,05 ] 2 ]
- i : " i . : : . I I B 3 |
| 4 i 4 l
Esetek szama: 1, 3, 3, 1 Esetek szama: 1,4, 6,4, 1 L L l

1 228 a6 70 ah 285 08 1
1 I I & S 0 B L B S 1 B 1
45 1200 210 252 210 120 45 10 |



N=10 ,Kisérleti” megvaldsitas:
Galton-deszka, 1889:
025 az egyedi folyamatok véletlenek

0,2
0,15
0,1
0,05
N l.
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

A vizszintes tengelyen N + k all, ahol k a

fej (2-es) dobasok teljes szama, k = 0,1, ... N
A talalt valoszin(iség a k fej bekovetkezése
valdészinlisége N — szer ismételt Kisérletben

P(k,N) = (i) 3

Galton-reklam

N

F
/n:h
/A

A A
MDA N

AMA AN
AL AN DN
OOD OB ANA
AL A NA DD DN
MDA NANNND N

AR EETT N

27






Altalanos alak
A gorbék hasonldak, ha N elég nagy. Mi a kozos alakjuk?
N! 1
k!'(N —k)! 2N
Irjuk, hogy k = N/2 + (k — N/2), éstegyiik fel, hogy k- N/2 < N, az eltérés kicsi, a gérbe éles.
Hasznaljuk, hogy nagy n-re Inn! =~ ninn, és kis x -reIn(1 + x) =~ x — x%/2

_ (k=N/2)?
P(k,N)~e N/2 harang gérbe, Gauss-eloszlas.

P(k,N) =

Szokasos irasmod:

k—k)? —
P(k,N) ~ e~ (ki)™ 5 Jz) ahol k =N /2 a k éatlaga, és a négyzetes atlagos eltérés, a félszélesség
2 k)’ ' ' 2 =VN/2
g2 = (k — k) A pénzfeldobdsban 202= N/2 azaz 0 =

Ez a kbzponti hatareloszlas tétel: N fiiggetlen esemény eredményeinek

0sszege Gauss-eloszlas, melyben az atlag és a szérasnégyzet az egyedi

esemeények atlaganak és szorasnegyzetének N -szerese.

Az egyedi esemény: egyetlen dobas k

~ - [

-
o



Véletlen ingadozasok Feynman: Mai fizika 1, 6. fejezet

A szoras ugy is értelmezhetd, hogy az atlagtol valo eltérés tipikusan o nagysagrendd

(k —N/2)~+/N/2

N -nel osztva a varhato relativ eltérést kapjuk
,,egy esemeny valoszinlisége mindig

k 1 1 egy, a mi vélemenyiinktol fliggetlen,
N = 2 T N meghatarozott szam, amelynek
ertekét persze kiilonboz6 emberek
Relativ gyakorisag = valoszin(ség + véletlen ingadozas, kiilsnboz6képpen becsiilik meg.”
ami csokken N —nel. Ez a nagy szamok térvénye. ,Pascal”

1 szazalékos pontossaghoz 2+/N =100 sziikséges, tehat N ~ 2500

Feynman abraja:

'-qu Feynman utal arra is, hogy a kisérleti
hiba is a véletlenek megnyilvanulasa,
ami csokken a kisérletek N szamanak

6.6 abra. E ; N- i 1) P4

feldobasibsl 4ll6 sorozatox. NOVElésével.

ban azon dobasok hanyada,

melyekbdl ,,fej)”’ adédott

wfej’" eredményre vezeté dobidsok




Bolyongas Feynman: Mai fizika 1, 6. fejezet

Ermedobas donti el, hogy egy test el6re vagy hatra Iépjen:
fej (iras) esetén pozitiv (negativ) iranyba

Az n teljes elmozdulds a k pozitiv irdnyu teljes elmozdulas, és a negativ irdanyd N — k kilonbsége
n=k —(N—k)=2k—-N=2(k—k)

De k eloszlasat mar ismerjik, amibdél annak a valdszinlisége, hogy a bolyongas elmozdulasa
n legyen N lépés utan, athelyettesitéssel

n2 n

P(n,N) ~e 2N =¢ 207 ahol a bolyongasra vonatkozé széras o = VN

2

Szimulaldsban
500

bolyongasra:

A g = /N (piros) sadvba az esetek

68%-a esik, a 2 o savba az esetek 96%-a,
a 30 savba 99.7%-a.

Ez a Gauss-eloszlas tulajdonsaga.

A Gauss-eloszlas 30 széles.

Gyakorld szimuldldsra https://demonstrations.wolfram.com/SimulatingTheSimpleRandomWalk/



https://demonstrations.wolfram.com/SimulatingTheSimpleRandomWalk/

Ha minden egyes lépés a ,,hosszusagu”, a teljes elmozdulas hosszax = an
Az x elmozdulas el6fordulasi valoszinlsége N Iépés utan

2 2

X X
T 2N — 5 A2 —
P(x,N)~e 2a2N = e 20 g2=x2 = g2 N

Ha a lépések id6ben egyenkdzlen, 7,idénként torténnek, a teljes eltelt id6
xz xz

P(x,t) ~e 2a°t/ty=¢ 242 o?=a’t/t,

— 2
a
x« =—t

To

A D diffuzids allandd szokasos definicidja szerint x2=02=2Dt , ebben a bolyongasban

a2

- 21,
Léteznek id6fliggd valdszinlségi eloszlasok.
Mi hatarozza meg, hogyan valtozik P(n,t) vagy P(x,t) id6ben?



Valdszinliségek mozgasegyenlete

Feltessziik, hogy a P(n,t) valoszinliséggel leirt rendszerben az n érték bizonyos valészinliséggel n + 1
-be megy at (pl. a bolyongd részecske egyet jobbra Iép), s ez flgg az id6t6l, azzal aranyosan.

Az atmenet valdszinlsége kis At id6 alatt At /T L ahol t , a2 atlagos elorelépési ido.

Azn — n — 1 atmenet valdszinlsége kis At id6 alatt At /T , ahol T az dtlagos hdtralépési ido.

At id6vel késGbb a P(n, t + At) valdszin(iség ezért kisebb lesz, P(n, t) -vel is aranyosan.

A P(n,t + At) — P(n, t) megvaltozdsahoz adddé jarulék —At (l

T

+=)P(n,1)

+ —

A megvaltozashoz pozitiv jarulékot ad az (n — 1) —» n atmenet At /T -szal aranyosan,
ésaz (n+ 1) » n atmenet At /T -szal aranyosan
R6vid id6 alatt mas dtmenet nem torténhet.

A At id6 alatti megvaltozas tehat

At At 1 1
P(n,t + At)—P(n, t)=T—P(n —1,¢t) +T—P(n +1,t) — At p— + - P(n,t)
+ - + -

A kis At -vel osztva a bal oldalon P(n, t) idO0derivaltja jelenik meg



d 1 1 1 1

+ — + —

Ez az Un. master egyenlet (vagy vezéregyenlet).

Az eloszlas P(n,0) kezdeti alakja ismeretében egyértelmiien megadja azt t id6vel késébb.
Széleskorl alkalmazas: részeg ember hazafelé, sorbanallasi problémak, szuletési-kihalasi folyamatok.

Atrendezve
d 1 1 Pn+1,t)—P(n—1,t Pn+1,t)— P(n t)— (P(n,t)—-P(n—1,t
Dty = (Lo Ly POHLO=PE=10 (1 1)Pa+10=P@O= (PMO-P(=10)
dt T, T_ 2 T, T_ 2

Ha az n valtozohoz kozel folytonos x = na rendelhetd, ahol a kicsi x —hez képest, a = Ax :

P(x+a)—P(x—a) _I_(l _I_l) a?(lP(x+a)—P(x) _lP(x)—P(x—a) )

_P(x t)__(___) 2a T T a a a a
\ J + - \ / \ }
| ! Y
x aax X +a/2 Y aodx x-a/2
d%P

9x?



0 P(x,t op +D o°p kker--Planck let, 1914-17
—_— X, = —f — —— - _ f _
5 (x,t) f P 922 Fokker--Planck-egyenlet
1 1 P . _ (1 , 1\ a e
f:(r - Ja=u -—u drift D = (T + . ) > diffuzio
+ — + -
egységnyi id6 alatti el6jeles egységnyi id6 alatti atlagos
atlagsebesség négyzetes elmozdulas

Az eloszlas P(x,0) kezdeti alakja ismeretében egyértelmiien megadja azt t id6vel késSbb:
P(x,0) - P(x,t), minden id6re, éppugy, mint a fizika egyenletei.

Az eloszlasok egy P*(x, t) hatdreloszldshoz tartanak, mely fiiggetlen a kezdeti eloszlastdl.

Irreverzibilis valtozast ir le.



Diffuzios folyamat

Drift hianyaban, f=0, T ,=T_=1T

J P(x,t)=D 0°p diffuzids egyenlet
_— x’ —_— _—
ot 0x? - |
, 4 A t = 0.01
Egzakt megoldasa 0.6 - A . : 324
0.5 o
1 __x? 0.4 i
P(x,t) = e 4Dt i [ |
V 4‘ TL_D t ﬁ'3__ ',-"."-.‘-
0.2 1
ahogy a bolyongasban mar lattuk, aid
de most egyenlet megoldasa — "
0 20 40 60 80 100 120
a’ _a’ . : ,
D = —=5T= VT v=a/t "mikroszkopikus" sebesség

Ha az a lépéskoz és ezzel a UV sebesség is véletlenszerlen valtozik:

= VT



Brown-mozgas, termikus diffazio

Ha a bolyongas termodinamikai egyensulyban levé kdzegben zajlik, akkor a termikus diffuzios allandé:

kT
D,= v, 1= —1 m a bolyongo részecske tomege, ez az Einstein-relacio 1905
m
Budd: Kisérleti fizika I. 137 §: D ~ v, a = v,;v,T, becslés a kinetikus elmélet alapjan
Fick masodik torvénye, 1855 A hodiffuzio egyenlete a T'(x, t)
a c(x, t) koncentraciora hémérsékleteloszlasra, Fourier, 1822
0 D d%c d IO t) = 0°T
Frides t S WL =a=
(x,6) = Dy D2 ot 0x?
Fick eIso torvenye az agyagaramra a hdédiffuzios egyltthatd, a hGaram
_ C
]j=- Ta_ o dac
X Ji aax
Anyagmegmaradas miatt dc(x,t)/dt= —0j/0x
A concentracio és a teljes tomeg c(x,t)/ M viszonya Ezek igazabdl valdszinlségi
pontosan megfelel a P(x, t) valdszinliségnek: % = P. fizikai torvények (csak nem

A fizika a matematika el6tt fedezte fel a diffuzids egyenletet. nevezzik Gket igy).



Maxwell--Boltzmann-eloszlas

A jol ismert valoszin(ségi fizikai torvény a molekulak sebességeloszlasa idealis gazban,
T hémeérsékleten: a Maxwell—Boltzmann-eloszlas, 1860

2 Itt v adott iranyu sebesség.
P,s(v) ~ e 2kT A Gauss-eloszlas altalanos tulajdonsaga, hogy a szorasnégyzet a szamlalo

atlaga: mv? = kT (ekviparticio)

Ez a Gauss-eloszlas nem hatareloszlas.
Az eredete a Boltzmann-torvény: az i-edik allapot valdszin(isége termikus egyensulyban

E;
P, e k1 afizika altalanos valoszinliségi térvénye, 1868

Barmilyen atlag szamolhatd



Langevin

A drift lehet , helyfliggd” is: f(x). Ez egy zajos mozgasegyenlet-csalad (a Langevin-egyenlet,
Ekkor a Fokker--Planck-egyenlet 1908) x valtozéjanak id6figgd eloszlasa, melyre

0 d(fP 02P .
—P(x,t) = — 9 )+D x=f(x)+ V2D E(t)

ot 0x 0x?
Az f(x) drift tehat a determinisztikus ahol a € (fehér) zaj tag atlagosan zérus, és
mozgast irja le, melyre x = f(x) pillanatnyi erGssége egységnyi.

A zaj lefutasa ezen megszoritasokkal mindig mas és mas.

A Brown-mozgas példajaban: f=0
02p

T 9x2

iP(x,t):D %= 2D &

dt

A Langevin-egyenlet a mikroszkopikus, zajos , egyedi életutat” leir6 mozgasegyenlet,
a Fokker-Planck pedig a sok ilyen részecske egyiittes kovetéseét jellemzs eloszlast adja meg:



Sebesség-eloszlas a Brown-mozgasban

A bolyongas vizben torténik, s a részecskére hat a kozegellenallasi erd, Stokes-torvény.
A determinisztikus mozgasegyenlet (Newton-térvény) m v =-ymv

Ezen kivil hat ra véletlen erd, ami a tomeggel osztva: £(t) .

A Langevin-egyenlet v-re: A Fokker--Planck-egyenlet (a drift f = - yv)

: 2
v=-yv +V2D (1) %P(v,t)z a(gzp) _I_Dv%

A sebesség diffiziés allandoja D, = =

: : g , A megoldas:
(az Einstein-relacié kovetkezménye)
" _ w-v(t)?
P(v,t) = 202(t) v(t) = vye " av=-yv egyenlet megoldasa, v atlaga
V2mo®(t) o2(t) = kT/m(1 — e~ ") a sebesség szorasnégyzete
1 mv2

Hosszu id6 utdn a P* (v ) hatéreloszldshoz tart:  P*(v) =

T 2kT =
,/anT/me : Pyp(v)

Itt kezdetben minden részecske v, sebessegl.
Barmilyen mas kezdéfeltetellel is P* -hoz tart.
Az MB eloszlas magahoz vonzza az ésszes tobbit! Igy dll be a termikus egyensuly.



Kvantumvaldsziniiség

A kozismert valdszinliségi mozgasegyenlet, az id6fliggd Schrodinger-egyenlet, 1925 (Marx: 15. fejezet)

h? 92W(x,t)
2m  0x?

=HY(x,1)

i bW (1) = VW, t) —

Ez természettorvény, de nem kozvetlenll a valdszinliséget adja, hanem a valoszinliségi amplitudot.
[ h -sal osztva

AP SN e ()
gr LD =—gVRP D) + 50 —75

Az utolso tag diffuzios tag imaginarius diffuzios egyutthatoval: % mértékegysége mT, mint D, —é.
A valoszinliség az amplitudd abszolut négyzete
P(x,t)=%(x,t)"¥(x, t)=|¥(x,t)]|?
P —re kovetkezik egyenlet, mely ugy kezdédik, hogy

aP(x, t) = deajobboldalon W és W* derivaltja szorzddik, P nem jelenik meg.

Ez nem Fokker—Planck-egyenlet, és nem |étezik Langevin-szer( egyenlet sem
(ami a rejtett paraméterekre utalna)!



A kvantumvaldszin(lseg kilonbozik a klasszikustol!
Ha W az i-edik energia sajatallapot ¢, akkor Ho.=E;®.

ih = o=Eqp - pi(xt) = R i (x) - Pi(x,0)=P(x) =p;’(x) hag;valos
A j -edik sajatallapottal @, -vel: ¢; (xt) = eWEftcpj x) - Pi(x,t)=P;(x) =¢7(x) hag; valos

¥ = ¢; ¢; + ¢ @; kevert/szuperponalt allapot is lehetséges allapot, de nem energia sajatallapot!
|d6fliggése az 6sszetevok idofluggéseinek 6sszege (az id6fliggd Schr.-egyenlet linedris):

—i —i , ,
Yixt)= c; e (x) + C; e R Eit 0 (%) Legyenek itt a ¢ -k valésak: ¢; 2+ ¢; = =
A kvantumvaldszin(iség:

Pxt)=P(x, )W(x, t)'=[c; en T o;(x) +cjer I @il c; er" " @i (x) + ¢ en I @ (X))

—i i
P(X;O - Ciz (piz(X) + Cjz (pJZ(X) + Cj Ci Pj (X)(pi (XJQT(EJ_Ei)t + CiCj @i (X)(pj (X)eﬁ(Ej_Ei)t



—i i
P(xt) = c202(x) + ¢i20i2(%) + ¢j ¢; 0 (N (x) [e T FITFIE 4 oRFiEDY

P(xt) = ¢;*P(x) + ¢;°P;(X) + 2¢ ¢; ¢ (X))@ (x) cos[(E;—E;)t/h]

Y v |

klasszikus valdészinliseg ~ kvantum interferencia, nem fejezhetd ki a P-kel

A valoszin(iségek rezeg az (E;—E;) /h frekvenciaval.
A kezdeti valdszinlség:

P(x,0) = ¢;*P;(x) + ¢;*P;(x) + 2¢j ¢; 9j(X)pi(X)

A kezd6feltételt nem felejti el a kvantum rendszer, csillapitatlanul inog.
A mikrovilagban nincs surlddas. Ezt nem is irhatja le a Fokker--Planck-egyenlet.

Ha adott pillanatban energiamérést végziink és E; -t kapunk,

ennek valdszinlsége c; * és ezzel a valdszinliséggel P(x,t) atvalt az id6fiiggetlen P;(x) —be:
P(xt) - P;(x) torténik c; # valdszinlséggel, és 1 — ¢; 2 valészinlséggel E; és P(x,t) - Pj(x)
Ez csak kvantumban lehetséges.



Példak
j =2,i =1 potencialgédér, L széles, j=3,i=1,L széles,
€1 =62 = 1/\/5 €1 =C3 1/\/5

(»] (>]

A rezgés gyorsabb, mert az energiakiilonbség nagyobb

A szimuldcidk innét:
https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations html5/sims/SuperpositionStates/SuperpositionStates.html

Meérheté kovetkezmények, pl. ammoniamézer, Feynman 8, 100. fejezet


https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations_html5/sims/SuperpositionStates/SuperpositionStates.html







Kaoszvaldszinliség

Emlékeztetd, a Brown-mozgas sebességének id6fliggd valdszinlségeloszlasa:

B (v—vz(t))2 v(t) = vye " a zajmentes mozgas, a v=-yv megoldasa,
P(v,t)~e 2071 a2(t) = kT/m(1 — e

Zajmentes (T = 0) esetben az eloszlas szélessége g% = 0: éles valdszinlségi csucs mozog a testtel

Ha a valtozé a hdromdimenziés x vektor, a drift f(x), a Langevin- és Fokker--Planck-egyenletek:

0
x=f(x)+ V2D &(t) aP(x, t) = —div(f(x)P(x,t)) +DAP
A zajmentes eset:
0 .
X = f(x) 5. P(xt) == div(f(x)P(x, 1))
A determinisztikus mozgasegyenlet, Degeneralt Fokker—Planck-egyenlet (nincs bene
akar Newton-egyenlet is lehet diffuzid), mely valdszinliséget rendel a determinisztikus

mozgashoz, 1998. Mindig P* hatareloszlashoz tart.



Egyszer( haromvaltozos mozgas esetén a P* hatareloszlas olyan éles csucs lesz, mely egyiitt mozog a
testtel, s esetleg megall ott, ahol a test.

Kaotikus mozgasban a kozel induld mozgasok szétvalnak. Az egyedi mozgas elérejelezhetetlen.
A mozgasok egylttese ezért sokféle lehet. A hatareloszlas mindig kiterjedt.
Ez a P" hatareloszlas jellemzi a hosszu idejli mozgast.

Valdszin(iségi nyelven (vagyis sok kisérlet eredményként) a kdosz teljesen pontosan jelezhetd elbre.

Példa: gerjesztett A gerjesztett anharmonikus oszcillator P*(x, v) hatareloszlasa
anharmonikus oszcillator egesz szamu
gerjesztési
- periodus utan:
X =,
v =—ax — bx3 — cv + Acoswt

A Newton-egyenlethez is
tartozik nemtrividlis
valdszinliségeloszlas

(ha kaotikus mozgast ir le)




Osszefoglalas

Mikroszkopikus vilag Makroszkopikus vilag
Az emberi kultura gyongyszemei. A rendszerek csak igy irhatok le: valdszinlségi torvényekkel

Mondhatjuk, hogy... cs¥k valdszintiségi kijelentések tehet6k?

Mondjuk inkabb ... csakis valdszinlségi kijelentések tehetdk.
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