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6. Függvények 

I. Elméleti összefoglaló 

A függvény fogalma, értelmezési tartomány, képhalmaz, értékkészlet 

Legyen az A és B halmaz egyike sem üreshalmaz. Ha az A halmaz minden egyes eleméhez hozzáren-

deljük a B halmaz egy-egy elemét, akkor ezt a hozzárendelést függvénynek nevezzük. 

Az       függvény esetén az A halmazt értelmezési tartománynak (Df), a B halmazt pedig kép-

halmaznak nevezzük. B-nek azt a részhalmazát, amelynek elemei hozzá lettek rendelve valamely 

értelmezési tartománybeli elemhez, értékkészletnek nevezzük (Rf). 

Zérushely 

Az f függvény értelmezési tartományának azon elemét, amelyhez tartozó helyettesítési érték 0, 

zérushelynek nevezzük. 

Leszűkítés, kiterjesztés 

Legyen       függvény és     nem üreshalmaz. A       függvényt az f  H-ra való leszűkí-

tésének nevezzük, ha  ( )   ( ) teljesül minden     esetén. 

Legyen       függvény és     nem üreshalmaz. A       függvényt az f  K-ra való kiter-

jesztésének nevezzük, ha  ( )   ( ) teljesül minden     esetén. 

Kölcsönösen egyértelmű függvény 

Az       függvényt kölcsönösen egyértelműnek nevezzük, ha értékkészlete egyenlő a képhal-

mazzal (    ) és különböző elemek képe különböző. 

Inverz függvény 

Ha az f függvény kölcsönösen egyértelmű, akkor inverz függvénye az           függvény, mely-

re minden xDf esetén    [ ( )]    teljesül. 

 Az inverz függvénykapcsolat kölcsönös: ha f-nek inverze a g függvény, akkor g-nek inverze az f. 

 Descartes-féle koordinátarendszerben egy függvénynek és inverzének grafikonja szimmetrikus az 

y=x egyenesre. 

 Az inverz függvénykapcsolat meghatározása: Legyen      ( ), ahol      és     . Ekkor 

 ( )   [   ( )]   . Tehát az  ( )    összefüggésből kifejezzük az y változót az x függvé-

nyeként. 
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Összetett függvény 

Legyen         és          két függvény, és a g értékkészletének legyen közös része f értelme-

zési tartományával (       ). Ekkor értelmezhető az (   ) { |        ( )    }     

összetett függvény, ahol (   )( )   [ ( )]. Ekkor f-et külső függvénynek, g-t belső függvénynek 

nevezzük.  

Függvények monotonitása 

Az f függvényt értelmezési tartományának valamely I részintervallumán monoton növekvőnek 

(csökkenőnek) nevezzük, ha I minden       elemei esetén  (  )   (  ) [ (  )   (  )] telje-

sül. 

Az f  függvényt értelmezési tartományának valamely I részintervallumán szigorúan monoton növek-

vőnek (csökkenőnek) nevezzük, ha I minden       elemei esetén  (  )   (  ) 

[ (  )   (  )] teljesül. 

Függvények szélsőértéke 

Az f függvénynek az xoDf pontban lokális maximuma (lokális minimuma) van, ha létezik xo-nak 

olyan környezete, melyben bármely értelmezési tartománybeli x elemre f(x)  f(xo) (ill. f(x)  f(xo) ). 

Az f függvénynek az xo pontban szigorú lokális maximuma (szigorú lokális minimuma) van, ha 

létezik xo-nak olyan környezete, melyben bármely x0-tól különböző értelmezési tartománybeli x elemre  

f(x) < f(xo) (ill. f(x) >f(xo) ). 

Az f függvénynek az xoDf pontban abszolút maximuma (abszolút minimuma) van, ha az értelme-

zési tartomány bármely x elemére f(x)  f(xo) (ill. f(x)  f(xo) ). 

Függvények periodicitása 

Az f függvény periodikus, és periódusának nevezzük azt a legkisebb     valós számot, amelyre 

teljesül a következő két feltétel: 

 minden xDf  esetén, az (x +p)Df, 

 minden xDf –re f (x +p) = f (x). 

Függvények paritása 

Az f függvényt párosnak nevezzük, ha teljesül a következő két feltétel: 

 minden xDf  esetén (-x)Df, 

 minden xDf  esetén f(-x)=f(x). 

Rf 

𝑹𝒇 𝒈 

Rg 

𝑹𝒈⋂𝑫𝒇 

 

Dg 

𝑫𝒇 𝒈 

g 

f 
Df 
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Az f függvényt páratlannak nevezzük, ha teljesül a következő két feltétel: 

 minden xDf  esetén (-x)Df, 

 minden xDf  esetén f(-x)=-f(x). 

Páros függvények grafikonja Descartes-féle koordináta-rendszerben tengelyesen szimmetrikus az or-

dináta tengelyre, a páratlan függvények grafikonja pedig középpontosan szimmetrikus az origóra. 

Lineáris függvény, egyenes arányosság 

Az        ( )       (          ) függvényt lineáris függvénynek nevezzük. 

Ha    , akkor az  ( )    függvényt nulladfokú, vagy konstans függvénynek nevezzük. 

Ha      akkor az  ( )       függvényt elsőfokú függvénynek nevezzük. 

Ha    , akkor az  ( )     függvény egyenes arányosság, melynek arányossági tényezője m. 

Abszolút érték, egészrész, törtrész, előjel függvény 

Az        ( )  | | függvényt abszolútérték függvénynek nevezzük, ahol | |  {
        
          

 

Az        ( )  [ ] függvényt egészrész függvénynek nevezzük, ahol [ ] azt a legnagyobb 

egész számot jelenti, amely az x valós számnál nem nagyobb. 

Az        ( )  { } függvényt törtrész függvénynek nevezzük, ahol { }    [ ].  

Az        ( )     ( ) függvényt előjel függvénynek (szignum függvénynek) nevezzük, ahol 

   ( )  {
        
        
          

 

Másodfokú függvény 

Az        ( )           (           ) függvényt másodfokú függvénynek nevez-

zük. 

Hatványfüggvény 

Az        ( )     (   ) függvényt hatványfüggvénynek nevezzük. 

Racionális egészfüggvény vagy polinomfüggvény 

Az        ( )     
       

             függvényt racionális egészfüggvénynek, 

vagy polinomfüggvénynek nevezzük, ahol           (           ). 

Racionális törtfüggvény 

Az   (   )     ( )  
   
       

            

   
       

            
 alakú függvényt racionális törtfüggvénynek 

nevezzük, ahol                              , H pedig a nevező zérushelyeinek halma-

za. 

Lineáris törtfüggvény, fordított arányosság 

Az     { 
 

 
}     ( )  

    

    
 függvényt (                      egyszerre nem nulla) 

lineáris törtfüggvénynek nevezzük. 



4 
 

A lineáris törtfüggvények átalakíthatók  ( )  
    

    
 
 

   
   alakúra. 

Az     { }     ( )  
 

 
 függvény (    { }) fordított arányosság.  

Gyökfüggvény 

Az        ( )  √ 
    

 és a   (   { })     ( )  √ 
  
 (    ) függvényeket gyök-

függvényeknek nevezzük. 

Exponenciális függvény, logaritmusfüggvény 

Az        ( )     (        ) függvényt exponenciális függvénynek nevezzük. 

Az         ( )        (       
 ) függvényt logaritmusfüggvénynek nevezzük. 

Függvény-transzformációk 

Az         ( ) függvény, mint alapfüggvény transzformációinak áttekintése. 

 ( ) grafikonja  ( ) grafikonjából a következő geometriai transzformációk alkalmazásával kapható 

 ( )    ( ) f grafikonjának x-tengelyre való tükrözése 

 ( )    ( )  (    ) 
f grafikonjának y-tengely menti a-szoros nyújtása (zsugorítása) 

(a arányú merőleges affinitás az x-tengelyre vonatkozólag) 

 ( )   ( )     (   ) f grafikonjának y-tengely menti eltolása  ⃗(   ) vektorral 

 ( )   (  ) (     ) f grafikonjának y-tengelyre való tükrözése 

 ( )   (  ) (          ) 
f grafikonjának x-tengely menti  

 

 
 -szoros nyújtása (zsugorítása) 

(
 

 
 arányú merőleges affinitás az y-tengelyre vonatkozólag) 

 ( )   (   )  

(          ) 

f grafikonjának x-tengely menti eltolása  ⃗(    ) vektorral 

 ( )  | ( )| 
f grafikonjának azt a részét, amely negatív f értékekhez tartozik, 

tükrözzük az x-tengelyre 

 ( )   (| |) (| |    ) 
f grafikonjának azt a részét, amely x>0 értékekhez tartozik, tük-

rözzük az y-tengelyre 
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II. Kidolgozott feladatok 

1. Adja  meg a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát, amelyeken értelmezhetők az alábbi 

függvények! 

a)  ( )  
   

      
      

b)  ( )  √          

c)  ( )  √
   

   

 
      

d)  ( )      (   
 )      

a)  ( )  
   

      
       

Megoldás: 

A függvény megadásában szereplő minden további függvénynek értelmezhetőnek és minden 

műveletnek elvégezhetőnek kell lennie. 

A nevező nem lehet nulla:                        Ezért      {    }. 

b)  ( )  √          

Megoldás: 

A négyzetgyök definíciója miatt                 | |. 
Ezért    [    ]. 

c)  ( )  √
   

   

 
      

Megoldás: 

A páros gyökkitevő miatt 
   

   
   

1. eset 

(     )    (     ) 

(    )    (   ) 

    

2. eset 

(     )    (     ) 

(    )    (   ) 

     

Ezért    ]     ]  ]   [. 

d)  ( )      (   
 )      

Megoldás: 

A logaritmus definíciója miatt:                 Az      függvény szigorúan mo-

noton nő, tehát    . Ezért    ]    [. 
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2. Állapítsa meg a következő függvények paritását! 

a)        ( )  
   

    
 

b)        ( )  
     

    
 

c)        ( )  
 

    
 

a)        ( )  
   

    
 

Megoldás: 

      így minden      esetén (  )    . 

 (  )  
 (  ) 

  (  ) 
  

   

    
   ( ), tehát f páratlan. 

b)        ( )  
     

    
 

Megoldás: 

    , így minden      esetén (  )    . 

 (  )  
 (  )   

  (  ) 
 
      

    
, ami  ( ) és   ( ) egyikével sem egyenlő, tehát g nem páros és 

nem is páratlan. 

c)        ( )  
 

    
 

Megoldás: 

    , így minden      esetén (  )    . 

 (  )  
 

  (  ) 
 
 

    
  ( ), tehát h páros. 

3. Igazolja, hogy a következő függvények páratlanok! 

a)  ( )      
   

   
 

b)  ( )  
    

    
 

a)  ( )      
   

   
 

Megoldás: 

Az értelmezési tartomány vizsgálata: A logaritmus definíciója miatt 
   

   
  . 

Ezért    ]    [, ami szimmetrikus a 0-ra. 

 (  )      
  (  )

  (  )
     

   

   
     (

   

   
)
  
      

   

   
   ( )  

Tehát f páratlan. 

1. eset 

(     )    (     )  

(    )    (   )  

        

2. eset 

(     )    (     )  

(    )    (   )  

nincs ilyen x valós szám. 
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b)  ( )  
    

    
 

Megoldás: 

    , így minden      esetén (  )    . 

 (  )  
     

     
 
 

  
  

 

  
  
 
    

  

    

  

 
    

    
  

    

    
   ( )  

Tehát g páratlan. 

4. Igazolja, hogy a következő függvény páros! 

       ( )  ||   |  |   || 

Megoldás: 

    , így minden      esetén (  )    . 

Felhasználjuk, hogy az   | | függvény páros. 

 (  )  ||(  )   |  |(  )   ||  ||    |  |    ||  ||   |  |   ||   

 ||   |  |   ||   ( ), tehát f páros. 

5. Adja meg, hogy az értelmezési tartományuk mely részhalmazán monoton növekedőek, illetve 

monoton csökkenők a következő függvények! 

a)   [   ]     ( )           

b)  ( )  
    

   
 

c)  ( )  |
    

   
| 

d)  ( )      |   | 

e)  ( )     (   
 

 
) 

a)   [   ]     ( )           

Megoldás: 

           (   )   , (   ) melynek grafikonja felfelé nyíló parabola és mi-

nimumát az    -nál veszi fel.     , ezért a [   ] intervallumon f szigorúan monoton 

csökken, [   ] intervallumon szigorúan monoton nő. 
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b)  ( )  
    

   
 

Megoldás: 

     { }.  ( )  
    

   
 
 (   )  

   
 
 

   
  , amely az   

 

 
 racionális törtfüggvény 

transzformáltja. Ezért  ( ) a ]    [ és a ]   [ intervallumokon szigorúan monoton csök-

ken. 

Megjegyzés: Bár a ]    [  ]   [    , a kapott eredmény nem jelenti azt, hogy  ( ) az 

egész    -en szigorúan monoton csökken. 

c)  ( )  |
    

   
|  

Megoldás: 

     { }.  ( )  |
    

   
|  |

 

   
  |  {

 

   
       

 

 
         

  

   
     

 

 
     

 amely az 

  
 

 
 racionális törtfüggvény transzformáltjaival állítható elő. Az f függvény zérushelye  

 

 
, az 

y-tengellyel párhuzamos aszimptotája az     egyenes. Ezért a ]   
 

 
] és a ]   [ interval-

lumokon szigorúan monoton csökken, a [
 

 
  [ intervallumon pedig szigorúan monoton nő az f 

függvény. 
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d)  ( )      |   | 

Megoldás: 

A logaritmus definíciója miatt: |   |       , ezért      { }. 

 ( )      |   |  {
    (   )       

    (   )        
 Az         monotonitási tulajdonságai 

miatt  ( ) a ]    [ intervallumon szigorúan monoton csökken, a ]   [ intervallumon szigo-

rúan monoton nő. 

e)  ( )     (   
 

 
) 

Megoldás: 

    . Az f periodikus függvény és az        függvény transzformáltja. Az        

periódusa 2          periódusa   f periódusa is . Először megadjuk a monotonitást 

egy perióduson belül. Célszerű a [ 
 

 
 
  

 
] intervallumot választani. f a [ 

 

 
 
 

 
] intervallumon 

szigorúan monoton csökken, a [
 

 
 
  

 
] intervallumon szigorúan monoton nő. Figyelembe véve 

a periodicitást: f a [ 
 

 
    

 

 
   ] intervallumon (   ) szigorúan monoton csökken, a 

[
 

 
    

  

 
   ] intervallumon (   ) szigorúan monoton nő. 
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6. Igazolja, hogy az  ( )           függvény az egész értelmezési tartományán szigorúan 

monoton növekszik!  

Megoldás: 

    . Legyen       tetszőleges,          . 

Megmutatjuk, hogy  (  )   (  )   . 
 (  )   (  )     

        (   
       )   (  

    
 )   (     )   , mert 

      miatt mindkét tag pozitív. 

Tehát f az egész értelmezési tartományán szigorúan monoton növekszik. 

7. Igazolja, hogy az  ( )           függvény a ]  
 

 
[ intervallumon szigorúan monoton csök-

ken! 

Megoldás: 

 ( )           
    

    
 
    

    
 
           

        
  

     

     
       .  

Az        periódusa           periódusa 
 

 
   ( )         periódusa 

 

 
. 

Az        transzformációja során a monotonitás jellege nem változott, ezért f a ]  
 

 
[ interval-

lumon szigorúan monoton csökken.  

8. Igazolja, hogy ha az f függvény periodikus és periódusa p, akkor az  ( )   ( )   , 

 ( )    ( ),  ( )   (   ) és  ( )   (  ) (    ) függvények is periodikusak! 

Megoldás: 

 ( )   ( )     (   )     (   ), tehát  ( ) periodikus és periódusa p. 

 ( )    ( )    (   )   (   ), tehát  ( ) periodikus és periódusa p. 

 ( )   (   )   [(   )   ]   [(   )   ]   (   )   ( ) periodikus, periódusa p. 

 ( )   (  )   (    )   [ (  
 

 
)]   (  

 

 
), tehát  ( ) periodikus és periódusa  

 

 
. 
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9. Igazolja, hogy a következő függvények periodikusak!  

a)  ( )   {   }    

b)  ( )           

c)  ( )              

d)  ( )              

a)  ( )   {   }    

Megoldás: 

Felhasználjuk, hogy a  ( )  { } függvény periodikus és periódusa 1. Az előző feladat állítá-

saiból következik, hogy f periodikus és periódusa 1. (g periodicitásából következik az 

    (   )    periodicitása és a periódus a transzformáció során nem változott meg.) 

b)  ( )           

Megoldás: 

 ( )           
     

 
, ami periodikus és periódusa    

c)  ( )              

Megoldás: 

 ( )              √ (
√ 

 
      

√ 

 
     )  √    (   

 

 
), ami periodikus és 

periódusa 
 

 
. 

Megjegyzés: Ha      , f és   periódusa p, akkor     is periodikus és periódusuk p. 

d)  ( )              

Megoldás: 

Az         periódusa    , az         periódusa   
  

 
. Mivel a két periódus há-

nyadosa racionális: 
 

 
 
 

 
 és (3;2)=1, ezért a          az a legkisebb pozitív szám, amely 

periódusa f-nek. Azaz  (    )     [ (    )]     [ (    )]     (     )  
    (     )               ( ). Tehát f periódusa   . 
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10. Képezze az     és a     függvényeket! Adja meg az értelmezési tartományt, az értékkészletet 

és ábrázolja a függvényeket! 

a)  ( )  √ ,  ( )       

b)  ( )      
 

 ,  ( )  
 

 
     

a)  ( )  √ ,  ( )      . 

Megoldás: 

 ( )  (   )( )   [ ( )]  √     

          
 

 
 , tehát    [

 

 
  [.  

Az        függvény a    [
 

 
  [ halmazon szigorúan monoton nő. 

      (    )   , ezért értékkészlete a [ (
 

 
)   [  [   [. 

Az   √   szigorúan monoton növekvő, valamint       √   , ezért    [   [. 

 ( )  (   )( )   [ ( )]   √    
   , tehát    [   [. 

Az   √  tulajdonságai miatt    [    [. 

b)  ( )      
 

 ,  ( )  
 

 
   .  

Megoldás: 

 ( )  (   )( )   [ ( )]      
 
(
 

 
   ) 

 

 
           , tehát    ]    [  

Az   
 

 
    a    ]    [ halmazon szigorúan monoton nő és értékkészlete a ]   [. 

Az       
 

  függvény pedig szigorúan monoton csökkenő.       (    
 

 )    , és 

      (    
 

 )   , valamint a logaritmus függvény folytonos, ezért      . 

 ( )  (   )( )   [ ( )]  
 

 
    
 
    

   , tehát    ]   [. 
Az       

 

  függvény értékkészlete a    ]   [ halmazon  , ezért     . 
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11. Képezze az   (   ) függvényt, majd ábrázolja is! 

 ( )     ( ),  ( )  
 

 
  ,  ( )     . 

Megoldás:  

 ( )    (   )( )   { [ ( )]}     (
 

   
  ) 

          , tehát      { }. 

12. Ábrázolja az összetett függvény ábrázolási módszerével az  ( )  |
 

| |  
  | függvényt! 

Megoldás: 

     {    }  

Az f képéhez az   | |       
 

 
              | | függvények lépésenkénti egymásba 

ágyazásával jutunk el. 
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13. Mutassa meg, hogy az alábbi függvények egymás inverzei! Ábrázolja mindkét függvényt! 

  [ 
 

 
  [     ( )         és   [ 

 

 
  [     ( )  √  

 

 
 
 

 
  

Megoldás: 

Először megmutatjuk, hogy       és      , valamint f és g kölcsönösen egyértelműek a 

megadott halmazokon, tehát lehetnek egymás inverz függvényei. 

Az          (  
 

 
)
 
 
 

 
 (   ) másodfokú függvény képe felfelé nyíló parabola, 

melynek csúcsa a ( 
 

 
  
 

 
) pont. E függvény [ 

 

 
  [ intervallumra történő leszűkítése az f, 

amely így már kölcsönösen egyértelmű. Mivel ( 
 

 
)        [ 

 

 
  [. 

   [ 
 

 
  [, mert  ( 

 

 
)   

 

 
    √  

 

 
   √  

 

 
 
 

 
  

 

 
  ( )   

 

 
. 

g szigorúan monoton nő Dg-n, ezért kölcsönösen egyértelmű. 

Meghatározzuk g inverzének hozzárendelési szabályát: 

A  ( )    összefüggésből y kifejezése: 

√  
 

 
 
 

 
    

√  
 

 
   

 

 
  

a feltételek miatt mindkét oldal nemnegatív, ezért a négyzetre emelés ekvivalens egyenlethez ve-

zet, amelyből rendezés után adódik: 

          ( ), tehát g inverze f. 

14. Ábrázolja a következő függvények grafikonját! 

a)  ( )  |    |  |   |  |   | 

b)  ( )  |     | |   | 

c)  ( )  [
 

 
  ] 

d)  ( )  {    } 

e)  ( )   √       

f)  ( )     | | 

a)  ( )  |    |  |   |  |   | 

Megoldás: 

 ( )  |    |  |   |  |   |   |   |  |   |  |   |  

Az abszolút érték definíciója szerint: 

|   |  {
         
           

  

|   |  {
         
           

  

|   |  {
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Ezek alapján f hozzárendelési szabálya az értelmezési tartomány egyes részintervallumain: 

Ha         ( )   (    )  (    )  (    )   ; 
ha          ( )   (    )  (    )  (   )       
ha         ( )   (    )  (   )  (   )         
ha       ( )   (   )  (   )  (   )    . 

Összegezve:  ( )  {

                   
                       
             
         

 

b)  ( )  |     | |   | 

Megoldás: 

Az | |  {
       
        

 figyelembe vételével: 

Ha       ( )  |       |  |(   )   |, 

ha       ( )  |       |  |(   )   |. 

Összegezve:  ( )  {
|(   )   |      

|(   )   |       
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c)  ( )  [
 

 
  ] 

Megoldás: 

Első módszer:  ( )-et összetett függvénynek tekintjük. Először ábrázoljuk az    
 

 
   line-

áris függvényt, mint belső függvényt. Ennek értékeit helyettesítjük az   [ ] külső függ-

vénybe.  ( ) szakadási helyei azok az x-értékek, amelyek esetén az    
 

 
   függvény he-

lyettesítési értéke egész szám. 

Második módszer: Az   [ ], mint alapfüggvény transzformálásával. 

d)  ( )  {    } 

Megoldás: 

 ( )  {    }   (    )  [    ] a törtrész definíciója alapján. Ezért  ( ) grafikonját 

megkaphatjuk az        és az   [    ] függvények grafikonjaiból grafikus összeg-

zés módszerével. 
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e)  ( )   √        

Megoldás: 

A négyzetgyökvonás miatt:               ]    ].  

Az   √  alapfüggvény grafikonjának lépésenkénti transzformációja az ábrán látható. 

f)  ( )     | | 

Megoldás: 

Az abszolút érték definíciója alapján:  ( )  {
          

           
 Az      függvény gra-

fikonjának transzformáltjait kell ábrázolni a megfelelő intervallumokon. 

III. Ajánlott feladatok 

1. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )       b)  ( )   
 

 
    c)  ( )   

 

 
(    )    

d)  ( )   
 

 
    

   [    [  

e)  ( )        

   {             }  
f)  ( )  

    

    
 

2. Az  ( )       lineáris függvényre teljesül, hogy  (  )    és  ( )   . Adja meg a függ-

vény hozzárendelési szabályát! 
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3. Ábrázolja megfelelő alapfüggvények transzformációjával a következő függvényeket és jellemezze 

értelmezési tartomány, értékkészlet, zérushely és szélsőérték szempontjából! 

a)  ( )   | |    b)  ( )  
 

 
|   |    c)  ( )    |   |    

       

d)  ( )    (   )    e)  ( )             f)  ( )  
 

 
          

      

g)  ( )  √      h)  ( )    √      i)  ( )   
 

 
√       

j)  ( )  
 

   
   k)  ( )  

  

   
 l)  ( )  

    

   
 

m)  ( )        n)  ( )       o)  ( )                

p)  ( )            q)  ( )      (    ) r)  ( )       (      )    

4. Adja meg azt a másodfokú függvényt, amelyre  (  )   ,  ( )    és  ( )    teljesül! 

5. Mennyi legyen a p és q értéke az  ( )           másodfokú függvény esetében, ha 

a) zérushelyei a 0 és a 8; 

b) minimum helye a (–1), minimum értéke pedig 5? 

6. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )  || |   | b)  ( )  ||| |   |   | c)  ( )  |   |  
 

 
|   | 

d)  ( )  |   |  |   |  |   | e)  ( )  ||    |   | 

f)  ( )  [
 

 
   ] g)  ( )  

 

[ ]
 h)  ( )  [  ] 

i)  ( )  {
 

 
  } j)  ( )  {  } k)  ( )  

  | |

| |  
 

l)  ( )     (      ) m)  ( )  |  √     | n)  ( )    √   
 

   

o)  ( )   |   | p)  ( )  |    (   )|  

7. Adja meg a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát, amelyeken értelmezhetők az alábbi 

függvények! 

a)  ( )  
   

   √ 
 b)  ( )  

 

  |    |
 c)  ( )  

    

        
 d)  ( )  

 

√(   )(   )
 

e)  ( )  
√   

    (   )
 f)  ( )      

   

√ 
  g)  ( )  

    

    
  

8. Vizsgálja meg paritás szempontjából a következő függvényeket! 

a)  ( )  √| |    b)  ( )  √|   | c)  ( )  
         

    
 

d)  ( )  
| |

    
 e)  ( )  

  

|   | |   |
 f)  ( )    (  √    ) 

g)  ( )  
      

      
 h)  ( )      

   

   
 i)  ( )  √(   ) 

 
 √(   ) 
 

 

j)  ( )              
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9. Adja meg, hogy az értelmezési tartományuk mely részhalmazán monoton növekedőek, illetve 

monoton csökkenők a következő függvények! 

a)  ( )           b)  ( )  |       | c)  ( )  
    

   
 

d)  ( )  
    

|   |
 e)  ( )      |   | f)  ( )    | | 

g)  ( )     (
 

 
   ) h)  ( )   |    | i)  ( )  |   |  |   | 

j)  ( )  ||   |   |   

10. Igazolja, hogy az  ( )              függvény az egész értelmezési tartományán növek-

vő! 

11. Igazolja, hogy az   ]   [     ( )  
  

    
 függvény az egész értelmezési tartományán csök-

ken! 

12. Mely függvények periodikusak a következők közül? Adja meg a periódust, ha periodikus a függ-

vény! 

a)  ( )    {   }    b)  ( )       c)  ( )     (   
 

 
) 

d)  ( )        e)  ( )  
 

 
   (

 

 
  

 

 
) f)  ( )  |    | 

g)  ( )        √       h)  ( )               

13. Adja meg az f függvény olyan leszűkítését, amelynek van inverze! Adja meg az inverz függvényt! 

       ( )        

14. Mutassa meg, hogy az alábbi függvények egymás inverzei! Ábrázolja mindkét függvényt! 

  [
 

 
  [     ( )         és   [

 

 
  [     ( )  √  

 

 
 
 

 
. 

15. Képezze az     és a     függvényeket! Adja meg az értelmezési tartományukat és értékkészle-

tüket! 

a)  ( )  √ ,  ( )        

b)  ( )  
 

 
,  ( )       

c)  ( )      ,  ( )  √ . 

Az ajánlott feladatok megoldásai 

1. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )       b)  ( )   
 

 
    c)  ( )   

 

 
(    )    

d)  ( )   
 

 
    

   [    [  

e)  ( )        

   {             }  
f)  ( )  
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Megoldás: 

a)  ( )       b)  ( )   
 

 
    c)  ( )  

 

 
    

   

d)  ( )   
 

 
    

   [    [  

e)  ( )        

   {             }  

f)  ( )  
    

    
 

     { }  

   

2. Az  ( )       lineáris függvényre teljesül, hogy  (  )    és  ( )   . Adja meg a függ-

vény hozzárendelési szabályát! 

Megoldás: 

A {
       
      

 egyenletrendszer megoldása    
 

 
    , így  ( )   

 

 
  . 

3. Ábrázolja megfelelő alapfüggvények transzformációjával a következő függvényeket és jellemezze 

értelmezési tartomány, értékkészlet, zérushely és szélsőérték szempontjából! 

a)  ( )   | |    b)  ( )  
 

 
|   |    c)  ( )    |   |   ,  

       

d)  ( )    (   )    e)  ( )             f)  ( )  
 

 
          

      

g)  ( )  √      h)  ( )    √      i)  ( )   
 

 
√       

j)  ( )  
 

   
   k)  ( )  

  

   
 l)  ( )  

    

   
 

m)  ( )        n)  ( )       o)  ( )                

p)  ( )            q)  ( )      (    ) r)  ( )       (      )    
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Megoldás: 

a)  ( )   | |    

      

   ]    ]  

zérushelyek: –4; 4 

abszolút maximum: (0;4) 

b)  ( )  
 

 
|   |    

      

   [    [  

zérushelyek: –9; 3 

abszolút minimum: (-3;-4) 

c)  ( )    |   |    
   [    ]  

   [    ]  

zérushely: 4 

abszolút maximum: (1;6) 

lokális minimum: (-1;2) 

abszolút minimum: (5;-2) 

   

d)  ( )    (   )    

      

   ]    ]  

zérushelyek: 1; 5 

abszolút maximum: (3;8) 

e)  ( )             

      

   ]    ]  

zérushelyek: 4; 6 

abszolút maximum: (5;1) 

f)  ( )  
 

 
          

   [   [  

   [    [  

zérushelyek: 1; 5 

lokális maximum: (1;0) 

abszolút minimum: (3;-2) 

   

g)  ( )  √      
   [    [  

   [    [  

zérushely: –1 

abszolút minimum: (–5;-2) 

h)  ( )    √      
   ]    ]  

   [   [  
zérushely: nincs 

abszolút minimum: (4;3) 

i)  ( )   
 

 
√       

   [   [  

   ]    ]  
zérushely: 5 

abszolút maximum: (3;1) 
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j)  ( )  
 

   
   

     { }  

     { }  

zérushely: 0 

nincs szélsőértéke 

k)  ( )  
  

   
 
 (   )  

   
  

  
 

   
    

     {  }  

     { }  

zérushely: 0 

nincs szélsőértéke 

l)  ( )  
    

   
  

 (   )  

   
  

  
 

   
    

     { }  

     {  }  

zérushely: 2 

nincs szélsőértéke 

   

m)  ( )        

      

   ]    [  

zérushely: 3 

nincs szélsőértéke 

n)  ( )       

      

   ]   [  

zérushely: nincs 

nincs szélsőértéke 

o)  ( )                

      

   ]    [  

zérushely:     
  

 
 

nincs szélsőértéke 

   

p)  ( )            

   ]   [  

      

zérushely: 
√ 

 
 

nincs szélsőértéke 

q)  ( )      (    ) 

   ]    [  

      

zérushely: 
 

 
 

nincs szélsőértéke 

r)  ( )       (      )    

   ]   [  

      

zérushely: 
 

 
 

nincs szélsőértéke 
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4. Adja meg azt a másodfokú függvényt, amelyre  (  )   ,  ( )    és  ( )    teljesül! 

Megoldás: 

 ( )        . 

5. Mennyi legyen a p és q értéke az  ( )           másodfokú függvény esetében, ha 

a) zérushelyei a 0 és a 8; 

b) minimum helye a (–1), minimum értéke pedig 5? 

Megoldás:  

a)             b)        . 

6. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )  || |   | b)  ( )  ||| |   |   | c)  ( )  |   |  
 

 
|   | 

d)  ( )  |   |  |   |  |   | e)  ( )  ||    |   | 

f)  ( )  [
 

 
   ] g)  ( )  

 

[ ]
 h)  ( )  [  ] 

i)  ( )  {
 

 
  } j)  ( )  {  } k)  ( )  

  | |

| |  
 

l)  ( )     (      ) m)  ( )  |  √     | n)  ( )    √   
 

   

o)  ( )   |   | p)  ( )  |    (   )|  

a)  ( )  || |   | 

Megoldás: 
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b)  ( )  ||| |   |   | 

Megoldás: 

c)   ( )  |   |  
 

 
|   | 

Megoldás: 

 ( )  

{
 
 

 
  
 

 
          

 

 
            

 

 
          

  

d)  ( )  |   |  |   |  |   | 

Megoldás: 

 ( )  {
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e)  ( )  ||    |   | 

Megoldás:  

f)  ( )  [
 

 
   ] 

Megoldás:  

g)  ( )  
 

[ ]
 

Megoldás: 

     [   [  
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h)   ( )  [  ] 

Megoldás: 

 ( ) grafikonjának szakadásai az    √  (    ) helyeken vannak. 

i)  ( )  {
 

 
  } 

Megoldás:  

j)  ( )  {  } 

Megoldás:  
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k)  ( )  
  | |

| |  
 

Megoldás: 

      ( )  {

 

   
        

 
 

   
         

  

 

l)  ( )     (      ) 

Megoldás: 

         (   )      

m)  ( )  |  √     | 

Megoldás:  
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n)  ( )    √   
 

   

Megoldás:  

o)  ( )   |   | 

Megoldás: 

 ( )  {
           

            
  

p)  ( )  |    (   )| 

Megoldás: 
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7. Adja meg a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát, amelyeken értelmezhetők az alábbi 

függvények! 

Eredmények, útmutatások: 

a)  ( )  
   

   √ 
      {

√ 

 
}  A nevező nem lehet 0. 

b)  ( )  
 

  |    |
      { √  √ }  A nevező nem lehet 0. 

c)  ( )  
    

        
       {    } A nevező nem lehet 0. 

d)  ( )  
 

√(   )(   )
    ]     [  ]   [  

A nevező nem lehet 0. A négy-

zetgyök alatt nem állhat negatív 

szám. 

e)  ( )  
√   

    (   )
    ]     [  ]    ]  

A nevező nem lehet 0. A négy-

zetgyök alatt nem állhat negatív 

szám. A logaritmus csak pozitív 

számokra értelmezett. 

f)  ( )      
   

√ 
     ]     [  ]   [  

A nevező nem lehet 0. A loga-

ritmus csak pozitív számokra 

értelmezett. 

g)  ( )  
    

    
      { }  A nevező nem lehet 0. 

8. Vizsgálja meg paritás szempontjából a következő függvényeket! 

Megoldás:  

a)  ( )  √| |    páros 

b)  ( )  √|   | nem páros és nem páratlan 

c)  ( )  
         

    
 páros 

d)  ( )  
| |

    
 páros,      { √  √ } 

e)  ( )  
  

|   | |   |
 páratlan,      { } 

f)  ( )    (  √    ) páratlan 

g)  ( )  
      

      
 páratlan 

h)  ( )      
   

   
 páratlan,    ]     [  ]   [ 

i)  ( )  √(   ) 
 

 √(   ) 
 

 páros 

j)  ( )            nem páros és nem páratlan 

9. Adja meg, hogy az értelmezési tartományuk mely részhalmazán monoton növekedőek, illetve 

monoton csökkenők a következő függvények! 

a)  ( )           

Megoldás: 

      ( )   (  
 

 
)
 
 
  

 
. Grafikonja lefelé nyíló parabola, ezért f  a ]    

 

 
] inter-

vallumon szigorúan monoton nő, a [ 
 

 
  [ intervallumon szigorúan monoton csökken. 
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b)  ( )  |       | 

Megoldás:     . 

Monotonitás: 

]    ] [   ] [   ] [   [ 
        

c)  ( )  
    

   
 

Megoldás:      { }  ( )    
 

   
. 

Monotonitás: 

]    [ ]   [ 
    

d)  ( )  
    

|   |
 

Megoldás: 

     { }  ( )  {
  

 

   
        

 

   
          

  

Monotonitás: 

]    [ ]   [ 
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e)  ( )      |   | 

Megoldás: 

     { }  ( )  {
    (   )         

    (   )         
  

Monotonitás: 

]    [ ]   [ 
    

 

f)  ( )    | | 

Megoldás: 

      ( )  {
           
          

  

Monotonitás: 

]    ] [   [ 
    

 

g)  ( )     (
 

 
   ) 

Megoldás:  

Monotonitás: 

[ 
 

 
    

  

 
   ] [

  

 
    

  

 
   ] 

    

(   ) 
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h)  ( )   |    |  

Megoldás: 

   {   |        }  

Monotonitás: 

]   
 

 
   ] [

 

 
        [ 

    

(   ) 
 

i)  ( )  |   |  |   | 

Megoldás: 

      ( )   {
           
          
          

  

Monotonitás: 

]      ] [    ] [   [ 
  állandó   

 

 

j)  ( )  ||   |   | 

Megoldás:      

Monotonitás: 

]     ] [   ] [   ] [   [ 
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10. Igazolja, hogy az  ( )              függvény az egész értelmezési tartományán növek-

vő! 

Útmutatás: A 6. kidolgozott feladat mintájára bizonyítható az állítás. 

11. Igazolja, hogy az   ]   [     ( )  
  

    
 függvény az egész értelmezési tartományán csök-

ken! 

Megoldás: 

Legyenek         tetszőleges valós számok. 

Megmutatjuk, hogy  (  )   (  )   . 

 (  )   (  )  
   

  
   
 
   

  
   

, amely közös nevezőre hozás után (     )
 (      )

(  
   )(  

   )
 alakra 

hozható.         miatt (     )    és 
 (      )

(  
   )(  

   )
  , ezért (     )

 (      )

(  
   )(  

   )
  , 

tehát f csökken   -en. 

12. Mely függvények periodikusak a következők közül? Adja meg a periódust, ha periodikus a függ-

vény! 

Megoldás: 

a)  ( )    {   }         

b)  ( )       
f szigorúan monoton növekvő   -en, ezért 

nem periodikus. 

c)  ( )     (   
 

 
)   

 

 
  

d)  ( )              
       

 
, ezért     

e)  ( )  
 

 
   (

 

 
  

 

 
)       

f)  ( )  |    |      

g)  ( )        √        ( )      (   
 

 
), ezért   

  

 
 

h)  ( )                    

13. Adja meg az f függvény olyan leszűkítését, amelynek van inverze! Adja meg az inverz függvényt! 

       ( )        

Megoldás: 

   olyan részhalmazát kell megadnunk, amelyen f kölcsönösen egyértelmű. 

 ( )  (   )   , tehát grafikonja felfelé nyíló parabola, melynek csúcsa a (    ) pont. 

Ezért például a [   [ intervallumon a szigorúan monoton növekedés miatt kölcsönösen egyér-

telmű f. Egy leszűkítés:   [   [  [    [  ( )   ( ). 

Az inverz függvény:     [    [  [   [    ( )  √     . 

14. Mutassa meg, hogy az alábbi függvények egymás inverzei! Ábrázolja mindkét függvényt! 

  [
 

 
  [     ( )        , és   [

 

 
  [     ( )  √  

 

 
 
 

 
. 

Megoldás: 

 ( )  (  
 

 
)
 
 
 

 
 . 

f grafikonja az   (  
 

 
)
 
 
 

 
 felfelé nyíló parabolára illeszkedik, melynek csúcsa az (

 

 
 
 

 
) 

pont. Ezért f az [
 

 
  [ intervallumon kölcsönösen egyértelmű és    [

 

 
  [    . 
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 ( ) az   √  transzformáltja, ezért    [
 

 
  [    . 

 ( ) inverzének meghatározása: az   √  
 

 
 
 

 
 egyenletből   (  

 

 
)
 
 
 

 
 adódik, tehát 

 ( ) és  ( ) egymás inverzei.  

15. Képezze az     és a     függvényeket! Adja meg az értelmezési tartományukat és értékkészle-

tüket! 

a)  ( )  √ ,  ( )       . 

Megoldás: 

(   )( )  √     .      [   [,      [   [. 

(   )( )      √ .      ]   [,       . 

b)  ( )  
 

 
,  ( )      . 

Megoldás: 

(   )( )  
 

    
.        {    },      ]    

 

 
]  ]   [. 

(   )( )  
 

  
  .        { },      ]    [. 

c)  ( )      ,  ( )  √ . 

Megoldás: 

(   )( )     √ .      [   [,      [    ]. 

(   )( )  √    .      {   |       (    )     },      [   ]. 
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IV. Ellenőrző feladatok 

1. Ábrázolja a következő függvényeket és jellemezze értelmezési tartomány, értékkészlet, zérushely 

és szélsőérték szempontjából! 

a)  ( )  
(    )(   )

    
 

b)  ( )   
  

 
   

 

 
 

       
c)  ( )    |

 

 
   |    

d)  ( )  
    

   
 e)  ( )    √      f)  ( )            

g)  ( )      
 

(   )    h)  ( )  {
(   )        
 

 
       

  

2. Mennyi legyen a b és c értéke az  ( )          másodfokú függvényben, ha 

a)  ( ) a ]    [ intervallumon veszi fel negatív értékeit; 

b)  ( ) a minimumát a (–2) helyen veszi fel és az (–5)? 

3. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )  |   |  |    | b)  ( )  |    
 

(   )| c)  ( )  ||       |   | 

d)  ( )     ( |   |   ) e)  ( )  [|   |]     

4. Adja meg a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát, amelyeken értelmezhetők az alábbi 

függvények! 

a)  ( )  
 

|    |  
 b)  ( )  √    

 

(   )  c)  ( )      [(   )(   )] 

5. Igazolja, hogy az   ]   [     ( )  
 

    
 függvény az egész értelmezési tartományán csök-

ken! 

6. Mi a periódusa a következő függvényeknek? 

a)  ( )  {      } b)  ( )     (
   

 
) c)  ( )              

7. Vizsgálja meg paritás szempontjából a következő függvényeket! 

a)  ( )  
      

     
 b)  ( )  ||   |  |   || c)  ( )         

8. Képezze az     és a     függvényeket, majd ábrázolja és jellemezze mindkét függvényt az 

értelmezési tartomány, értékkészlet, szélsőérték, monotonitás és paritás szempontjából! 

 ( )  | |,   ( )  
   

   
. 

9. Adja meg az f függvény olyan leszűkítését, amelynek van inverze! Adja meg az inverz függvényt! 

       ( )           
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Az ellenőrző feladatok megoldásai 

1. Ábrázolja a következő függvényeket és jellemezze értelmezési tartomány, értékkészlet, zérushely 

és szélsőérték szempontjából! 

Megoldások: 

a)  ( )  
(    )(   )

    
 

     {  }  

     {– }  

zérushely: 
 

 
 

nincs szélsőértéke 

b)  ( )   
  

 
   

 

 
 

   ]    [  

   ]    ]  

zérushely: 1 

abszolút maximuma van 

maximum hely:      

maximum érték:     

minimuma nincs 

c)  ( )    |
 

 
   |    

      

   ]    ]  

zérushelyek: 
 

 
  
  

 
 

abszolút maximuma van 

maximum hely:     

maximum érték:     

   

d)  ( )  
    

   
 

     {  }  

     { }  

zérushely:  
 

 
 

nincs szélsőértéke 

e)  ( )    √      

   ]    ]  

   ]    ]  

zérushely: 6,75 

abszolút maximuma van 

maximum hely:     

maximum érték:     

f)  ( )            

      

   ]    [  

zérushely: 6 

nincs szélsőértéke 
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g)  ( )      
 

(   )    

   ]    [  

      

zérushely: 1 

nincs szélsőértéke 

h)  ( )  {
(   )        
 

 
       

 

    ;     [   [  

zérushely: 1 

abszolút minimum: (1;0) 

 

  

 

2. Mennyi legyen a b és c értéke az  ( )          másodfokú függvényben, ha 

a)  ( ) a ]    [ intervallumon veszi fel negatív értékeit; 

b)  ( ) a minimumát a (–2) helyen veszi fel és az (–5)? 

Útmutatás, eredmények: 

a)  ( ) gyökei a (–2) és a 4, grafikonja felfelé nyíló parabola. 

 ( )  (   )(   )         . Tehát      és     . 

b)  ( )  (   )           . Tehát     és     . 

3. Ábrázolja a következő függvényeket! 

a)  ( )  |   |  |    |  b)  ( )  |    
 

(   )| c)  ( )  ||       |   | 

d)  ( )     ( |   |   ) e)  ( )  [|   |]     

a)  ( )  |   |  |    | 

Megoldás:  
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b)  ( )  |    
 

(   )| 

Megoldás:  

c)  ( )  ||       |   | 

Megoldás:  

d)  ( )     ( |   |   ) 

Megoldás:  
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e)  ( )  [|   |]     

Megoldás:  

4. Adja meg a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát, amelyeken értelmezhetők az alábbi 

függvények! 

a)  ( )  
 

|    |  
 b)  ( )  √    

 

(   )  c)  ( )      [(   )(   )] 

Megoldás: 

a)      {    } b)    ]   ] c)    ]    [ 

5. Igazolja, hogy az   ]   [     ( )  
 

    
 függvény az egész értelmezési tartományán csök-

ken! 

Megoldás: 

Legyenek         tetszőleges valós számok. 

Megmutatjuk, hogy  (  )   (  )   . 

 (  )   (  )  
  

  
   
 
  

  
   

=(     )
(      )

(  
   )(  

   )
. Az         miatt (     )    és 

(      )

(  
   )(  

   )
  , ezért (     )

(      )

(  
   )(  

   )
  , tehát f csökken   -en. 

6. Mi a periódusa a következő függvényeknek? 

a)  ( )  {      } b)  ( )     (
   

 
) c)  ( )              

Megoldás: 

a)   
 

 
 b)       c)      

7. Vizsgálja meg paritás szempontjából a következő függvényeket! 

a)  ( )  
      

     
 b)  ( )  ||   |  |   || c)  ( )         

Megoldás: 

a) páratlan b) páros c) páros;    {   | 
 

 
       

 

 
        } 
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8. Képezze az     és a     függvényeket, majd ábrázolja és jellemezze mindkét függvényt az 

értelmezési tartomány, értékkészlet, szélsőérték, monotonitás és paritás szempontjából! 

 ( )  | |,   ( )  
   

   
. 

Megoldás: 

(   )( )  |
   

   
|  |

(   )  

   
|  |

 

   
  |  (   )( )  

| |  

| |  
 {

 

   
        

  

   
        

  

  

        { }       [   [  

abszolút minimum: (–4;0) 

szigorúan monoton csökken: ]     ] 
szigorúan monoton nő: [    [ és ]   [ 
nem páros és nem páratlan 

        {    }         ] 
 

 
  ]  

lokális maximum: (   
 

 
) 

szigorúan monoton csökken: [   [ és ]   ] 
szigorúan monoton nő: ]     [ és ]    ] 
páros 

 

9. Adja meg az f függvény olyan leszűkítését, amelynek van inverze! Adja meg az inverz függvényt! 

       ( )           

Megoldás: 

  ( )  (  
 

 
)
 
 
  

 
.  

Egy lehetséges leszűkítés:   [
 

 
  [  [ 

  

 
  [   ( )   ( ). 

Az inverz függvénye:      [ 
  

 
  [  [

 

 
  [     ( )  √  

  

 
 
 

 
. 

 

  


