7.

Egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek I.

I. Elméleti osszefoglalo

Egyenlet

Az egyenlet két oldalat fliggvénynek tekintjiik:

fG) =g(x).

Az f és g fiiggvények értelmezési tartomanyanak kozos részéhez tartozo olyan x értékeket keresiink,
amelyekre a két fliggvény helyettesitési értéke megegyezik. x-et az egyenlet valtozojanak vagy
ismeretlennek nevezziik. (Az egyenlet tartalmazhat tobb ismeretlent is, ilyen esetben f,g
tobbvaltozos fliiggvények.)

A megoldasokat az alaphalmaz clemei kozott keressiik. Ha erre a feladat vagy a probléma
jellege nem utal, akkor alaphalmaznak a valos szamokat tekintjiik.

Az egyenlet értelmezési tartomanya az alaphalmaz azon elemeinek a halmaza, amelyekre az
egyenletben szerepld kifejezések értelmezhetdek.

Az egyenlet megoldasa vagy gyoke az értelmezési tartomanynak az az eleme, amelyre az
egyenlOség teljesiil. Ezeknek az értékeknek a halmazat megoldashalmaznak nevezziik.

Azonossag

Ha az egyenlet megoldashalmaza megegyezik az egyenlet értelmezési tartomanyaval, akkor

azonossagnak nevezziik.

Egyenletek megoldasi modszerei

Grafikus médszer:

Az f(x) = g(x) egyenlet két oldalan szerepld fliggvényt abrazoljuk koordinata-rendszerben
¢s meghatarozzuk a két grafikon kozos pontjait. A kozos pontok elsé koordinatai adjak az
egyenlet megoldasait.

Az egyenlet értelmezési tartomanyanak vizsgalata:
Erdemes megadni azt a legb&vebb halmazt, amelyen az egyenlet értelmezhetd, mert ezzel
egyszeriisodhet a megoldas.

Az egyenletben szereplé kifejezések, fiiggvények értékkeészletének vizsgalata:
Az értékkészlet vizsgalataval kideriilhet, hogy az egyenletnek nem lehet megoldasa vagy csak
néhany érték johet szamitasba.

Az egyenlet rendezése, mérlegelv alkalmazasa:

- Az egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadhatjuk, illetve kivonhatjuk ugyanazt a szamot,
ismeretlent tartalmazo kifejezést.

- Az egyenlet mindkét oldalat szorozhatjuk, illetve oszthatjuk ugyanazzal a 0-t6l
kiilonb6z6 szammal, ismeretlent tartalmazo kifejezéssel. Ha olyan ismeretlent
tartalmazo kifejezéssel szorzunk, amely 0 is lehet, akkor hamis gyokot kaphatunk. Ha
pedig olyan kifejezéssel osztunk, amely O is lehet, akkor elveszithetjiik az egyenlet
valamely gyokét, esetleg tobb gyokét is.



e Szorzatta alakitas:
Az f(x) = 0 alaku egyenlet bal oldalat tényezdkre bontjuk. Egy szorzat csak akkor lehet 0, ha
valamelyik tényezdje 0. Ennek az elvnek a felhasznalasaval az eredeti egyenlet megoldasat
néhany alacsonyabb foku, egyszerlibb egyenlet megoldasara vezetjiik vissza.

e Uj ismeretlen bevezetése:
Osszetett kifejezéseket tartalmazo egyenletek, egyenletrendszerek gyakran egyszeriibb alakra
hozhatoak, ha egy részletet Uj ismeretlennel jeldliink. Igy konnyebben megoldhatd
egyenleteket kaphatunk. Az 10j ismeretlen értékének meghatarozasa utan megadjuk az eredeti
ismeretlen értékét.

Egyenletrendszer

Két vagy tobb egyenlet, két vagy tobb ismeretlennel egyenletrendszert alkot. Az ismeretleneknek
azokat az értékeit keressiik, amelyekre mindegyik egyenlet teljesiil.

Els6foki, kétismeretlenes egyenletrendszer

altalanos alakja:

ax+by=c}
dx+ey=f

ahol a, b, c,d, e, f valos szamok nem mindegyike nulla.

Els6foki, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasi modszerei:
¢ Behelyettesité modszer:

- Az egyik ismeretlent kifejezziik az egyik egyenletbol.

- Az igy kapott kifejezést behelyettesitjiik masik egyenletbe.

- Megoldjuk az egyismeretlenes egyenletet, ezzel megkapjuk az egyik ismeretlen
értékét.

- Ezt az értéket visszahelyettesitjiikk a masik egyenletbe, vagy az els6 1épésben kapott
kifejezésbe és meghatarozzuk a masik ismeretlent.

e Egyenl§ egyiitthaték modszere:

- Az egyenletek mindkét oldalat olyan alkalmas nullatol kiilonb6z6é szammal
szorozzuk meg, hogy az egyik ismeretlen egyiitthatoi a két egyenletben egyenlok
vagy egymas ellentettjei legyenek.

- Ha az igy kapott két egyenletet kivonjuk vagy Osszeadjuk, akkor olyan egyenletet
kapunk, amely mar csak egy ismeretlent tartalmaz. Ezt megoldva megkapjuk az
egyik ismeretlen értékét.

- A Kkapott értéket az egyik egyenletbe behelyettesitve kiszamoljuk a masik
ismeretlent.

e Ha tobb egyenletiink van tobb ismeretlennel, akkor ezeket a modszereket felvaltva
alkalmazva arra toreksziink, hogy fokozatosan olyan egyenlethez jussunk, amelyben mar
csak egy ismeretlen szerepel.



Ellenorzés:

Az ellenérzésnek nem csak az a szerepe, hogy szamolasi hibainkat észrevegyiik. Megoldasunk lehet

hamis gyok is, amit csak az ellendrzés elvégzésével tudunk kizarni. A kapott megoldasokat az eredeti

egyenletbe, egyenletekbe behelyettesitjiik. Az egyenlet bal és jobb oldalanak az értékét kiszamoljuk.
Ha ezek megegyeznek és mind az alaphalmaznak, mind az értelmezési tartomanynak eleme a kapott

érték, akkor megoldasunk helyes. (Ebben az anyagban csak ritkan irjuk le az ellenérzést: 1d. 5/a,
11.,15.,17. és 18. kidolgozott feladat.)

Egyenlotlenség

Az egyenlétlenség két oldalat fliggvénynek tekintjiik:

fO)>g); f)=gkx); flx) <gl); flx) < gln).

Az f és g fuggvények értelmezési tartomanyanak kozos részéhez tartozo azon x értékeket keressiik,

amelyekre a két fliggvény helyettesitési értéke kdzott az adott relacio fennall.

Egyenlotlenség esetében is fontos figyelniink arra, hogy a megoldasokat milyen feltételek mellett
keressiik, mi az alaphalmaz és mi az egyenlétlenség értelmezési tartomanya.

Egyenlotlenségek megoldasi modszerei

Grafikus médszer:
Az f(x) > g(x) egyenldtlenség két oldalan szerepld fliggvényt abrazoljuk és meghatarozzuk

a két grafikon kozos pontjait. Ezutan megvizsgaljuk a grafikon alapjan, hogy az igy kapott

intervallumok koziil melyekben halad az f(x) fliggvény gorbéje a g(x) fliggvény gorbéje

felett. Ezek az intervallumok adjak az egyenl6tlenség megoldasainak halmazat.

Az egyenldtlenség rendezése, mérlegelv alkalmazasa:

Ha az egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz hozzaadjuk, illetve kivonjuk ugyanazt a
szamot, ismeretlent tartalmazo kifejezést, az egyenlétlenség iranya nem valtozik meg.
Ha az egyenldtlenség mindkét oldalat szorozzuk, illetve osztjuk ugyanazzal a pozitiv
szammal, ismeretlent tartalmazd kifejezéssel, akkor az egyenlétlenség iranya
valtozatlan marad.

Ha az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk, illetve osztjuk ugyanazzal a negativ
szammal, ismeretlent tartalmazd kifejezéssel, akkor az egyenlétlenség iranya
megfordul.

Egyenlétlenséget 0-val vagy nulla értéki kifejezéssel nem szorzunk, nem osztunk.

Szoveges feladatok megoldasa:

Megvalasztjuk a feladat szovege alapjan az ismeretlent vagy ismeretleneket.

Felirjuk az egyenletet.
Megoldjuk.
A szdveg alapjan ellen6rziink.

Valaszolunk a feladatban megfogalmazott kérdésre.

II. Kidolgozott feladatok

1. Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!
a) 3x—7=8-—2x
b) (x—-5)?2-2=—|x—9|+4




Megoldas:

a) Az f(x) =3x—7 és g(x) =8 —2x fiiggvényt abrazoljuk. A grafikonok kozds pontja a
(3; 2) pont, igy az egyenlet megoldasa x = 3.

b) A két megoldas: x; = 4;x, = 7.
b)

(

f(@)=(xz—5)" -2

g(@) =—|z—9+4

8 9 10 1" 12

\_ \_

2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) V2x —14 =+/21—-3x b) V5x—12 =6 —3x
w6 Neresv]
i I
Megoldas:

a) Négyzetgyokos kifejezés csak nemnegativ szamra értelmezhetd, ezért az egyenlet értelmezési
tartomanyanak elemeire a 2x — 14 > 0 és 21 — 3x = 0 feltételnek teljesiilnie kell, azaz x > 7
és x < 7. gy x = 7 esetén van értelmezve, ez az érték az egyenletnek valéban megoldasa.

b) A négyzetgyok értelmezése miatt x > 1? ¢s x < 2. Nincs olyan valds szam, amelyre mindkét
feltétel teljesiil, igy az egyenletnek nincs megoldasa.
¢) A nevezében nem lehet 0, ezért x # 6. A két tort nevezdje azonos, ezért egyenldség esetén

csak x = 6 allhatna fenn, de ez az értelmezési tartomany miatt nem lehetséges, igy az
egyenletnek nincs megoldasa.

d) A négyzetgyokok értelmezése miatt x > 4 és x < 4, a tort nevezdje miatt x # 4. Tehat nincs
megoldasa az egyenletnek.

3. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) (x+5)?2+Vx—-3=0 b) 2x—-5)2%+|y—8/=0
c) 2x?2+6x+4y>+4xy+9=0

Megoldas:

a) Egy szam négyzete, egy szam négyzetgydke nem lehet negativ, ezért az egyenlet bal oldalanak
mindkét tagja nemnegativ. Az Gsszeg csak akkor lehet nulla, ha mindkét tag nulla. x = =5 és




b)

x = 3 feltételnek egyszerre kellene teljesiilnie, ami lehetetlen. Ez alapjan az egyenletnek nincs
megoldasa.

A szam négyzetének és abszolutértékének egyszerre kell nullanak lennie, tehat x = 2,5 és
y =8.

Az egyenletet atalakitva
x+3)2+Q2y+x)?%=0

alakra hozva lathatjuk, hogy az 6sszeg csak x = —3 ésy = —% = 1,5 esetén teljesiil.

4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) Bx+6)(x—7)(12—-6x) =0 b) 2x(x+4) —5(x+4)=0

c) x2—6x+3x—18=0 d) x2-8x+15=10

e) x® —4x>—21x* =0 ) (x+15)(x+2)+ (6 —2x)(x +2) = 6x(x + 2)
Megoldas:
a) Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0:

b)

d)

3x+6=0vagyx—7=0vagy 12 — 6x = 0.
Az egyenlet megoldasai: x; = —2;x, = 7;x3 = 2.
Az egyenletet rendezve (2x — 5)(x + 4) = 0, ebbdl a szorzat alakbdl x = 2,5 vagy x = —4.
Két tagbdl a k6z0s tényezdket kiemeljiik és az egyenlet bal oldalat szorzatta alakitjuk:
x(x—6)+3x—6)=0
x+3)x—-6)=0,
tehat a megoldasok x; = —3;x, = 6.

A masodfoku kifejezést két els6foku tényezd szorzatara szeretnénk bontani. Ha ez lehetséges,
akkor a konstans tagok szorzata 15. Az egész szamok kozott talalunk megfeleld értékeket: 3 és
5, ezért a 8x-et két részre bontjuk:

x?—=3x—5x+15=x(x—3)-5x—-3)=x—-3)x=5)=0

Az egyenletet szorzattd alakitottuk, a megoldasok x; = 3;X, = 5. Természetesen ennek az
egyenletnek a gyokeit a masodfokl egyenlet megoldd képletével is megadhatjuk.

Kiemeliink a tagokbol x*-t:
x*(x? — 4x—21) = 0.

Innen x; = 0 vagy x?> —4x—21 = 0. A masodfoki egyenletet megoldva x, = —3 vagy
X3 = 7. Az egyenlet megoldashalmaza: {—3; 0; 7}.

Megoldas I:
Ha az egyenletet egy oldalra rendezziik és (x + 2)-t kiemeliink:
x+2)x+15+6—-2x—6x) =0
x+2)(-7x+21) =0

egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek a gyokei: x; = —2 és x, = 3.
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Megoldas I1:

Ha x+ 2 = 0, akkor az egyenlet mindkét oldala 0, tehat x = —2 megoldas. Ha x + 2 # 0,
akkor az egyenlet mindkét oldalat oszthatom (x + 2) — vel:

Xx+ 15+ 6 — 2x = 6X
21 =7x
X = 3.

Az egyenlet megoldasai: x; = —2; x, = 3.

r5. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kdvetkezo egyenleteket!
a) 4(2x—5)—7(12—-3x) =21+ 4x

b) (x—3)2x+4)—xBx—7) =x(4—x)
11x-20 — 9—-3x

¢)
10 15
x=7 2x-10 7—-2x
L d T -5 27— J

Megoldas:

a) 8x —20—84+21x = 21+ 4x

29x — 104 = 21+ 4x

25x = 125
x=5
Ellenérzés:  Bal oldal: 4-(2-5-5)—-7-(12-3-5)=20+21=41

Jobb oldal: 21+4-5=214+20=41

Tehat x = 5 valéban megoldas.

b) 2x% —6x +4x — 12 —3x* + 7x = 4x — x?
—x%2 4+5x—12 = 4x —x?
5x —12 = 4x
x= 12
o) 11x—20  9—3x 20
10 15 /
33x —60 = 18 — 6x
39x = 78
X 2
d)
x—7 2x-—10 7 —2x
4 3“6 /12

A tortvonal olyan szerepet tolt be, mint a zarojel. Ha a kdzos nevezdvel szorzunk és a
tortvonal eldtt negativ eldjel van, a szamlaloban 1évo tagok eldjele megvaltozik.

3x —21—-8x+40 = 24 — 14 + 4x
—5x+19 = 10 + 4x
9= 9x




A két oldal felcserélhet6:

x=1

6. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kdvetkezo egyenleteket!
8y—-5 _ 3y+7
a) 2y+5 3y+2
b) —— =0

x+1 x+2 1
x—1 x+3  x%2+42x-3

Megoldas:
a) Ertelmezési tartomany: Egy tort nevezdje nem lehet nulla, ezért y # —2 ;Y F — %; y € R.

Az egyenletet a kozds nevezével szorzom:

By —-5@By+2)=5Q2y+5QBy+2)—By+7)2y +5)
24y? — 15y + 16y — 10 = 30y? + 75y + 20y + 50 — 6y? — 14y — 15y — 35
y — 10 = 66y+15

65y = —25
_ 255
y 65 13

b) Ertelmezési tartomany: A harmadik tort nevezdje x? +2x —3 = (x — 1)(x + 3) alakban
irhaté. Igy az egyenletben szerepld tortek x # 1;x # —3; x € R esetén értelmezhetdek.

A koz06s nevezdvel, (x — 1)(x + 3)-mal beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:

x+Dx+3)—-(x+2)x—-1+1=0
X2 4+4x+3—-x>—x+2+1=0

3x+6=0
3x =—6
x=-=2
(7. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket! h
a) |[4x—7|=5
b) |2x+6]=3—x
¢) |lx+5/+|x—-3]=11
d) |x+5/+]|x—3]=8
e) 3 lx—=2|—-|x+7l=2—-x
\ J
Megoldas:
a)
4x -7 =5 vagy 4x —7=-5
4x =12 4x =2
X = x=0,5

Az egyenlet megoldasai: x; = 3; x, = 0,5.




b) Az abszolutérték jelentése alapjan:

|2x + 6| ={ 2x+6, ha 2x+6>0, x>-3
—2x—6, ha 2x+6<0, x< -3
A megoldast két részre bontjuk:

Ha x = —3, akkor

2x+6=3—x
3x = -3
x=-1

Ez az érték megfelel az x > —3 feltételnek, tehat megoldas.
Ha x < —3, akkor
—2x—6=3—x
x =-9.
Ez az érték megfelel az x < —3 feltételnek, tehat megoldas.
Ezért az egyenlet megoldasai: x; = —1; x, = —9.

c) A két abszolutérték x = —5 és x = 3 esetén lesz nulla. Ezek az értékek a szamegyenesen
harom tartomanyt jeldlnek ki, ezekben a tartomanyokban keressiik a megoldasokat.

-5 3

Az abszolutérték jelentése alapjan:

_( x+5 hax>-5
|x+5|_{—x—5, hax < -5
x—3, hax>=3

|x—3|={3_x’ hax < 3

Ha x < —5, akkor az egyenlet atirhatd az alabbi modon:

—x—5+3—-x =11
—2x = 13
x = —6,5.
Ez az érték megfelel az x < —5 feltételnek, ezért megoldas.

Ha —5 < x < 3, akkor

x+5+3—x = 11
8 = 11.

Ez sohasem teljesiil, ekkor nincs megoldas.

Ha x > 3, akkor
x+5+x—-3 =11
2x =9
x = 4,5.

Ez az érték megfelel az x > 3 feltételnek, ezért megoldas.

Osszefoglalva: az egyenlet megoldasai x; = —6,5; x, = 4,5.
d) Az el6z6 feladat gondolatmenetét hasznalva:

Ha x < —5, akkor az egyenlet atirhatd az alabbi modon:

—x—-54+3—x =8
—2x =10
x = —5.
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Ez az érték nem felel meg az x < —5 feltételnek, ezért itt nem megoldas.
Ha —5 < x < 3, akkor

x+5+3—x = 8

8 = 8.
Ez mindig teljesiil, tehat az intervallum minden értéke megoldas.
Ha x > 3, akkor

x+5+x—-3 =28
2x = 6
x = 3.
Ez az érték megfelel az x > 3 feltételnek, ezért megoldas.

Osszefoglalva, a [—5; 3] intervallumban 1év6 szamok adjak az egyenlet megoldasait.
e) Az abszolutérték jelentése alapjan:

> —
|x+7|={ x+7, hax=>=-7

—x—7, hax < -7

x—2, hax>2

lx_zl:{Z—x, hax <2

Ha x < —7, akkor

3-Q—-x)—(—x—-7)=2—x
6—-3x+x+7 =2—-x
—2x+13 =2—-x
11 =x.
Ez az érték nem felel meg az x < —7 feltételnek, ezért nem megoldas.

Ha -7 < x < 2, akkor

3-Q-x)—-(x+7)=2—x
6—-3x—x—-7=2—x
—4x—-1=2—-x

-3 = 3x

x = —1.

Ez az érték megfelel a —7 < x < 2 feltételnek, ezért megoldas.

Ha x > 2, akkor

3-(x—-2)—-(x+7)=2—x
3x—6—x—-7=2-x
2x—13 =2 —x
3x =15
x = 5.
Ez az érték megfelel az x > 2 feltételnek, ezért megoldas.

Osszefoglalva, az egyenlet megoldasai x; = —1; x, = 5.

8. Oldjuk meg grafikusan a kovetkez6 egyenletrendszereket!
3x —5y =7 } b) x—2y=11} x+4y=5
2 x+2y=-5 2x — 4y = 22 lx+2y=4}
2




Megoldas:

a) A grafikonrdl leolvassuk a megoldast: x = —1;y = —2.

4 : A

x+2y=-5 x=-1,;y=-2

N J

b) A két egyenletnek megfelelé egyenes fedésben van, igy az egyenletrendszernek végtelen sok
megoldasa van. Minden olyan (x; y) szampar megoldas, amelyre az x — 2y = 11 Gsszefiiggés
fennall.

4 )

2x-4y=22

/ x-2y=11
-6
\. J

¢) A két egyenletnek megfeleld egyenes parhuzamos, ezért nincs kozds pontjuk, az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

- )

4
0.5x+2y =4

\
1
0

4 3 2 o 1 2 3 4 5 7 8 e

-1
-2

. J

9. Oldjuk meg behelyettesité modszerrel a
4x — 3y = =27
5x +7y = 20 }
egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
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Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik x-et y segitségével. Ezt behelyettesitjiik a masodik egyenletbe:

-2
x= 2 *)
3y — 27
5- +7y =20
4
15y — 135+ 28y =80
43y = 215
y =15.
Ezt az értéket visszahelyettesitjiik (*) egyenletbe:
_15-27 _ 4
4
Az egyenletrendszer megoldasa x = —3 ésy = 5.
10. Oldjuk meg az egyenl6 egyiitthatok modszerével a
3x —4y = 13}
5 +9y =6
egyenletrendszert!
Megoldas:

Az els6 egyenletet 5-tel, a masodikat 3-mal szorozzuk:

15x — 20y = 65 }
15x + 27y = 18

Az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat:

—47y = 47
y=-1
Az els6 egyenletbe behelyettesitve:
3x+4=13
x=3
Az egyenletrendszer megoldasa: x = 3 ésy = —1.

Vs

11. Oldjuk meg a valos szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!

3 2 \
+ =4
x+y x-—y }
2 4
— =8
xX+y x-—y

Megoldas:
Ertelmezési tartomany: x # y; x # —y.

Vezessiink be 0j ismeretlent: a = ﬁ ;b = ﬁ Az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

3a+2b = 4}
2a—4b =18
Az els6 egyenletet 2-vel megszorozzuk:
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6a+4b=8}

2a—4b =8
A két egyenletet 6sszeadjuk:
8a = 16
a=2.
Az els6 egyenletbe behelyettesitjiik a kapott értéket:
6+2b =4
2b = -2
b =-1.
Tehat:
x+y = 0,5}
x—y=-1
A két egyenletet dsszeadva:
2x =—0,5
1
¥y
3
y - 4 .
Ellenérzés:
1.egyenlet:
3 2 s 4
1,3771_37°7%7
“3t7 T17%
2.egyenlet:
2 =4+4=
I,371_3 "8
“3t7 T17%

Tehat az egyenletrendszer megoldasa valoban:

— 1, —
x=-_eésy=

S w

12. Oldjuk meg grafikusan a valos szamok halmazan kovetkezé a egyenlétlenségeket!
a) 2x—7<8-3x b) 2:|x—4|>—-x+7 ) Vx+5>7—x

Megoldas:

a) A grafikon alapjan a megoldas: x < 3;x € R.
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d A
54
4 8—-3x
3
2
1
0
-4 3 2 1 o 1 2 4 5 6 7 8 9
-1
G- 2 20 -7 +

b) Azt vizsgaljuk, hogy mikor halad az f(x) = 2 - |x — 4| figgvény gorbéje a g(x) = —x + 7
grafikonja felett. Ez alapjan az egyenlétlenség megoldasa x < 1 vagy x = 5;x € R.

(- )
—r+7
\. J
¢) Az alabbi grafikonrol leolvashatjuk a megoldast:x > 4; x € R.
( Y

T +5

b - ———
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13. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenl6tlenségeket:
a) 2(x—5)—4(3x—-2)>22—-6x

b) 4x2+5 _ ? < 6:4x
) 2x+4)(6-3x)(4x+12)=0
0 B <o
e) 3x+2 <4
\ X5 J
Megoldas:

a) Felbontjuk a zardjeleket, elvégezziik a lehetséges Osszevonasokat. Ezutan a mérlegelvet
alkalmazzuk az egyenl6tlenségre:
2x —10—12x+8 > 22 —6x
—10x —2 > 22 —6x

—4x > 24
x < —6

b) A kozos nevezdvel megszorozzuk az egyenlotlenég mindkét oldalat:

c) Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, akkor pozitiv, ha paros szamu tényezdje
negativ. Az egyes tényezOk elGjelét egy szamegyenes mentén abrazoljuk, majd a

40x + 50 —4x + 12
36x + 62

16x

x

IAININ A

30 + 20x
30 + 20x
-32

-2

szamegyenesen az elébbi elvet alkalmazva bejeloljiik a megoldast:

4x+12>0

2x+4>0

Az egyenl6tlenség megoldasa: |—o0; —3] U [—2; 2].

d) A tort nevezdje nem lehet nulla, ezért az egyenlétlenség értelmezési tartomanya: R\{—2}.
Egy tort értéke akkor negativ, ha a szamlalo és a nevezd ellentétes eldjeli:

8x+12>0 vagy 8x+12<0
és és
x+2<0 x+2>0
x>-1,5 x<-1,5
és és
x< =2 x> -2
Ilyen x nincs. Ekkor:
—-2<x<-—1,5.
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Osszefoglalva:
Az egyenlbtlenség megoldasa: {x € R|—-2 < x < —1,5}.

€) A nevezd nem lehet nulla, ezért az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya: R\{5}.
Megoldas I:
Ha az egyenl6tlenség mindkét oldalabol kivonunk 4-et, akkor a feladatot egy tort el6jelének
vizsgalatara vezetjiik vissza(ld. d) feladat):

3x+2
—4<0
x—5
3x+2—4x+ 20
<
x—5
—x + 22
—<
x—05
—x+22=20 vagy —x+22<0
és és
x—5<0 x—5>0
x <22 x =22
és és
x<5 x>5
Ekkor: Ekkor:
x<5 22 < x.

Figyeljiink arra, hogy a szamlalé mindkét esetben lehet nulla, hiszen nullat akar pozitiv, akar
negativ szammal osztunk, az eredmény nulla lesz.

Osszefoglalva:

Az egyenlbtlenség megoldasa: {x € R|x < 5 vagy x = 22}, szamegyenesen abrazolva:

S 22

o Py
© A

Megoldas I1:
x — 5-tel szorozzuk az egyenl6tlenség mindkét oldalat:
Hax — 5> 0, x > 5, akkor az egyenlétlenség iranya valtozatlan:
3x+2<4x-20
22 < x.
Az x > 5 feltételt is figyelembe véve: 22 < x.
Hax —5 <0, x <5, akkor az egyenl6tlenség iranya megvaltozik:
3x+2>4x—-20
22 = x.
Az x < 5 feltételt is figyelembe véve: x < 5.
Osszefoglalva: x < 5 vagy x = 22 valds szam.

r

N
14. A B helyrél C-be vezet6 Gt 3 km-es emelkeddvel kezdodik, majd 5 km hosszban vizszintesen

halad és 6 km-es lejtével ér célba, amelynek lejtése egyenld az elsé szakaszéval. Andras B-bol
indult és féluton megfordulva 3 déra 36 perc alatt visszatért B-be. Pihend utan 3 ora 27 perc alatt ért
C-be, végiil a visszafelé vezet6 utat 3 6ra 51 perc alatt tette meg. Mekkora sebességgel haladt sik
uton, lejton fel- és lefelé? (Feltételezziik, hogy mindig azonos sebességgel halad az egyes
utszakaszokon.)

J

Megoldas:
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A lejton felfelé x km/perc sebességgel, sik talajon y km/perc sebességgel, lejton lefelé z km/perc
sebességgel haladt. Ha félutrol tért vissza, akkor vizszintesen 4+4=8 km-t tett meg.
Osszeszamoljuk az egyes esetekben eltelt perceket felhasznalva, hogy az eltelt idét az Ut és a
sebesség hanyadosaként kapjuk:

3 8 3
S 4—+-=216 (1)
Xy z
3 5 6
= +-=207 2)
Xy z
6 5 3
—+=+-=231 3)
Xy z

Az (1) egyenletbdl kivonjuk a (2) egyenletet, a (2) egyenlet kétszeresébol kivonjuk a (3)
egyenletet:

3 3
5z 9 (4)
5 9
; + 7= 183 5
A (4) egyenlet haromszorosahoz hozzaadjuk az (5) egyenletet:
14 1
7 =210 s y=1c

Az (5) egyenletbe visszahelyettesitve:

75 + ’ 183 !
- = =Y —
z “T12
Az (1) egyenletbe visszahelyettesitve:
3 1
—+120+36 =216 © x=—
x 20

A feladat szovegéhez az illett, hogy km/percben szamoljuk. Sebességet a mindennapi életben
km/oraban adunk meg. A fenti értékeket 60-nal kell szoroznunk (mert 1 6raban 60 perc van) ahhoz,
hogy a szokasos mértékegységben adjuk meg a kérdezett sebességeket.

Andras sik uton 4 km/h, lejton felfelé 3 km/h, lefelé 5 km/h sebességgel halad.

15. 3 dl 40%-os narancslevet szeretnénk késziteni. Mennyi 20%-o0s €s mennyi 80%-o0s narancslevet
Ontsiink 6ssze?

Megoldas:

x dl 20%-os gylimodlesléhez 3 — x dl 80% gyitimoleslevet ontiink. Az 6sszedntés soran a tiszta
gylimolcstartalom megmarad.

x dl 20%-o0s gylimolcslében 0,2 - x dI gyiimdlcs van.
3—xdl 80%-o0s gylimolcslében 0,8(3 — x) dl gyiimdlcs van.
3dl 40%-o0s gylimolcslében 3:0,4 = 1,2 dl gytimdlcs van.
Ez alapjan

02x+08(3—x) =12
02x+24—-08x=1,2
1,2 = 0,6x
x =2
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Ellenorzés:

2 dl 20%-os gylimdlcslében 0,22 = 0,4 dl gyiimdles van. 1 dl 80%-os gyiimdleslében 0,8 dl
gyimoélcs van. Ez 0Osszesen 1,2 dl, ami megegyezik a 3 dl 40%-os gylimdlcslé
gylimolcstartalmaval. Tehat megoldasunk helyes.

2 dl 20%-os és 1 dI 80%-o0s narancslevet kell 6sszednteniink, hogy 3 dl 40% - os gylimolcslevet
kapjunk.

16. Két gépirond gépel egy szoveget. Az egyik egyediil 2 ora alatt, a masik egyediil 3 6ra alatt lenne
készen a munkaval. Mennyi id6 alatt lesznek készen, ha ugy osztjak el az anyagot, hogy a lehetd
legrovidebb 1d6 alatt legyen készen a munka? Milyen aranyban kell kettéosztaniuk a munkat ebben
az esetben?

Megoldas:

A munkat t 6ra alatt végzik el.

Az els6 gépirond 1 ora alatt a munka > Teszét, t Ora alatt > —ed részét végzi el.
A masodik gépirénd 1 ora alatt a munka 5 Tészét, t ora alatt 3 —ad részét végzi el.

Egyiitt elvégzik a teljes anyag legépelését:

Az egyenletet megoldva t = géra, 1 6ra 12 perc.

Az els6 gépirond a munka S részét, a masik S részét veégzi el. Tehat a munkat 3: 2 aranyban kell

elosztaniuk maguk kozott. Ekkor 1 6ra 12 perc alatt elkésziilnek a gépeléssel.

17. Egy kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 13. Ha a szamot 12-vel osztjuk, akkor a hanyados
megegyezik a szam utolso jegyével, a maradék pedig ennél 2-vel kisebb. Melyik ez a szam?

Megoldas:
A szamjegyeket jeloljiik, x-szel és 13 — x-szel:
tizes | egyes
x | 13 —x

Ennek a szdmnak az értéke: 10x + 13 — x = 9x + 13. A maradékos osztas szerint:

9% +13=(13—x) 12+ 11 — x.
9% +13 = 156 —-12x+ 11 —x

9% +13 = 167 — 13x
22x = 154
x =7
13—x = 6
Ellenorzés:
76 12 =6

4
A hanyados valdban a szam utols6 szamjegye, a maradék pedig ennél 2-vel kisebb.

igy a kétjegyli szam a 76.
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18. Andras kétszer annyi id6és, mint Béla volt akkor, amikor Andras olyan id6s volt, mint Béla most.
Amikor Béla olyan id6s lesz, mint Andras most, akkor életkoruk 0sszege 81 év lesz. Milyen id6s

Andras és Béla most?

=

Megoldas:

Andras most x éves, Béla y éves. A feladat harom idopontrol beszél: most, régebben, jovoben.

Az adatokat egy tablazatban foglaljuk Gssze:

régebben most jovében
Andras y x 81 —x
Béla * y x
2
Eletkoruk kozotti kiilonbség nem valtozik, tehat:
x —
y—o=x7) }
x—y=8l—-x—x
Az egyenleteket rendezve:
v = 3
3x—y=281
2y = 3
y=3x—81
3
2(3x — 81) =Ex & 6x—162=15x © x=36;y=27.
Az alabbi tablazatban ellendrizhetjiik a megoldast:
régebben most jovében
Andras 27 36 45
Béla 18 27 36

A feladat szovegében szerepld Osszefiiggések teljesiilnek.

Andras most 36 éves, Béla pedig 27 éves.

19. Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kdvetkezo egyenletet, ha p valds paraméter!
p’x —9x =p®+6p+9

Megoldas:

Hap # 43, akkor p? — 9 # 0, tehat

x(p? —9) = (p + 3)?

_(@+3) p+3

- pt-9 p-3
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Ha p = 3, akkor az egyenlet x - 0 = 36 alakban irhato, ilyen x nincs.

Ha p = —3, akkor az egyenlet x - 0 = 0 alakban irhat6. Ennek az egyenletnek tetszdleges valos
szam megoldasa.

Osszefoglalva:

+3

tetszbleges valés szam,hap = —3
nincs megoldas,hap = 3

20. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az
6 + 4x

1
p—3 p p*-3p

egyenletet, ha p valos paraméter!

Megoldas:
A nevez6 nem lehet 0, ezért p = 0; p = 3 esetében nincs megoldas.
Hap # 0;p # 3, akkor p(p — 3) = p? — 3p — vel beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:

Xp—p+3=6+4x
x(p—4)=p+3

Ha p # 4, akkor
_p+3
X = —y

Ha p = 4, akkor az egyenlet x - 0 = 7, alakban irhatd, és ennek az egyenletnek nincs megoldasa.
Osszefoglalva:

p+3

——,hap #0;3;4

x=4p—4

nincs megoldas, ha p = 0; 3; 4.

III. Ajanlott feladatok
1. Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!

a) §x+3=x+6 b) (x—2)?=-x—-1

o) —(x+4*+2=(x+1?-3 d |lx—21-3]=-x+5
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan!

8) X+———=2013 + —— b) (x+2DVx—1=0

) Vvx—3=v3—x d) M+ﬁ=m
3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) [2x—7|+5=0 b) V5—x+|x—=5/=0
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©) x2—6x+9+./3x—2y=0 d) Ix+2yl+16=—y*+8y
4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) Bx—6)(7—x)=0 b) x?=7x

) x>?—4x—2x+8=0 d) x®—8x°+16x*=0

e) (2x—3)2=5x(x—2)—(x+1D(x—1)
5. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) 3(x—2)—4(7—-x) =5(2x—-3)—-10

2x-5 3x-1 3 3x

10 5 10 5

b)

x+1  2(x+1) _ 5
© 1T e 3
d (x+2)°3-(x-223=12(x*-x) -8

x—1 xZ-x  x%41
x2-1  x2-2x+1  1-x2

e)
6. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) |3x+5|=x+7
b) [3x+5/=3x+5
¢) |3x+5|=|2x—1]|
d) |x+1]+2]x—-5]=|x+5|
7. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!

5x+3y=1}
D _xt2y=10

x+1  y+2 _ 2(x-y)
3 5

b)
8. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kdvetkezd egyenldtlenségeket!

a) 2(x—3)—5(2—-3x)>3—-2x

b) (x+7)-(4x+5)<0

(x+5)(2—x)
C) 2x-7

>0

x+2 x—1

i i

d) x—=2 7 x+3
9. Anna ¢és Zsuzsi is szeretné megvenni az ujsagarusnal az egyik magazint, de egyik lanynak sincs
elegendd pénze. Anna pénzébdl hidnyzik a magazin aranak 12%-a, Zsuzsi pénzébdl pedig az
egyotode. Ezért elhatarozzak, hogy kozosen veszik meg a magazint. A vasarlas utan Gsszesen
714 Ft-juk maradt. Mennyibe keriilt a magazin, és mennyi pénziik volt a lanyoknak kiilén-kiilon a

vasarlas elott?
(K6zEpszinti érettségi 2005. majus)

10. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet az egész szamok halmazan, ha a egész paraméter!
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a(x+2)—2a=7(x+1)

Az ajanlott feladatok megoldasai

1. Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!

a) cx+3=x+6 b) (x-2)?=-x-1
o) —(x+4)?+2=x+1*-3 d |lx—2/-3|=-x+5
Megoldas:
a) x=-b5.

\_ - J

4 N
g(z) = —r—1
) )
4 3 2 -\ 5
-1
fx)y = —(@z+4)*+2
-2
\_ J O\
c) x1=-3;x, =-2.

d) 2 < x <5, mert a két grafikon ezen az intervallumon fedi egymast.
4 )

NY(x) = —x+5




2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan!

1 1 .

a) x+-—-—==2013 + —— b) (x+2)Vx—-1=0

¢) Vx—3=v3—x d Vx—3+—==V3-x
Megoldas:

a) Az értelmezési tartomany x # 2013; x € R. Az egyenlet rendezésével x = 2013 adddik, de
ez az értelmezési tartomany miatt nem megoldas, igy az egyenletnek nincs megoldasa.

b) Az értelmezési tartomany x > 1;x € R.
Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje 0: x = —2vagyx = 1. Az értelmezési

tartomany miatt csak az x = 1 lesz valoban megoldas.

c) A négyzetgyok értelmezése miatt x > 3 ¢és x < 3 feltételeknek teljesiilnie kell, tehat az
értelmezési tartomanyba egyediil az x = 3 érték tartozik. Erre az értékre mindkét oldal 0, tehat
ez az érték az egyenlet megoldasa.

d) A c) esethez hasonldan a két négyzetgyok egyszerre csak x = 3 esetén értelmezhetd. Ekkor a
tort nevezoje 0, tehat az egyenletnek nincs megoldasa.

3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) [2x—7|+5=0 b) V5—x+|x—5/=0
©) x2—6x+9+./3x—2y=0 d) Ix+2yl+16=—y*+8y
Megoldas:

a) Az egyenlet bal oldala az abszolutérték miatt mindig pozitiv, igy az egyenletnek nincs
megoldasa.

b) A négyzetgyok és az abszolutérték nemnegativ. Az dsszegiik csak akkor lehet 0, ha mindkét
tag 0. Ez x = 5 esetén teljesiil, tehat ez az egyenletnek megoldasa.

c) Az egyenletet atalakitva az
(x—3)2+,/3x—2y=0
egyenletet kapjuk. Mindkét tag nemnegativ, az 6sszeg csak x = 3; y = 4,5 esetén lesz 0.
d) Az egyenletet atalakitva az
Ix +2yl+ (y —9?=0

alakra hozhat6. Az abszolutérték és a négyzet értékkészlete a nemnegatv valds szamok
halmaza, igy az egyenlet egyetlen megoldasa: x = —8;y = 4.

4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) Bx—6)(7—x)=0 b) x?=7x
¢c) x>?—4x—2x+8=0 d) x®—8x°+16x*=0
e) 2x—3)2=5x(x—-2)—(x+1)(x—1)

Megoldas:

a) x=2vagyx =7.
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b) x?—7x=x-(x—7) = 0szorzatbol x; = 0;x, = 7.
c) Szorzatta alakitjuk az egyenlet bal oldalat:
x(x—4)—-2x—4)=(x-2)(x—4) =0.
Az egyenlet megoldasai: x; = 2;x, = 4.
d) Szorzatta alakitjuk az egyenlet bal oldalat:
x6 —8x>+16x* =x*- (x> —8x+16) =x*-(x—4)*>=0

Az egyenlet megoldasai: x; = 0;x, = 4.

€)
4x% —12x+9 = 5x%2 —10x —x%* +1
8 = 2x
x = 4

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) 3(x—2)—4(7—-x) =5(2x—-3)—-10

2x-5 3x-1 3 3x

b)

10 5 10 5

x+1  2(x+1) _ 5

C) x—1 3x-3 3

d (x+2)°3-(x-22%=12(x*-x) -8

x—1 xZ-x  x%41

e) x2—1  x2-2x41  1-x2
Megoldas:
a) x=-3.
b)
2x—5 3x-1 3 3x
10 5 10 5
2x —5—6x+4+2 = 3 —6x
2x = 6
x = 3

¢) Ertelmezési tartomany x # 1; x € R.

x+1 2(x+1) §
x—1 3x-3 3
3x+3—2x—2 = 5x—-5
6 = 4x
x = 1,5

d)
x+2°2-(x-2)2 = 12(x*—-x) -8

x3+6x>+12x+8—x3+6x2—-12x+8 = 12x>—-12x—8
16 = —12x—8
12x = =24
x = =2

e) Ertelmezési tartomany:x # +1;x € R.
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x—1 x(x —1) x?+1

x+Dkx-1) (x-1) x+1Dkx-1)
x—1 X x?+1
G+rDG-D x-1 GFDG=D /@ D=1
x—1—x(x+1) = —x%?-1
x—1—-x>—-x = —x?-1
0 =0

Ez az egyenlet az értelmezési tartomany minden elemére teljesiil, tehat azonossag; a megoldasok :

R\{1; —1}.

6. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) |3x+5|=x+7

b) [3x+5/=3x+5

¢) |3x+5|=|2x—1]|

d) |x+1]+2]x—-5]=|x+5|

Megoldas:

a)

b)
©)

d)

Az abszolutérték jelentése alapjan:

3x+5, ha 3x+5=>0, x=>-5/3;

|3x+5|={—3x—5, ha 3x+5<0, x<-5/3

A megoldast két részre bontjuk:

5
Hax > —3 akkor

3x+5=x+4+7
2x =2
x =1.

Ez az érték megfelel az x > —g feltételnek, tehat megoldas.

5
Hax < -3 akkor

—3x—5=x+4+7
4x = —12
x = -—3.

Ez az érték megfelel az x < —g feltételnek, tehat megoldas.

Ezért az egyenlet megoldasai: x; = 1; x, = —3.

X=—

wlu

Két szam abszolutértéke akkor egyenld, ha a két szam egyenld vagy egymas ellentettje:

3x+5=2x—1 vagy 3x+5=1-2x
x=-6 S5x =—4
x=-0,8

Az abszolutérték jelentése alapjan:

x+1 ha x+1>20, x=>=-1;

|X-i_llz{—x—l, ha x+1<0, x<-1
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x—5 ha x—5>20, x=5;
5—x, ha x—5<0, x<5

x+5 ha x+5=>0, x=>=-5;
—x—5 ha x+5<0, x<-5

-5 =

b +51 = {
Ha x < —5, akkor az egyenlet atirhatd az alabbi modon:
—x—1410—-2x=—-x—-5
x=7
Ez az érték nem felel meg az x < —5 feltételnek, ezért nem megoldas.
Ha -5 < x < —1, akkor
—x—1410—-2x=x+5
x=1
Ez az érték nincs a [—5; —1[ intervallumban, ezért nem megoldas.
Ha —1 < x < 5, akkor
x+1+10—2x=x+5
x=3
Ez a [—1; 5[ intervallum eleme, ezért megoldas.
Ha x = 5, akkor
x+1+2x—10=x+5
x=7
Ez megfelel az x > 5 feltételnek, ezért megoldas.
Osszefoglalva: az egyenlet megoldasai x; = 3; x, = 7.
7. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!

5x+3y=2}
D _y+2y=10

x+1  y+2 _ 2(x-y)

b)

Megoldas:

a) Behelyettesité modszerrel megoldva:

x = 2y—10
52y —10)+3y = 2
y =4

x =2-4-10=-2

Az egyenletrendszer megoldasa a (—2; 4) szampar.

b) A két egyenletet egyszeriibb alakra hozzuk:

20x + 20 — 15y — 30 = 24x—24y}
3x —9 — 4y + 12 = 24y — 12x

—4x + 9y = 10}
15x — 28y = -3
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Egyenl6 egyiitthatok modszerével megoldjuk az egyenletrendszert.

—60x + 135y = 150 } N
60x — 112y = —12

23y = 138
y =6
—4x+54 = 10
x = 11

Az egyenletrendszer megoldasa x = 11;y = 6.

8. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kdvetkezd egyenlotlenségeket!
a) 2(x—3)—5(2—-3x)>3—-2x
b) (x+7)-(4x+5)<0

(x+5)(2—x)

c) Py >0
x+2 x—1
d =S
Megoldas:
a) x>1
b) x+7=20 vagy x+7<0
és és
4x+5<0 4x+5=0
x =—7 x <=7
és és
x < —1,25 x = —1,25
Ekkor Ilyen x nincs.
-7<x<-125
Osszefoglalva:

Az egyenl6tlenség megoldasa: {x € R| —7 < x < —1,25}.

¢) Ertelmezési tartomany: x € R\{3,5}.

A szamlaloban 1év6 tényezok és a nevezd eldjelét szamegyenes mentén abrazoljuk. A tort
akkor lesz pozitiv, ha ezek koziil a kifejezések kdzott paros szami negativ van.

Az egyenl6tlenség megoldasa: | — oo; —5[U]2; 3,5].

d) Az értelmezési tartomany R\{2; —3}. Az egyenl6tlenséget gy rendezem at, hogy egy tort
eléjelének vizsgalata legyen a feladat.
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x+2 x-1
<

x—2 x+3 0
x+2)x+3)-(x—-2)(x—-1) <0
(x—=2)(x+3) -
8x +4 <0
(x—=2)(x+3)

Ezt a feladatot a c) feladatban latott modszerrel oldjuk meg. Egy tort akkor nulla, ha a
szamlaldja nulla, akkor negativ, ha a szamlalo és a nevez6 eldjele ellentétes.

e 2

z+3>0

r—2>0

Ennek alapjan az egyenl6tlenség megoldasa: | — oo; —3[U [—0,5; 2[.

9. Anna ¢és Zsuzsi is szeretné megvenni az Ujsagarusnal az egyik magazint, de egyik lanynak sincs
elegendd pénze. Anna pénzébdl hidnyzik a magazin aranak 12%-a, Zsuzsi pénzébdl pedig az
egyotode. Ezért elhatarozzak, hogy kozosen veszik meg a magazint. A vasarlas utan Gsszesen
714 Ft-juk maradt. Mennyibe keriilt a magazin, és mennyi pénziik volt a lanyoknak kiilén-kiilon a
vasarlas elott?

(K6zEpszintl érettségi 2005. majus)

Megoldas:

A magazin ara x Ft. Annanak x - 0,88 Ft-ja, Zsuzsinak x - 0,8 Ft-ja van.
x-088+x-08=x+714

x = 1050
A magazin 1050 Ft, Annanak 924 Ft-ja, Zsuzsinak 840 Ft-ja volt.
10. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan, ha a egész paraméter!

alx+2)—5a=7(x+1)

Megoldas:

ax+2a—5a = 7x+7
x(a—7) = 3a+7

Ha a = 7, akkor az egyenlet x - 0 = 28 alakil, aminek nincs megoldasa.

Ha a # 7, akkor
3a+7_3a—21+28_3 28

a—"17 a—"7 + a—7
x akkor lesz egész szam, ha 28 oszthat6 (a — 7)-tel.
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A megoldasokat az alabbi tablazat tartalmazza; figyeljiink arra, hogy egy egész szamnak negativ
0sztdi is vannak:

a—17 a X
1 8 31
2 9 17
4 11 10
7 14 7
14 21 5
28 35 4
-1 6 —25
—2 5 —11
—4 3 —4
-7 0 -1

—14 -7 1

—28 —21 2

Ha az a paraméter a fentiektdl kiilonbozo, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

IV. Ellenorzo feladatok
1. Oldja meg grafikusan a kdvetkezd egyenletet!
—lx—1l4+2=(x—-4)?%-3
2. Oldja meg az alabbi egyenleteket!

a) Vax —7=+/10 — 6x
b) Vx—6z+QRy—2)>%+|y—1/=0
3. Oldja meg a kovetkezo egyenletet!
Bx—1D2x+4)—(x+1)Bx—-1)=Bx—-1)(2x—3)
4. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet!

1 2-(1+2x
O TR S = PR Ch )
x x
5. Oldja meg a valés szamok halmazan!
3-12x—4|—|5—x|=-3x+5

6. Oldja meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

2x +1 4 2—-y 01
5 4
x+2 7-5y 3
3 2
7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!
4 1 _7 \
2x+y+ 1+2- 2x +y }
* -3
2x+y+1 2x y— 2 }
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8. Oldja meg az alabbi egyenlétlenségeket!
a) 7(x—6)—4QR2x+3) <12
b) (12 —-x)(2x+6)(4x—12) =0

9. Panni és Kati elvallalta, hogy szovegszerkesztovel legépelik Dani szakdolgozatat. A két lany
egyiittes munkaval 12 munkaora alatt végezne a gépeléssel. Kedden reggel 8 drakor kezdett Panni
a munkahoz, Kati 10 orakor fogott hozza. Megallas nélkiil ki-ki egyenletes sebességgel dolgozott
kedden 14 oraig, ekkor a kéziratnak a 40%-aval végeztek, és abbahagytak a munkat.

a) Hany ora alatt gépelné le Panni, illetve Kati a teljes szakdolgozatot (allandd6 munkatempot,
¢és megszakitas nélkiili munkat feltételezve)?

Szerdan reggel egyszerre kezdtek hozza 9 drakor a gépeléshez, és egyiitt egyszerre fejezték be.
Szerdan Panni fél éra ebédsziinetet tartott, Kati pedig a délelétti munkajat egy oranyi id6tartamra
megszakitotta.

b) Hany orakor végeztek a lanyok a munkaval szerdan?
(Emelt szinti érettségi 2006. majus)

10. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet, ahol p valds paraméter!

P?+p) x=p*+2p+1

Az ellenorzo feladatok megoldasai

1. Oldja meg grafikusan a kdvetkezd egyenletet!

—lx—1l4+2=(x—-4)?%-3

Megoldas:

A grafikonrol leolvashatd, hogy az egyenlet megoldasai: x; = 2;x, = 5.
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2. Oldja meg a kovetkezo egyenleteket!

a) V4x —7=+10-6x
b) Vx—6z+2y—2)*+|y—1]=0

Megoldas:

a) A négyzetgyok értelmezése miatt x > % ;x < %. Ez a két feltétel egyszerre nem teljesiil, ezért

az egyenletnek nincs megoldasa.

b) Az egyenlet bal oldalan szerepld minden tag nulla vagy pozitiv, ezért az Gsszeg csak akkor

lehet nulla, ha a kifejezések mindegyike 0. fgy y = 1;z = % ;x = 3.
3. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet!
Bx—1D2x+4)—(x+1)Bx—-1)=Bx—-1)(2x—3)
Megoldas:

Ha3x—-1=0,x = %, akkor az egyenlet mindkét oldala 0, tehat x = % megoldas. Ha x # %, akkor

az egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk (3x — 1)-gyel:
2x+4—-—x—-1 = 2x-3

x =6
Az egyenlet megoldasai: x; = %; X, = 6.
4. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet!
1 2-(1+2x
CTE S = PP Gl L))
x x
Megoldas:
Ertelmezési tartomany: x # 0;x € R .
1 2-(1+2x
2k +1)——1 = 1—¥ /- x
X X
2x+2—-—x = x—2—4x
4x = —4
x = —1
5. Oldja meg a valés szamok halmazan!
3-12x—4|—|5—x|=-3x+5
Megoldas:
Az abszolutérték jelentése alapjan:
2x—4, hax>2
|22 — 4] _{4—2x, hax <2’

x—5 hax>5

|5_x|:{5—x, hax <5°

Ha x < 2, akkor az egyenlet:
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3:4—-2x)—(5—-x) = -3x+5
12—-6x—54+x =-3x+5
—5x+7 =-3x+5
2 = 2x.
x=1.
Ez az érték megfelel az x < 2 feltételnek, ezért megoldas.
Ha 2 < x <5, akkor

3:2x—4)—-(5—-x) = -3x+5
6x—12—-5+x = =3x+5
7x —17 = =3x +5
10x = 22
x =22.
Ez az érték megfelel a 2 < x < 5 feltételnek, ezért megoldas.
Ha x > 5, akkor

3:2x—4)—(x—5) = -3x+5
6x—12—x+5=-3x+5
5 -7 =-3x+5

8x =12

x = 1,5.

Ez az érték nem felel meg az x > 5 feltételnek, ezért nem megoldas.
Osszefoglalva, az egyenlet megoldasai x; = 1; x, = 2,2.

6. Oldja meg a kdvetkezo egyenletrendszert!

2x+1+2—y_ o1
5 4
x+2 7—5y_3
3 2

Megoldas:
8x+4+10—-5y = —2}
2x+4—-21+15y = 18

8x -5y = —16}
2x+15y = 35

8x -5y = —16} _
8x + 60y = 140

65y = 156

y = 2,4
2x+15-24 = 35
x = —05

Az egyenletrendszer megoldasa: x = —0,5;y = 2,4.
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7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!

4 1 _7 \
2x+y+1 2—2x+y }
* -3
2x+y+1 2x —y — 2 }
Megoldas:
Ertelmezési tartomany: 2x +y + 1 # 0;2x —y — 2 # 0.
Uj ismeretlent Vezetﬁnkbe:a=2x:;+1; Py— . Ekkor:
a—b =7
a+b = —3} +
2a = 4
a =2
2+b = -3
b =-5
Tehat:
4 P 1 __c
xty+1 0% a—y—2”
2x+y+1 = 2
2x—y—2 = —0,2} +
4x—-1 = 1,8
x = 07
2:074+y+1 =2
y = —04

Az egyenletrendszer megoldasa: x =0,7 és y=-04.
8. Oldja meg az alabbi egyenlétlenségeket!

a) 7(x—6)—4QR2x+3) <12
b) (12— x)(2x + 6)(4x — 12) > 0

Megoldas:
a) x> —66
b) Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezoje 0, akkor pozitiv, ha paros szami tényezdje
negativ.
4 s )
4
2r+6>0
4r—12>0
____________________ Y
12—x>0
0
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16
-1
-2
. J
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Az egyes tényezOk eldjelét egy szamegyenes mentén abrazoljuk, majd a szamegyenesen az elébbi
elvet alkalmazva bejeldljiik a megoldast:

Az egyenl6tlenség megoldasa: |—oo; —3] U [3; 12].

9. Panni és Kati elvallalta, hogy szovegszerkesztovel legépelik Dani szakdolgozatat. A két lany
egyiittes munkaval 12 munkaora alatt végezne a gépeléssel. Kedden reggel 8 drakor kezdett Panni
a munkahoz, Kati 10 orakor fogott hozza. Megallas nélkiil ki-ki egyenletes sebességgel dolgozott
kedden 14 oraig, ekkor a kéziratnak a 40%-aval végeztek, és abbahagytak a munkat.

a) Hany ora alatt gépelné le Panni, illetve Kati a teljes szakdolgozatot (allandé munkatempot,
¢s megszakitas nélkiili munkat feltételezve)?

Szerdan reggel egyszerre kezdtek hozza 9 drakor a gépeléshez, és egyiitt egyszerre fejezték be.
Szerdan Panni fél 6ra ebédsziinetet tartott, Kati pedig a délelétti munkajat egy oranyi id6tartamra
megszakitotta.

b) Hany orakor végeztek a lanyok a munkaval szerdan?

Megoldas:

a) Panni x 6ra alatt, Kati y ora alatt gépelné le egyediil a szakdolgozatot.
Panni 1 o6ra alatt a munka i részét, 12 ora alatt % —ed részét végzi el.
Kati 1 ora alatt a munka i részét, 12 ora alatt % —ad részét végzi el.

12 6ra alatt elvégeznék a teljes anyag legépelését, ezért:

12 N 12 " "
Tt )
A keddi napon Panni 6 érat, Kati 4 orat gépelt, igy a munka 0,4 részét végezték el:
6 4
—_ + —_
Xy
Az (1) egyenletbdl a (2) egyenlet kétszeresét kivonva:

=04 2)

4

—-=0,2

y

y =20
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe:

x =30

Panni 30 6ra, Kati 20 6ra alatt gépelte volna le egyediil a szakdolgozatot.

b) Szerdan Panni t 6rat, Kati t — 0,5 orat gépelt. A munka 0,6 részét végezték el ezen a napon.
t + t—0,5
30 20

=0,6

t=75
Panni fél orat ebédelt, ezért 9 6ra utan 8 draval, azaz 17 drakor fejezték be a gépelést.

10. Oldja meg a kovetkez6 egyenletet, ahol p valds paraméter!

P?+p) x=p*+2p+1
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Megoldas:
plp+1)x=(p+1)?
Hap # 0;p # —1, akkor

p+1)? p+1
x: =
p(p+1) 14

Ha p = —1, akkor az egyenlet 0 - x = 0 alakra hozhat6. Ennek az egyenletnek minden valds szam
megoldasa.

Ha p = 0, akkor az egyenlet 0 - x = 1 alakq, ez semmilyen x-re nem teljesiil, tehat nincs megoldas.
Osszefoglalva:

+1
(p—,hapqt 0;-1

- { tetszlleges valos szam,hap = —1
k nincs megoldas,hap = 0
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