10. Sikgeometria

I. EIméleti 6sszefoglalo

Szogek, nevezetes szogparok

Egy adott pontbol kiindulé két félegyenes a sikot két részre bontja. Egy-egy ilyen rész neve sz6g-
tartomany, vagy szog. A két félegyenest a szog szarainak, kozos kezdGpontjukat a szog csticsa-
nak nevezziik.

Szogfajtak:

O

O

Nullszognek nevezziik azt a szoget, amelynek szarai egybeesnek, és szogtartomanyat a két
egybeeso szara alkotja.

Teljesszognek nevezziik azt a szoget, amelynek szarai egybeesnek, és szogtartomanyat a tel-
jes sik alkotja.

Egyenesszognek nevezziik azt a szoget, amelynek szarai egy egyenest alkotnak, és szogtarto-
manya félsik.

Derékszognek nevezziik az egyenesszog felét. A derékszog szarait egymasra merélegesnek
nevezziik, és szogtartomanya siknegyed.

Hegyesszognek nevezziik a nullsz6gnél nagyobb, de a derékszognél kisebb szogeket.
Tompaszognek nevezzik a derékszognél nagyobb, de az egyenesszognél kisebb szdgeket.

Homoru (konkav) szognek nevezziik az egyenesszdgnél nagyobb, de a teljesszognél kisebb
szogeket.

Konvex szégnek nevezziik a nem konkav szogeket.

Az egyenesszog 180-ad részét 1 fokos (1°) szognek nevezziik. Az 1 fok 60-ad részét 1 percnek
(1°), az 1 perc 60-ad részét 1 masodpercnek (1°°) nevezziik.

Forgasszoget kapunk, ha egy félegyenest a kezd6pontja koriil valamilyen iranyban elforgatunk a

sikban. Pozitiv a forgasszog, ha az elforgatas iranya az 6ramutaté jarasaval ellentétes, negativ, ha

megegyezo.

Nevezetes szogparok:

O

Ha két konvex vagy két konkav szog megfeleld szarai paronként egyiranyuak, akkor a két
szoget egyallasu szogeknek, ha megfeleld szaraik ellentétes iranyuak, akkor valtészogeknek
nevezzik.

Az egyallast szogek és a valtoszogek egyenld nagysaguak.

Ha két sz0g cstcsa k6z0s, és megfeleld szaraik paronként egy-egy egyenest alkotnak, akkor
csucsszogeknek nevezziik dket.

A csucsszogek egyenl6 nagysaguak.

Ha két sz0g egy-egy szara kozds, a masik ketté pedig egy egyenest alkot, akkor mellékszo-
geknek nevezziik dket.

A mellékszogek Osszege 180°.
Ha két szog dsszege 180°, akkor kiegészité szogeknek nevezziik dket.
Ha két szog 0sszege 90°, akkor pétszogeknek nevezziik dket.

Ha két szog megfelelé szarai paronként merélegesek, akkor merdleges szara szogeknek ne-
vezziik Oket.



o Ha a mer6leges szaru szogpar mindkét szoge hegyesszog vagy tompaszog, akkor egyenlék
egymassal, ha az egyik hegyesszog, a masik tompaszog, akkor dsszegiik 180°.

Haromszogek

A haromszog bels6 szogeinek dsszege 180°.

A haromszog egyik kiils6 szoge a nem mellette fekvo belso szogek 0sszegével egyenld.

Egy haromszog barmely két oldalhosszanak 6sszege nagyobb a harmadik oldal hosszanal.

Egy haromszdgben

o egyenl6 oldalakkal szemben egyenld szogek vannak;

o anagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van;

o anagyobb szdggel szemben nagyobb oldal van.

Egy haromszog hegyesszogii, ha mindegyik szoge hegyesszog; derékszogii, ha egyik szoge de-
rékszog; tompaszogi, ha egyik szoge tompaszog.

Derékszogli haromszogben a derékszoget kozrefogd oldalakat befogéknak, a derékszoggel szem-
kozti oldalt atfogonak nevezziik.

Egy haromszog egyenld szari, ha van két egyenld oldala. E két egyenlé oldalt szaraknak, a har-
madik oldalt alapnak nevezziik. A szarak altal bezart szoget szarszognek, az alapon nyugvokat
alapszogeknek nevezziik.

Egy haromszog akkor és csak akkor egyenl6 szara, ha

o van két egyenld szoge;

tengelyesen szimmetrikus;

az egyik csucsa illeszkedik a szemkozti oldal felezGmerdlegesére.

egyik magassaga felezi a hozzatartozo oldalt;

o O O O

egyik magassaga egyben szogfelez0 is.
Egy haromszog szabalyos, (egyenlé oldali) ha minden oldala egyenld.
V3

Az a oldalu szabalyos haromsz6g magassaga m = a \/7_, teriilete t = a? ”

A haromszog oldalfelez6 merdélegesei, a haromszog koré irhat6 kore
o Egy haromszdg koré pontosan egy olyan kor irhatd, mely mindharom csticson athalad.
o A haromszog mindharom csucsan athaladé kort a haromszog koré irhaté korének nevezziik.

o A haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, mégpedig a haromszog
koré irhatd korének kdzéppontjaban.

. . . . A Lt . b
o Ha a haromszog oldalai a, b és c, koré irt korének sugara R, akkor teriilete t = %.

A hiromszoég magassagai

o A haromszdg csticsabdl a szemkozti oldal egyenesére bocsdjtott merdleges szakaszt magas-
sagnak, a magassagra illeszkedd egyenest pedig magassagvonalnak nevezziik.

o A haromszog harom magassagvonala egy ponton halad at.

o A haromszdg magassagvonalainak metszéspontjat a haromszog magassagpontjanak nevez-
ziik.



¢ A hiaromszog sulyvonalai

O

O

A haromszog egy csucsat a szemkdzti oldal felezépontjaval dsszekdtd szakaszt a haromszog
stilyvonalinak nevezziik.

A haromszog sulyvonalai egy ponton mennek at és ez a pont a stlyvonalak csticstdl tavolabbi,
az oldalhoz kdzelebb esé harmadoldpontja.

A haromszo6g sulyvonalainak metszéspontjat a haromszog stilypontjanak nevezziik.

e A hiromszog kozépvonalai

O

A haromszog két oldalfelez6 pontjat 6sszekotd szakaszt a haromszog kézépvonalanak nevez-
zik.

A haromszog két oldalanak felezépontjat 6sszekotd kozépvonala parhuzamos a haromszog
harmadik oldalaval, és hossza a harmadik oldal hosszanak a fele.

e A hiaromszog belsé és kiilsé szogfelezoi, az oldalegyeneseket érinté korok

O

O

O

Egy haromszdgbe pontosan egy olyan kor irhatd, mely mind a harom oldalt érinti.
A haromszog mindharom oldalat beliilrdl érint6 kort a haromszog beirt korének nevezziik.

A haromszdg belsé szogfelez6i egy pontban metszik egymast, mégpedig a haromszog beirt
korének kdzéppontjaban.

Ha a haromszdg keriiletének fele s, beirt korének sugara r, akkor teriilete t = rs.

A haromszog belsé szogfelezéje a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja két
részre.

A haromszog minden egyes oldalahoz pontosan egy olyan kor tartozik, mely az oldalt kiviil-

r6l, a masik két oldalt pedig beliilrdl érinti, s kdzéppontja egy belsd és két kiilsé szog szogfe-

lez6jének a metszéspontja.

A haromszog egyik oldalat kiviilrdl, a masik két oldalat pedig beliilrdl érintd kort a haromszog

adott oldalahoz tartoz6 hozzairt korének nevezziik.

Ha a haromszog keriiletének fele s, az a oldalahoz irt korének sugara 7, akkor teriilete
t=1,(s —a).

Ha egy haromszog egyik oldalegyenesét a szemkdzti csiicsahoz tartozo kiilsé szogfelezoje
metszi, akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitél mért tdvolsidgai tigy ardnylanak egy-
mashoz, mint a szemkozti csticsbol indul6 oldalak.

Pitagorasz-tétel

e Pitagorasz-tétel: Ha egy haromszog derékszogii, akkor befogoi hosszanak négyzetdsszege egyenld
az atfogo6 hosszanak négyzetével.

e A Pitagorasz-tétel megforditasa: Ha egy haromszog valamely két oldalhosszanak négyzetdsszege
egyenl6 a harmadik oldal hosszanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogii.

e A Pitagorasz-tétel és megforditasa: Egy haromszdg akkor és csak akkor derékszogii, ha valamely
két oldalhosszanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal hosszanak négyzetével.

Thalész-tétel

e Thalész-tétel: Ha egy haromszog koré irhato kdrének kozéppontja az egyik oldalanak felezépontja,

akkor a haromszog derékszogi.

e A Thalész-tétel megforditasa: Ha egy haromszog derékszogii, akkor koré irhatd korének kozép-
pontja az atfogo felezépontja.



A Thalész-tétel és megforditasa: Egy haromszog akkor és csak akkor derékszogli, ha koré irhatd
korének kdzéppontja az egyik oldalanak felezépontja.

Magassagtétel, befogotétel

Magassagtétel: Egy derékszogli haromszog magassaganak hossza mértani kozepe azon két szakasz
hosszanak, amelyekre a magassag az atfogot osztja.

Befogotétel: Egy derékszogili haromszog befogojanak hossza mértani kdzepe az atfogod és a befogd
atfogora es6 merdleges vetiilete hosszanak.

A haromszog néhany tovabbi teriiletképlete

Jelolje a, b, ¢ a haromszog oldalainak hosszat, a, B, y a megfelel6 belsé szogeket, m,, my,, m, a ma-
gassagok hosszait, S a kertilet felét és R a koré irhato kor sugarat!

amg bmp _ cmg

t=——= .
2 2 2
__absiny _ b-csina __ a-csinf
t=—7 =% =
__a%sinB-siny
t= 2sina

t =2-R?sina-sinf - siny.

2
t= R7- (sin2a + sin2B + sin2y).

t= \/s(s —a)(s — b)(s — c¢), Heron-képlet.

Négyszogek

A négyszog belsd szogeinek dsszege 360°.

Trapéz

o Ha egy négyszdgnek van két parhuzamos oldala, akkor trapéznak nevezziik.

A trapéz parhuzamos oldalait alapoknak, a masik két oldalat szaraknak nevezziik.

A trapéz magassaga az alapokat merélegesen 0sszekoto szakasz. (az alapok tavolsaga)

A trapéz kozépvonala a szarak felez6pontjait 6sszekotd szakasz.

o O O O

A trapéz szarainak felezOpontjait 6sszekotd kozépvonala parhuzamos az alapokkal, hossza pe-
dig az alapok hosszainak szamtani kozepe.

A trapézban az egy szaron fekvo szogek 6sszege 180 fok. (tarsszogek)
A trapéz derékszogii, ha van derékszoge.

A trapéz egyenlo szaru, ha szarai egyenld hosszuak.

O O O O

Ha egy trapéz tengelyesen szimmetrikus, akkor szimmetrikus trapéznak nevezziik.

o

A szimmetrikus trapéz alapon fekvo szdgei egyenlok.

o

Minden szimmetrikus trapéz egyenld szart, de nem minden egyenld szara trapéz szimmetri-
kus.

o A szimmetrikus trapézok koré kor irhaté (hurtrapéz).
o A szimmetrikus trapéz szimmetria-tengelye felezi az alapokat és mer6leges azokra.

o A trapéz teriiletét megkapjuk, ha az alapok hosszainak szamtani kdzepét megszorozzuk a tra-
péz magassaganak hosszaval.

Paralelogramma

o Ha egy négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak, akkor paralelogrammanak nevezziik.
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o Egynégyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha
szemkozti szogei egyenlok;
az egy oldalon fekvé szogeinek 6sszege 180°;
szemkozti oldalai egyenldk;
ha van két szemkozti oldala, amelyek egyenldk és parhuzamosak;
kdzéppontosan szimmetrikus;
atloi felezik egymast.
o A paralelogramma két szemkozti oldalanak felezési pontjait 6sszek6té szakaszt a paralelog-
ramma kozépvonalanak nevezziik.
o A paralelogramma két szemkozti oldalanak felezési pontjait 6sszekoté kozépvonala parhuza-
mos a masik két oldallal és veliik egyenld hosszi.
o A paralelogramma adott oldaldhoz tartozd magassaga a szemkoézti oldal egy pontjabol az
adott oldal egyenesére bocsatott merdleges szakasz.
o A paralelogramma teriiletét megkapjuk, ha egyik oldalanak hosszat megszorozzuk a hozza tar-
tozd magassag hosszaval.
Deltoid
o Ha egy négyszog valamelyik atlojara tengelyesen szimmetrikus, akkor deltoidnak nevezziik.
o A deltoid 4tl6i merdlegesek egymasra.
o A deltoid szimmetriaatloja felezi a masik atlot.
o A deltoidnak két-két szomszédos oldala egyenl6 hosszu.
o A deltoid szimmetriaatloval szemkozti szogei egyenlok.
o Van konkav deltoid is.
o A deltoid teriilete egyenl6 az atlok hosszai szorzatanak felével.
Rombusz
o Ha egy négyszog oldalai egyenl6 hossziak, akkor rombusznak nevezziik.
o Minden rombusz paralelogramma is (tehat rendelkezik a paralelogramma 6sszes tulajdonsaga-
val).
o Minden rombusz deltoid is (tehat rendelkezik a deltoid sszes tulajdonsagéval).
Téglalap
o Haegy négyszog szogei egyenlok, akkor téglalapnak nevezziik.
o A téglalap szogei 90 fokosak.
o A téglalap
szemkozti oldalai egyenlOk és parhuzamosak egymassal;
atloi felezik egymast;
kdzéppontosan szimmetrikus az atlok felezéspontjara nézve;
tengelyesen szimmetrikus a szemkozti oldalfelez6 pontokon atmené egyenesekre.
o A téglalap teriilete egyenl6 az egy csucsaban dsszefutd oldalak hosszainak szorzataval.
o Minden téglalap hurtrapéz, derékszogi trapéz, paralelogramma is.
Négyzet
o Ha egy négyszog minden oldala egyenld hosszl és minden szdge egyenld, akkor négyzetnek
nevezziik.
o A négyzet teriilete egyenld oldalhosszanak négyzetével.

Egy négyszog két kdzépvonala felezve metszi egymast.
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Erinténégyszogek
o Azokat a négyszogeket, amelyeknek van beirt koriik, érintonégyszogeknek nevezziik.
o

Egy konvex négyszog akkor és csak akkor érinténégyszog, ha a szemkozti oldalak hosszainak
Osszege egyenld.

o Az érintdénégyszog teriiletét ugy is megkaphatjuk, ha beirt kdrének sugarat megszorozzuk a
kertilet felével.

Hurnégyszogek
o Azokat a négyszogeket, amelyeknek van koriilirt koriik, hurnégyszogeknek nevezziik.
o Egynégyszog akkor €s csak akkor hurnégyszog, ha szemkozti szogeinek dsszege 180°.

o Ptolemaiosz-tétel: A hirnégyszog atloinak szorzata egyenld a szemkozti oldalparok szorzata-
nak Osszegével.

Sokszogek

Egy sokszog konvex, ha minden szoge konvex, egy sokszog konkav, ha van konkav szoge.

Az n-oldali konvex sokszog atldinak szama: nn-3)

Az n-oldalt sokszog bels6 szogeinek dsszege: (n — 2) - 180°.

Egy sokszog szabalyos, ha minden oldala egyenl6 hosszi, és minden szoge egyenld nagysagu.

Kor és részei, koriv hossza, korcikk teriilete

A kor azon pontok halmaza a sikon, amelyek a sik egy adott O pontjatdl adott r tavolsagra van-
nak.

A kor két kiilonb6z6 pontjat 0sszekotd szakaszt hirnak, a hurt tartalmazo egyenest szelonek ne-
vezzik.

A kor kdzéppontjan atmend hurt atmérdének nevezzik.
A kort két kiilonboz6 pontja két korivre osztja fel.

A korlap azon részét, amelyet a kor egy ive €s az iv végpontjaiba htuzott sugarak hatarolnak, kor-
cikknek nevezziik.

A korlap azon részét, amelyet a kor egy ive és az iv végpontjait 6sszekdtd harja hatarolnak, kor-
szeletnek nevezziik.

A sik két koncentrikus kore altal kdzrefogott részét korgyitiriinek nevezzik.

A kor érintoje a kor sikjanak olyan egyenese, amelynek egyetlen k6zds pontja van a korrel.
A kor érintéje merdleges az érintési pontba hlzott sugarra.

Egy kiils6 pontbol a korhoz huzott két érintdszakasz egyenld hosszu.

(Korhoz hiuzott érint6- és szeldszakaszok tétele) Adott korhdz adott kiilsd pontbdl huzott érint6-
szakaszok hossza mértani kozepe azon két szakasz hosszanak, amelyek az adott ponton atmend
szelon a ponttol a korrel alkotott metszéspontokig terjednek.

(Korhoz kiilsé pontbol huzott szelészakaszok tétele) Adott korhoz adott kiilsd ponton at hizott
szelon az adott ponttol a korrel alkotott metszéspontokig terjedd szel0szakaszok hosszanak szorza-
ta allando, csak a kortdl €s az adott ponttol fligg.

Adott korhoz adott belsé pontjan at huzott szelén az adott ponttol a korrel alkotott metszéspon-
tokig terjedd szelOszakaszok hosszanak szorzata allandod, csak a kort6l és az adott ponttol fiigg.

Ha egy szdg csucsa egy adott kor kézéppontja, akkor kozépponti szognek nevezzik.



Egy korben a kozépponti szogek nagysaga és a hozzajuk tartozo korivek hosszai egyenesen ara-
nyosak. & =

y ﬂ lﬁ
fvmérték: 1 radian az szog, amelyhez mint kozépponti szoghoz a kor sugaraval egyenld hosszi
koriv tartozik.  radian = 180°.

Adott r sugart korben az o k6zépponti szoghoz tartozo koriv hossza:
T PSP
lae = T50: @ illetve iy = ra.

Egy korben a kdzépponti szogek nagysaga és a hozzajuk tartozd korcikkek teriiletei egyenesen
inyosak. < = &,
ardnyosak. - e

Adott r sugart korben az o kozépponti sz6ghoz tartozo korcikk teriilete:

rim o . igr
o=——a° illetve t; = &
ty 360005 , llletve t; 5

Keriileti szogek, latokor

Ha egy sz0g csucsa egy adott korvonal pontja, szarai pedig vagy a kor két htrjara, vagy egy hurra
és egy érintdre illeszkednek, akkor a kor keriileti szogének nevezziik. Ha a kertileti szog egyik
szara egy érintore illeszkedik, akkor érintdszara keriileti szognek nevezziik.

(Keriileti és kozépponti szogek tétele) Egy korben egy adott ivhez tartozo kozépponti szog kétsze-
rese az ugyanazon ivhez tartoz6 keriileti szognek.

(Keriileti szogek tétele) Egy korben egy adott ivhez tartozo kertileti szogek egyenldk.

(Latoszog-koriv; 1atokor) A sikon azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekbdl egy adott AB sza-
kasz adott (0° < a < 180°) szdgben latszik, két szimmetrikus koriv.

o Az AB szakasz a két koriv koz0s hurja, és az 4 és B pontok nem tartoznak a latdszog-
korivhez.

o (Thalész-tétel) Adott kor egy tetszoleges A5 atmérdje a kor barmely A-tol és B-tdl kiilonb6zo
pontjabdl derékszogben latszik.

o (A Thalész-tétel megforditasa) Ha egy haromszog AB oldala a szemkdzti C csucsbol derék-
szogben latszik, akkor a C csucs az AB atmér6ji kor A-tdl és B-t61 kiillonb6z6 pontja.

Kidolgozott feladatok

( N
1. Az ébran lathato szakaszok koziill 0OA = AB = BC = CD = DE. Mekkora o szog esetén lesz
0D = OE?
( A
_ y,
J




Megoldas:

Az OD = OE feltétel azt jelenti, hogy az ODEA egyenl6 szara, vagyis a DE alapjan fekvo szogei
egyenldk. Fejezziik ki az OED 4 alapszoget o segitségével!

A megadott szakaszok egyenldségét felhasznaljuk.

e Az OBAA egyenld szara, ezért az OB alapon fekvo szogei a-val egyenlok.

e BACA = 2a, mert az OBAA A csticsanal 1évo kiilsé szoge.

e A CABA egyenld szarh, ezért a CA alapon fekvo szdgei 2a-val egyenlok.

e (BDA = 3a, mertaz OBCA Bcsucsanal 1évo kiilso szoge.

e A BDCA egyenl6 szarQ, ezért a BD alapon fekvo szogei 3a-val egyenlok.

o DCE4 =4a, mertaz ODCA Ccstcsanal 1évo kiilsé szoge.

4 N

\. J
o Az ECDA egyenld szara, ezért a CF alapon fekve szdgei 4a-val egyenlok, igy a keresett
OED4 is.

Ahhoz, hogy az ODEA egyenl§ szaru legyen, sziikséges az OED4 = ODE4 = 4« teljesiilése.

Az ODEA bels6 szogeinek osszege 180°, ezért a + 4a + 4a = 180°, azaz a = 20°.

Bizonyitsa be, hogy ha Paz ABCharomszog egy bels6 pontja, akkor PB + PC < AB + AC!

Megoldas:

Az allitas igazolasahoz a haromszog-egyenldtlenséget hasznaljuk. Legyen az e egyenes a harom-
szog Ccstcsan és a Pbelsé pontjan atmend egyenes. Az e egyenes a @ pontban metszi az AB ol-
dalt.




A QBPA-ben: PB < PQ + QB.
Az AQCA-ben: CQ < AQ + AC.
E két egyenl6tlenséget dsszeadva: PB + CQ < PQ + @B + AQ + AC.
Mivel CQ = PC + PQ és AQ + QB = AB, adodik a PB + PC + PQ < PQ + AB + AC.
Mindkét oldalbol PQ-t kivonva kapjuk a bizonyitandoé allitast:
PB + PC < AB + AC.

3. Az ABC haromszogben AC # BC, és a haromszog koriilirhato korének sugara 10 cm.

a) Hany olyan pont van a haromszog sikjaban, amely a haromszog AC és BC oldalegyeneseit6l,
valamint az 4 és B csucsoktol egyenld tavol van?

b) Mekkora tavolsagra vannak ezek a pontok egymastol?

Megoldas:

J

a) Az AC és BC oldalegyenesektdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza az ABC haromszog
sikjaban a C csticshoz tartozo f bels6 és g kiilsé szogfelezd egyenesek. Az A és B csticsoktol
egyenlé tavolsagra levé pontok halmaza pedig az AB oldal e felezémerdlegese.

A keresett pontokat az e szakaszfelezé merélegesnek az f és g szogfelezokkel kozos pontjai
adjak. Mivel AC # BC, a Cpont nincs rajta az eegyenesen, ezért e az f és g egyeneseket egy-
egy pontban metszi, tehat két olyan pont van, amely megfelel a feltételeknek.

b) Az f bels6 szogfelez6 egyenes és az e szakaszfelezé mer6leges mindegyike atmegy az AB iv
E felezOpontjan, tehat az ABC haromszog koriilirhatod korén metszik egymast. Az e szakaszfe-
lez6 merdleges egyenes tartalmazza az ABC haromszog koriilirhato korének az £D atmérdjét.
A Thalész-tétel miatt az ECD haromszog derékszogl. Az EC befogo illeszkedik f-re és merd-
leges a CD befogora. Tudjuk, hogy f L g, mert a haromszog C csucsahoz tartozo belso és kiil-
s6 szogfelezok merdlegesek egymasra. Mivel az ECbefogora a € pontban csak egyetlen mero-
leges egyenes allithatd, ezért g atmegy az ED atméré D végpontjan. Igy a keresett két met-
széspont az ED atmérd két végpontja, és tavolsdguk 20 cm.

4. lgazolja, hogy a haromszog koré irt korének kdzéppontja a haromszog barmelyik oldalatol fele
olyan tavol van, mint az ugyanazon oldallal szemkozti csucs a magassagponttol!




Megoldas:

Elsd esetben legyen az ABCA hegyesszogu. Jelolje M a magassagpontot, O a koriilirt kor kdzép-
pontjat, az Fy, F,, F,, . pedig rendre az MC, MA, BC ¢és AB szakaszok felezOpontjait. Az alabbi
abra jel6léseivel a bizonyitando allitas a haromszog € csucsara és a vele szemkdozti AB oldalra fel-
irva: MC = 2 - OF,.

( ; : )

- - Y

e Az F,F, szakasz az AMCA-ben az AC oldallal parhuzamos kdzépvonal, ezért

FiFy | AC é FyF, = -+ AC.
e Az F,F, szakasz az ABCA-ben az AC oldallal parhuzamos kézépvonal, ezért
FaF, || AC és FyF, = - AC.
Ezekbdl kovetkezik, hogy Fi F, = F,F. és F; F, || F,F.
o AZF,F;M% = OF,F,4 = a, mert valtoszogek (F, F, || F.F, és F.0 || F;M).
e Az F,F,M4 = OF,F.4 = B, mert valtoszogek (F,F; Il E,F. és E,0 || F,M).

Ezek alapjan MF,F,A = OF.F,A, mert egy-egy oldaluk és az oldalon fekvo két szogiik egyenlo.
Ezért az MF; = OF, felhasznalasaval MC = 2 - MF; = 2 - OF, ad6dik, amit bizonyitani akartunk.

Mivel a C cstcsnak és a vele szemkozti AB oldalnak nincs kitlintetett szerepe, ezért az allitas a ha-
romszog barmelyik csucsa esetén igaz.

Ha az ABCA tompaszogi, akkor a bizonyitas ugyanugy torténik, mint a hegyesszogli esetben. Az
alabbi abran kovethetd a bizonyitas menete.
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Ha az ABCA derékszogii, akkor a magassagpont egybeesik a derékszogii csucesal, M = C.

A Thalész-tétel megforditasa értelmében a derékszogli haromszog koré irhatd kor kdzéppontja az
atfogo felezési pontja, O = F,.

( B

L J

A C csucs esetén a MC szakasz hossza 0, az O pontnak az AB oldaltol valo tavolsaga szintén 0, te-
hat igaz az allitas: MC = 2 - OF,.

A B csucs esetében OF,, kozépvonal illeszkedik az AC szakaszfelezé merélegesére, igy egyben az
O kozéppontnak a B-vel szemkozti AC oldaltol valo tavolsagat is megadja, igy MB = 2 - OF,,.
Hasonloan az A4 csucs esetében pedig OF, kozépvonal, ezért MA = 2 - OF,.

Tehat derékszogii haromszog esetén is igaz az allitas.

Egy derékszogii trapézba az oldalakat érint6 kor irhatd. A kor kozéppontjanak az alapokra nem
merdleges szar végpontjaitol mért tavolsaga 6 és 8 egység. Szamitsa ki a trapéz oldalait!

Megoldas:

A r

\_

Az ABCD trapéz érinténégyszog. Beirt korének K kozéppontja egyenld tavolsagra van az oldalak-
tol, igy a négyszog belsd szogfelez6inek metszéspontja is egyben. = FBK<X = KBG< = 3, és
KCH« = GCK<x =.

A trapéz BC szaran 1év6 belsé szogek kiegészitd szogpart alkotnak = a +y = 90°. Emiatt a
BCKA derékszogii, mert CKBX = w = 180° — (a + y) = 90°. A BCK derékszogii haromszogben
a Pitagorasz-tételt felirva BC = VKC? + BK2 = V62 + 82 = 10 adodik. Ugyanitt a BK befogéra
felirt befogotétel BK = VBG - BC = x + 10, amibél x = BG = 6,4. Ebbdl y = 3,6 kdvetkezik.
KG szakasz a G érintési pontba huzott sugar = KG L BC, tehat KG a BCK derékszogii harom-
szogben az atfogbhoz tartozd magassag, igy a magassagtételbdl r = KG = \/JE =46,4-3,6 =
4,8 adodik. Felhasznalva, hogy a korhoz egy kiils6 pontbol huzott érintdszakaszok egyenldk, az
érint6trapéz oldalai: AB =r+x =11,2, BC =10,CD =r +y = 8,4 és AD = 2r = 9,6.
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6. Egy paralelogramma egyik szoge 30°, és egyik oldala 5 cm-rel hosszabb a masiknal. Mekkora a

paralelogramma bels6 szogfelezodi altal meghatarozott négyszog teriilete?

Megoldas:

r

J

Az APCR négyszog paralelogramma, mert AP || RC és AP = RC = 5. Az AR ¢és CP szogfelezok
az APCR szemkdzti oldalai, tehat parhuzamosak egymassal. Hasonléan a QBSD négyszog is para-
lelogramma = QD || BS. igy az ABCD paralelogramma szemkozti szogeinek szogfelezoi parhu-
zamosak egymassal, ezért a szogfelezok metszéspontjai altal alkotott EFGH négyszog paralelog-
ramma. A DAB< + DAB« = 180°, ezért a szogfelezOk altal meghatarozott szogekre teljestil,
hogy HAB< + HBA<% = 90°, tehat az ABH haromszog harmadik szoge 90°. Az EFGH négyszog
minden szogérél ugyanigy belathatd hogy 90°, ezért az EF GH négyszog téglalap. tgrey = XY.

Az AQDA = BCSA, valamint egyenld szartiak is, mert két-két oldaluk b hosszisagu és kozbezart
szogilik 30°. Az egyenld szarti haromszogben a szarszog szogfelezoje merdlegesen felezi az alapot,
ezért a DQ és BS szakaszok felezpontjai E illetve G = EG a QBSD paralelogramma kézépvona-
la. EG | QB = EG = 5. AGEH< = QAE« = 15°, mert egyallasuak. Az EGH derékszogl harom-

szogben x = 5-sin15°¢és y = 5- cos 15°, igy a keresett tertilet:

. 25 25
tgrey = XY = 25-sin15°-cos 15° = 7sm 30° = Vi 6,25.

7. Az ABC haromszog C csucsabol allitson merdlegeseket az A és B csucsbol induld belso €s kiilsd
szogfelez6kre! Mutassa meg, hogy a négy merdleges talppontja egy egyenesre illeszkedik!

|

Megoldas:

7
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Legyenek az A és B csucsol indulo belsé szogfelezok f, és fp, a kiilsd szogfelezok pedig g, €s gp-
A C csucsbol e szogfelezOkre allitott merdlegesek talppontjai Ty, T,, T3, Ty . A haromszog barme-
lyik csticsahoz tartozo bels6 és kiils6 szogfelezOk merdlegesek egymasra, ezért a T;AT,C és a
T3BT,C négyszdgek mindegyik szdge 90°, igy téglalapok.

o AT, AT,C téglalapban az AC és T;T, atlok felezik egymast és metszéspontjuk P. A téglalap
oldala egyenld szdgeket zar be a végpontjaibdl indulo atlokkal. PAT, <« = PT,A« = T,ABX =
a = PT, || AB. Mivel a P pont felezi az AC oldalt, a T; T, 4tl¢ illeszkedik az ABCA P-n at-
mend AB-vel parhuzamos kozépvonalanak egyenesére.

e Hasonloan a T3BT,C téglalap esetében ugyanigy megmutathato, hogy a T3T, atlo illeszkedik
az ABCA BC oldalanak Q felezOpontjan atmend atmend AB-vel parhuzamos kézépvonalanak
egyenesére.

Mivel az AB-vel parhuzamos k6zépvonal egyértelmiien meghatarozott, ezért a Ty, T, T3, T, pontok
egy egyenesre illeszkednek.

Tiikrozze egy tetszOleges haromszog magassagpontjat az egyik oldal felezopontjara! Bizonyitsa
be, hogy a tiikdrkép illeszkedik a haromszdg kore irt korére!

Megoldas:
Ha az ABCA hegyesszogii, akkor az M magassagpontja a haromszog belsé pontja. Legyen M’ a
magassagpont F, oldalfelez6 pontra vonatkozo tiikdrképe!

Megmutatjuk, hogy az AM'BC négyszog hurnégyszog.

4 )

\ | )

T,és Ty, az Ailletve B cstcsbol indulé magassagok talppontjai. A T,MT,C négyszogben a T, és Ty,

szemkozti csucsoknal derékszogek vannak, ezért e négyszogben a szemkdzti szogek 0sszege 180°.
A hurnégyszog-tétel megforditasa alapjan a T, M T, C négyszog hurnégyszog, igy a € csucsnal 1€vo
v szoggel szemben az M cstcsnal 180° — y szdg van.

AT,MT,4 = AMB4, mert csticsszogek, vagyis AMB4 = 180° —y.

Az M magassagpont F.-re valo kozéppontos tiikrozése miatt az AM'B& = AMB< , mert egymas-
nak tiikorképei, ezért az M’ csticsnal is 180° — y szdg talalhatd. Azt kaptuk, hogy az AM'BC
négyszog szemkozti € €s M’ csucsainal 1évo szogeinek Osszege y + (180° — y) = 180°, vagyis a
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hurnégyszog-tétel megforditasanak értelmében az AM'BC hurnégyszog. Tehat az M’pont rajta van
az ABCA koré irhat6 korén.

Mivel az F. nem kitlintetett, ezért az allitas mindegyik oldalfelez6 pontra igaz.

Ha az ABCA tompaszdgii, akkor magassagpontja kiviil van a haromszogon. Az alabbi abra alapjan
a fentihez hasonldé modon igazolhato az allitas.

( )

g M
y N
=
180°-y
1

. J

Ha az ABCA derékszogl, akkor magassagpontja a derékszogii csucsa, M = C. Ezt tiikrézve a be-
fogok felezési pontjaira, a haromszog A illetve B cstcsait kapjuk, amelyek nyilvanvaldan rajta
vannak a koré irt koron. Ha az atfogd felezési pontjara tiikrozziik a derékszogl csucsot, akkor az
AM’BC téglalapot kapjuk, ami hiirnégyszog, tehat igaz az allitas.

Legyen AB egy adott kor rogzitett hiirja, és mozogjon a € pont a koron. A € pont milyen helyzeté-
ben lesz az ABCA terlilete, illetve keriilete maximalis?

—

Megoldas:
A teriilet vizsgalata:

Az ABCA teriilete t = %. Mivel AB rogzitett, a teriilet akkor maximalis, ha az m, magassag
maximalis. Az adott kérben az AB szakasz a ra merdleges hurokat két szakaszra bontja. A € pont
mozgasa soran az m, magassag e szakaszok egyike. Figyelembe véve, hogy egy korben a leghosz-
szabb hur az atmér6, az m, magassag és igy a teriilet is akkor maximalis, ha a Cpont az 4 és B
pontok altal hatarolt korivek koziil a nem révidebbik felezOpontja.

( 3 3 )
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Diszkusszio:

e 1lilyen pont van, ha ABnem az adott kor atmérdje.
e 2ilyen pont van, ha AB az adott kor atméréje.

A kertilet vizsgalata:

Az ABCA keriilete k = AB + BC + CA. Mivel AB rogzitett, ez akkor maximalis, ha a BC + CA
Osszeg maximalis. Mérjiik fel az AC szakasz Cn tli meghosszabbitasara C-t6l kezd6déen a BC
szakaszt! CC' = BC. Ekkor AC’ = BC + CA, tehat az AC' hosszanak maximumat keressiik.

Legyenek F; és F, az adott kor 4 és Baltal hatarolt koriveinek felezépontjai. Mozogjon C eldszor
az F;-et tartalmaz6 i, koriven és legyen az ABCA-ben y < 90°.

Ay szdg a BC'C egyenl6 szart haromszog C cstucsnal levd szarszogéhez tartozo kiilsd szog, ezért a
BC' alapon fekvd szogeinek nagysiga g Emiatt a € pont mozgasa soran €’az AB folotti % szogl
latoszog-koriven mozog. Ha € = F;, akkor az AC = CB = CC' miatt C pont az AB szakasz f616tti
g szogl latoszog-koriv kozéppontja és az AC pedig az atmérdje.

Ha C az F,-t tartalmazo i, koriven mozog, akkor az ABCA-ben a C-nél levé belsé szog y' =
180° — y, tehat y' = 90°. C = F, esetén az el6z0 esethez hasonloan AC az AB f616tti y?' szogu la-
toszOg-koriv atmérdje.

e ; ; A

_ “ | Y,

Egy korben a leghosszabb hur az atmérd, ezért

e hay = 90° akkor az AB feletti g, illetve % sz0ghoz tartoz6 latoszog-korivek egyenld atméro-
jiek. Ebben az esetben a keriilet a C = F; és C = F, helyzetben maximalis;
e hay < 90° akkor az ARB feletti g sz0ghoz tartozd 14t6szog-koriv atmérdje nagyobb ay;’ sz0g-

hoz tartozonal. Ebben az esetben a kertilet a C = F; helyzetben maximalis.

10. Egy 13 és egy 6 cm sugaru korong kozéppontjainak tavolsaga 35 cm. Milyen hosszu feszes szijra
van sziikség keresztezett szijhajtas esetén?
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Megoldas:

. J

A meghajt6szij hdrom részbdl all. Az R = 13 cm sugaru K; kdzépponta kor iy ivébol, a kdrok két
kozos belso e érintdszakaszabol, valamint az r = 6 cm sugaru K, kdzéppontu kor i, ivébol.
A K, K> E derékszogli haromszdgben a Pitagorasz-tételt felirva
KiE? + EK? = K, K2,
ahol KLE=R+r=13+6=19cm, K;K, = 35cmés K,E = e.
Ezeket felhasznalva a 192 4 e2 = 352 egyenletbél e = V352 — 192 = 29,39 cm adédik.

Az i, és i, korivekhez tartozo kdzépponti szogek egyenldk, mert a két adott kor kézéppontosan
hasonl6 a k6zos belso érinték és a K K, szakasz M metszéspontjara nézve. Az iy képe i,.

A K, K, E derékszdgii haromszdgben

K.E 19 1
= — =~ °,
KK, 35  7°0

cosa =

Az iy és i, ivekhez tartozo o kozépponti szog kozelito értékét felhasznalva:

360° — 2a = 245,76°.

R
180°

7T
180°

iy =245,76°- ~ 55,76 cm és i, = 245,76° - ~ 25,74 cm.

A kereszthajtashoz i; + 2e +i, = 55,76 + 229,39 + 25,74 = 140,28 cm hosszusagiu szij
sziikséges.

. Egy 12 egységnyi hosszu AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadold pontja a € pont. Az AB, AC és
CB szakaszok, mint atmérok folé félkoroket rajzolunk az AB egyenes ugyanazon oldalan. Mekkora
annak a kornek a sugara, amely érinti mindharom félkort?

Megoldais:

Az abran lathato k kor r sugarat keressiik. r; = 2, r, =4, r3 = 6. Legyen x = KT és KT 1 AB,
valamint y = TK,! A megoldas soran t6bbszor felhasznaljuk azt, hogy két érintkez6 kor kozép-
pontjai és az érintési pont egy egyenesre illeszkednek.

16



A K;TK derékszogii haromszogben a Pitagorasz-tétel:

K,T? + x? = K;K?,
ahol KiT=K,K, —y=6—y, KKK=r+r=2+r.
Ezeket beirva (6 — y)? + x? = (2 + r)? adédik.
A TK,K derékszogli haromszdgben a Pitagorasz-tétel:

x% +y? = K,K?,

ahol K,K = 1, + r = 4 + r, amit behelyettesitve az x2 + y2 = (4 + r)? egyenletet kapjuk.
A TK3K derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel:

x? + TK;* = K3K?,
ahol TK; =y —K3K, =y —2, K3GK=K;G—r=1r3—r=6—r.
fgy az x% + (y — 2)? = (6 — r)? egyenlethez jutunk.

( . )

A K1 T C Yy K3 K2 B

\_ J

E harom egyenlet x-re, y-ra €s r-re nézve egy haromismeretlenes egyenletrendszert alkot.
6—v)2+x2=(2+71)?
x2+y2=(4+1)?
x2+(y—2)2=(6—-1)?
Az egyenletek bal oldalain a zardjelfelbontasokat elvégezziik:
36 — 12y +y? +x2 = (2 +71)?
x2+y2=(4+1)?
x2+y2—4y+4=(6-1)
Az els6 és harmadik egyenletben az x% + y? helyére a masodik egyenlet alapjan behelyettesitjiik a
(4 +7)%-et,igya
36 —12y+(4+1r)2=2+71)?
{ (4+7r)—4y+4=(6-71)°
kétismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk. Ebbdl a zarojelfelbontasok és rendezések utan a
kétismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk. Ebbdl a zarojelfelbontasok és rendezések utan a
{ 20r—4y =16
4r — 12y = —48

adodik, amit megoldva az r = % eredményt kapjuk.
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12. lgazolja, hogy ha egy hurnégyszog atloi merdlegesek egymasra, akkor az atlok szeleteire mint

atmérokre rajzolt korok teriileteinek 0sszege egyenlo a négyszog koré irt kor teriiletével. ]

Megoldas:

. J

Az ABCD hurnégyszogben AC L BD. Az abra jeloléseit hasznalva a bizonyitando allitas az, hogy

az x,y,v,z atmérdju korok teriileteinek Osszege egyenld az r sugarti kor teriiletével, azaz
2 2 2

) ot Q) nr ) wr () m=rem
ami az x2 + y? + v2 + z2 = 4r? dsszefliggéssel egyenértékii.
4 )

. J

Az MAB és MCD derékszogli haromszogekben a Pitagorasz-tételt felirva:
2

x2+y?=a
v+ 2% =2
E két egyenletet 6sszeadva az x? + y2 + v? + z2 = a® + ¢? Ssszefiiggést kapjuk.

Az MBC deréksz6gli haromszogben a € csucsnal a szog, a B cstcsnal pedig o potszoge: 90° — a
szO0g van.

A BCA4% keriileti sz0g és a BKA4 kdzépponti sz0g ugyanazon ivhez tartoznak, ezért a keriileti és
kozépponti szogek tétele miatt az AF; K derékszogli haromszogben a K cstcsnal o sz6g van. Az
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10.

11.

12.

13.

14.

S vie

AF, K derékszogli haromszogben sin @ = 4 = a = 2r sin . Hasonléan a KCF, derékszogl ha-

romszogben ¢ = 2rsin(90° — @) = 2r cos a.
1
—_—P
Ezek alapjan a? + ¢? = 4r?sin®a + 4r%cos?a = 4r?(sin2a + cos?a) = 472,
Masrészt tudjuk, hogy a? + ¢? = x? + y? + v? + z2, tehat x? + y? + v? + z? = 42, ami a bi-
zonyitand¢ allitas igaz voltat jelenti.

Ajanlott feladatok

Bizonyitsa be, hogy egy haromszdg stulyvonalainak 6sszege kisebb a haromszog keriileténél, de
nagyobb a keriilet haromnegyedénél!

Hosszabbitsa meg egy négyzet két atlojat az egyik iranyban a négyzet oldalanak hosszaval! Iga-
zolja, hogy a meghosszabbitassal nyert két pont a négyzet valamelyik csticsaval egyenl6 szara ha-
romszoget alkot!

Osszon fel egy egységnyi hosszusdgu szakaszt két olyan részre, hogy a részekre mint oldalakra
rajzolt szabalyos haromszdgek teriiletének dsszege minimalis legyen!

Egy haromszog két oldala 10 és 15 egység, az ezekhez az oldalakhoz tartoz6 magassagok 0sszege
megegyezik a harmadik magassaggal. Szamitsa ki a harmadik oldalt!

Egy trapézt két atloja négy haromszogre bont. A parhuzamos oldalakon nyugvé haromszogek
tertiilete 9 és 4. Mekkora a trapéz teriilete?

Egy rombusz egyik atloja a beirhato kor sugaranak négyszerese. Mekkora a rombusz teriilete, ha a
beirhat6 kor sugara r ?

Egy egységsugaru kor atmérdje folé olyan egyenld szaru haromszoget szerkesztiink, melynek
szarszoge 36°. Hatdrozza meg a haromszog kordn kiviili részének teriiletét!

Mekkorak annak a haromszognek a szdgei, amelyben a magassagok 0sszege a beirt kor sugaranak
kilencszerese?

Bizonyitsa be, hogy egy négyszog (feltéve, hogy nincsenek parhuzamos oldalai) akkor €s csak
akkor hurnégyszog, ha a két-két szemkdzti oldalegyenesei altal alkotott két szog szogfelezdje me-
réleges egymasra.

Két egymast kiviilrol érintd kor sugara 4, illetve 9 egység. Egyik kozos kiilso érintdjiik a két kort
E, illetve F pontokban érinti. Szamitsa ki annak a kornek a sugarat, amely érinti a két adott kort, és

E és F kozott a kozos kiilso érintot!

Tiikrozze egy hegyesszogli haromszog magassagpontjat az egyik oldal egyenesére! Bizonyitsa be,
hogy a tiikorkép illeszkedik a haromszog koré irt korére!

A kq kort a k, kor az A pontban érinti beliilr6l. A k, kort az £ pontban érinti az € egyenes, €s ez a
k, kort a Bés a C pontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy az AE egyenes felezi BAC< szbget!

Bizonyitsa be, hogy a haromszog koré irhatdo korének tetszdleges pontjabol a haromszog
oldalegyeneseire bocsajtott merdlegesek talppontjai egy egyenesre illeszkednek!

Bizonyitsa be, hogy barmely hegyesszogli hdromszogben a magassagvonalak a magassagok talp-
pontjai altal meghatarozott haromszog belso szogfelezoi!

19



Az ajanlott feladatok megoldasa

1. Bizonyitsa be, hogy egy haromszdg sulyvonalainak 6sszege kisebb a haromszog keriileténél, de
nagyobb a keriilet hAromnegyedénél!

Megoldas:

G : y,

Tiikrozziik a haromszog C cstcsat a szemkozti AB oldal F felezépontjara! C tikkorképe C'. A tiik-
r6zés miatt az AC'BC négyszdg paralelogramma. Irjuk fel a haromszog-egyenlétlenséget az
AC'CA-re: a + b > 2s.. Ugyanigy eljarva az A és B cstcsokkal, a b + ¢ > 25, ésaza + ¢ > 25,
egyenlGtlenségeket kapjuk, melyeket Osszeadva a 2a + 2b + 2¢ > 2s, + 253, + 25, egyenlotlen-
séghez jutunk, amelybdl az els6 bizonyitando allitast kapjuk: a + b + ¢ > s, + 53 + 5.

frjuk fel a haromszog-egyenlotlenséget az ABSA, a BCSA és a CASA haromszogekre:
ABSA: %sa +§sb > ¢; BCSA: %sb +§SC > a; CASA: %sc +§sa > b.
Adjuk 0ssze a harom egyenlétlenséget! gsa + %Sb + %SC > a+ b+ c, amibol adodik a bizonyi-

tando s, + s, + Sc > z(a + b + c) allitas.

( )

. J

2. Hosszabbitsa meg egy négyzet két atlojat az egyik iranyban a négyzet oldalanak hosszaval! Iga-
zolja, hogy a meghosszabbitassal nyert két pont a négyzet valamelyik csticsaval egyenl6 szara ha-
romszoget alkot!
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Megoldas:

\ \
D 3259 c

a

E

. J

A négyzet AC atlojanak meghosszabbitasaval az F pontot kaptuk, a DB atlé meghosszabbitasaval
pedig az E pontot. A tengelyes szimmetria miatt elegendé megvizsgalni az EFD ¢és az EFC ha-
romszogeket.

o Az EFM haromszog egyenl6 szara derékszogii haromszog, mert két oldala az egymasra mero-
leges atlokon van, és ez a két befogo a félatlok egyenld mértékli meghosszabbitasai. Hegyes-
szOgeinek nagysaga 45°.

o A DCF haromszog két oldala a hosszasagu, ezért egyenld szar(. DF alapjan 1évé szdgei
egyenlok (22,5°).
o Az FDE haromszog egyenl6 szarti, mert a DF oldalan fekv6 szogei egyenl6k (67,5°).

e Az EFC haromszogben CFE« = 45°, CEF<« < 45°, mert C az M és F pontok kdzott van, igy
az ECF« > 90°, tehat nincs két egyenld szoge, ezért nem lehet egyenld szaru.

Tehat ha a négyzetnek az EF egyenesétdl tavolabbi két csucsaval kotjiik 0ssze az EF szakasz vég-
pontjait, akkor egyenl6 szarti haromszogeket kapunk.

Osszon fel egy egységnyi hosszisagu szakaszt két olyan részre, hogy a részekre mint oldalakra
rajzolt szabalyos haromszogek teriiletének dsszege minimalis legyen!

Megoldas:

A 1—a c a B

Osszuk fel az AB egységszakaszt a B ponttal egy a és egy (1 — a) hossziisagh szakaszra. A folé-
jik rajzolt szabalyos haromszogek t = t; + t, teriiletdsszegének minimumat keressiik.
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t=t, +t, = V3. Ly, vs
1t 4 4 2 \* 772 8

A teljes négyzetté alakitott formabdl lathaté hogy a masodfokl tag egyiitthatdja pozitiv, tehat a

(1—a)2\/§+a2\/§=\/§( 1)2 V3

t(a) figgvény képe felfelé nyild parabola, ezért van minimuma. A minimalis teriiletosszeg a = 2

esetén lép fel, és értéke g. Tehat két egyenl6 részre kell osztanunk az egységszakaszt.

Egy haromszog két oldala 10 és 15 egység, az ezekhez az oldalakhoz tartoz6 magassagok 0sszege
megegyezik a harmadik magassaggal. Szamitsa ki a harmadik oldalt!

Megoldas:

Me+ Mg

L J

Legyen a = 10 és ¢ = 15. Keressiik a b oldal hosszat. frjuk fel az ABCA teriiletét mindharom ol-
dalanak és a hozzéjuk tartoz6 magassagok segitségével!

cme  15m¢

I.t=
' 2 2 15m, 10m, 2mg 5mg
= — = — = = .
1. t = Y _ 10mg 2 2 Me 3 M+ Mg 3
) 2 2
smg
I, ¢ = bmetma) _ P75 sbmg
) 2 6
; o . 1o 10M Sbmg ,
11. és I1I. 6sszevetéséb6l —=* = —*2, igy b = 6.
2 6

Egy trapézt két atloja négy haromszogre bont. A parhuzamos oldalakon nyugvé haromszogek
teriilete 9 és 4. Mekkora a trapéz teriilete?

Megoldas:

A B
L J

o Az ABCA és az ABDA teriilete egyenld, mivel az AB oldaluk k6z6s és a hozza tartozé magas-
sag egyenl6 a két haromszogben. E két egyenld teriiletii haromszogekbdl az ABE A elhagyasa-
val keletkezo AEDA és EBDA teriiletei is egyenlok, mert egyenld teriiletekbdl ugyanazt a terii-
letet elvéve egyenld teriileteket kapunk. (Az abran t;-gyel jelolt teriiletek egyenldk.)
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e Az AEDA és az ECDA D csucsbol induld magassagaik kozosek, ezért teriiletiik aranya
AE:EC = x:y.

o Az ABEA~ECDA, mert megfeleld szogeik paronként egyenl6k. Hasonlo sikidomok teriileté-
nek aranya egyenld a hasonlosag aranyanak négyzetével = 5 = \/g = \E = ;

t X 3
e l=-s4=>t=6.
t y 2

A trapéz teriilete igy T + t + 2t; = 25.

Egy rombusz egyik atloja a beirhato kor sugaranak négyszerese. Mekkora a rombusz teriilete, ha a
beirhato kor sugara r?

Megoldas:

OP L CD, mert az ABCD rombusz beirt korének és CD oldalanak P érintési pontjaba hiizott sugar.
Az OPC derékszoglh haromszog OC = 2r atfogoja kétszerese az OP = r befogoénak = OCP<x =
30°. Az ABCD rombusz szimmetrikus az AC atlojara = BCD<« = 60°, és a BCDA szabalyos ha-
romszog.

Az ABCD rombusz szimmetrikus a BD atldjara is, ezért teriilete t = 2tgcpa. A BCD szabalyos ha-

romsz0g magassaga 2r = a ?, amelybdl a =r %§ kovetkezik.

2
A rombusz teriilete: t = 2tgcpp = 2+ a? -\/TE = (r:—\/g) B 288

2 3

Egy egységsugari kor atmérdje f6lé olyan egyenld szarti haromszoget szerkesztiink, melynek
szarszoge 36°. Hatarozza meg a haromszog kordn kiviili részének teriiletét!

Megoldas:




A keresett teriilet: t = tABCA -2 tFBGA - tFGka)T‘Cikk'

Az ABC egyenld szari haromszog szarszoge y = 36°, igy az alapon fekvo szogeinek nagysaga
ABFC _ 2tga

a = 72°. Az FBC derékszogl haromszogben FC = tga, igy typca = > 2

= tga.

ABCA~FBGA, mert egyenl6 szaraak és az alapon fekvd szogeik megegyeznek.
FB'FG'siny _ 1-1'siny _ siny
2 o2 T2

Az FBGA szarszoge szintén y, = tpgea =

FBGA = AFHA, mert egy-egy oldaluk, és a rajta fekvo két szogiik egyenld = trpea = tarna-

Az egységsugart korben az FGH korcikkhez tartozo kdzépponti szog: § = 180° — 2y = 108°.

¢ _108°_ 2_7_[_371
FGHkoOrcikk — 360° ~ 10

SV 3T 9720 — sin36° — 22 ~ 1,547.
2 10 10

Ezeket felhasznélva: t = tga — 2

8. Mekkorak annak a haromszdgnek a szdgei, amelyben a magassagok Osszege a beirt kdr sugaranak
kilencszerese?

Megoldas:
Legyen m,,my,m, az ABCA harom magassaga, r pedig a beirhat6é korének sugara. Megmutat-
juk, hogy m, + my, + m, = 9r.

e, amelybsl m, = % Ezta b és c oldalakkal is felirva:

o A haromszog teriilete t =
+ my + 2t (1 iy 1)
m m m,=2t-|—+—-+-)

a b c a b c

a+b+c) adodik, hogy 2t = r(a + b + ¢). Ezt behelyettesitve

« At=rs teriletképletbsl (s =

1 1 1
mg + my, + mc=r(a+b+c)(a+—+z).

b
o A feladatban szerepl6 allitas akkor teljesiil, ha (a + b + ) G + % + %) = 9. Zarojelfelbontas
. e e b b . . .
¢s rendezés utan az (% + H) + (Z + %) + G + %) = 6 egyenlbéséghez jutunk. Mivel a, b, ¢ po-

zitiv szamok, a bal oldalon egyik tort nevezdje sem nulla. A harom zar6jel mindegyikében egy
pozitiv szdmnak és a reciprokdnak Osszege szerepel, amelyrdl tudjuk hogy legalabb 2, tehat

(a+b)+<b+c>+(c+a)>6
b a c b a ¢/

Egyenldség akkor €s csak akkor allhat fenn, ha mindharom zardjeles tag érteke 2, ami az

% = g = g = 1 esetén teljesiil, azaz ha a = b = c. Ezért az ABCA egyenl6 oldalu, tehat mind-

harom szoge 60°.
9. Bizonyitsa be, hogy egy négyszog (feltéve, hogy nincsenek parhuzamos oldalai) akkor és csak

akkor hiirnégyszog, ha a két-két szemkozti oldalegyenesei altal alkotott két szog szogfelezdje me-
réleges egymasra.
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Megoldas:

a) Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor két-két szemkozti oldalegyenese altal alkotott két szog
szogfelezdje merdleges egymasra.

4 )

fr_,,-"'

Legyen a hurnégyszog AB ¢és DC szemkozti oldalegyeneseinek metszéspontja E, az AD és BC

oldalegyeneseké pedig F. Ezek léteznek, mert nem parhuzamosak a szemkozti oldalak.

e Az ABCD hurnégyszogben a +y = 180°. Az FAH« = y, mert a mellékszoge.

e AzZEHM<« =p +y, mertaz FHAA H-nal 1évo kiils6 szoge.

e AZEGM<« =p+y, mertaz FCGA G-nél 1évo kiils6 szoge.

Ebbdl kovetkezik, hogy a HGEA egyenld szara haromszog. Ennek HG alapja illeszkedik az fr

szogfelezore, és tudjuk hogy az egyenld szarti haromszog szarszogének szdgfelezdje merdleges az

alapra, tehat fr L fz (w = 90°).

b) Ha egy négyszog két-két szemkozti oldalegyenese altal alkotott két szog szogfelezdje merdle-
ges egymasra, akkor a négyszog hurnégyszog.

4 \ )

». f"',/"’
L -7

\
3 .
\

\JE
\
\
\

Megmutatjuk, hogy az ABCD négyszog A és C szemkdzti csucsainal 1évo szogeinek dsszege 180°,
azaz a +y = 180°.
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10.

A HGEA egyenl6 szaru, mert az f szogfelezéje merdleges a szemkozti f oldalegyenesre.

Az EHM és EMG derékszogili haromszogekben a H és G csucsoknal egyarant 90° — & nagysa-
gl sz6g van.

Az EHM<« az FHAA H-nal 1év0 kiils6 szoge, ezért w = 90° — ¢ — p.
Az EGM<« az FCGA G-nél 1év0 kiils6 szoge, ezért y = 90° — ¢ — p.

Ebbdl kovetkezik, hogy w = y. Viszont tudjuk, hogy a + w = 180°, mert mellékszogek, igy
a +y = 180°, tehat az ABCD négyszdg szemkdzti szogeinek dsszege 180°, azaz hurnégyszog.

Két egymast kiviilr6l érintd kor sugara 4, illetve 9 egység. Egyik kozos kiilso érintdjiik a két kort
E, illetve F pontokban érinti. Szamitsa ki annak a kérnek a sugarat, amely érinti a két adott kort, és
E¢és F kozott a kozos kiilso érintdt!

Megoldas:

\_ J

A feladatnak megfeleld elrendezés a fenti abran lathato. r; = 4,1, = 9. A ks kor a két kor kdzos

kiils6 érintdinek szerkesztésekor hasznalt r, — r; sugar kor. A k kor r sugarat hatarozzuk meg.

Mindez a{

A zarojelfelbontas és rendezés utan kapott {

A K,K,] derékszogli haromszdgben a Pitagorasz-tétel: K,J? + K,J? = K, K%, ahol K;K, =
7‘1 + TZ = 13, K2] = Tz - 7"1 = 5 EZéI‘t K]_] = V132 - 52 = 12, aml a kl éS kz kOI‘Ok EF
ko6z6s kiils6 érintdszakaszanak hossza is egyben.

A K;KH derékszogii haromszdgben a Pitagorasz-tétel: K;H? + HK? = K;K?, ahol K;H =
rn—r=4-r,HK=12—x,KiK=r+r=4+r.

fgya (4 —7r)% + (12 — x)? = (4 + r)? egyenletet kapjuk.

A K,IK derékszdgii hdromszogben a Pitagorasz-tétel: K,12 + IK? = K,K?, ahol K,I =1, —
—1T=9-1IK=x,KbK=r,+r=9+r.

gy a (9 —r)% + x% = (9 + r)? egyenlethez jutunk.

— )2 )2 = 2
(4 =m)7+ 2(12 ) *) (4 —l; ) két ismeretlenes egyenletrendszerhez vezet.
O-7r)y+x=0O+r)

(12 —x)? = 167
x? =36r
5x%2 —216x + 1296 = 0

egyenletrendszerbdl az
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11.

12.

masodfoka egyenlethez jutunk, melynek x; = 36, és x, = % a két gyoke. Ezekbdl r-re két meg-

36

oldas adodik, r; = 36¢és1, = e Mivel a feladat azt a kort keresi, amely az E és F kdzott érinti a

Lt g n . 36 - . .
kozos kiilso érintét, a feladat megoldasa az r = e (Az r; = 36 sugart kor az abran a k' kor.)

Tiikrozze egy hegyesszogli haromszdg magassagpontjat az egyik oldal egyenesére! Bizonyitsa be,
hogy a tiikorkép illeszkedik a haromszog koré irt korére!

Megoldas:

Az ABCA hegyesszogl, ezért M magassagpontja a hdromszog belsejében van. Legyen az M ma-
gassagpont AB oldalegyenesre vonatkozo tiikorképe M'! Megmutatjuk, hogy az AM'BC négyszog
harnégyszog.

A T,és Ty, pontok az Ailletve B cstcsbol induld magassagok talppontjai. A T, MT,C négyszogben
a T,és Ty, szemkozti csucsoknal derékszogek vannak, ezért e négyszogben a szemkdzti szogek 0Sz-
szege 180°. A hurnégyszog-tétel megforditasa alapjan a T, MT,C négyszdg hurnégyszog, igy a €
csucsnal 1év6 vy szoggel szemben az M csucsnal 180° — y szdg van.

A T,MT,<« = AMB<, mert csucsszogek, vagyis AMB< = 180° — y.

r )

\_ J

Az M magassagpont AB oldalegyenesre valo tengelyes tiikkrozése miatt az M’ csucsnal is 180° — y
szOg talalhato. Azt kaptuk, hogy az AM'BC négyszog szemkozti € és M’ csucsainal 1évé szogeinek
Osszege y + (180° —y) = 180°, vagyis a hurnégyszog-tétel megforditasanak értelmében az
AM'BC harnégyszog. Tehat az M’ pont rajta van az ABCA koré irhaté korén. Mivel az AB oldal
nem Kitiintetett, ezért az allitas a haromszog mindegyik oldalara igaz.

A kq kort a k, kor az A pontban érinti beliilr6l. A k, kort az £ pontban érinti az € egyenes, €s ez a
ki kort a Bés a Cpontokban metszi. Bizonyitsa be, hogy az AE egyenes felezi BAC« szoget!

Megoldas:
Az alabbi abra jeloléseit hasznalva a bizonyitando allitas: BAE<« = CAE<, azaz 0 = w.

o A két kor kozos A érintési pontjaban felvessziik a kozos érintét. Az A4 csticsu a szOg a k, kor-
ben a z6lddel jelolt AQ iven nyugvo érintdszaru keriileti szog. Ugyanezen iven nyugvo keriile-
ti sz0g a k, korben az APQ< szog is, igy APQ< = «a.
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e Az A csucst a szog a kq korben a zolddel jelolt AB iven nyugvo érint6szara keriileti szog.
Ugyanezen iven nyugvo keriileti szog a k; korben az ACB«X szog is, igy ACBX = a. Az AC
szakasznak ugyanazon oldalan van a Q és a B pont is, ezért az APQ<¥X = ACB< egyenldségboil
kovetkezik, hogy PQ |l CB.

e Ak, korben a g-val jelolt szogek egyenlok, mert egy iven nyugvo keriileti szogek.

e A PQE<« = QEB<, mert valtoszogek, igy o = w, vagyis AE felezi a CAB«-et, amit bizonyi-
tani akartunk.

.

13. Bizonyitsa be, hogy a haromszog koré irhaté korének tetszleges pontjabol a haromszog
oldalegyeneseire bocsajtott merdlegesek talppontjai egy egyenesre illeszkednek!

Megoldas:

Legyen az ABCA koréirt k korének egy tetszOleges pontja P. P-bdl az oldalegyenesekre bocsajtott
mer6legesek talppontjai T,, Ty, T.. f; & T, kez6ponti T.-n atmend félegyenes, f, pedig a T,
kezéponth Tj,-n atmend félegyenes. Megmutatjuk, hogy az f; és f, félegyenesek egy egyenest al-
kotnak.

4 ‘ 7 A
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14.

e A CPTyA és a PCT,A kdz6s atfogdju derékszogii haromszogek, igy a Thalész-tétel megfordi-
tasanak értelmében csucsaik a CP atmérdjii k, koron helyezkednek el. A k, korben a
CPTy<x = CT, Ty« = w, mert azonos iven nyugvo kertileti szogek.

e Hasonloéan a BPT,A és a BPT_A kozos atfogdju derékszogii haromszogek, igy a Thalész-tétel
megforditasanak értelmében cstcsaik a BP atmérdji k; koron helyezkednek el. A k; korben a
BPT.« = BT,T.« = o, mert azonos iven nyugvo keriileti szogek.

o A feltételek miatt az ABPC négyszog hiirnégyszog, ezért a BPC« = 180° —a = ¢ + 0.

o Az AT.PA és az APT,A kozos atfogoju derékszogih haromszogek, igy a Thalész-tétel megfor-
ditasanak értelmében csucsaik az AP atmér6jii ks koron helyezkednek el. gy az AT.PT, hir-
négyszoghen T.PT, & = € + w.

Azt kaptuk, hogy 180° —a = ¢ + w = ¢ + 0, amibdl w = g, illetve CT,T,<« = BT, T, < kovetke-

zik. E két sz6g kozos csucsu, T, B és T, C szaraik egy egyenest alkotnak, masik szaraik —az f; és

f> félegyenesek — az AB egyenes ellentétes oldalan helyezkednek el, ezért azok is egy egyenest al-
kotnak, tehat a T,, T, T, talppontok is egy egyenesre illeszkednek.

Bizonyitsa be, hogy barmely hegyesszogli haromszdgben a magassagvonalak a magassagok talp-
pontjai altal meghatarozott haromszog belsé szogfelezoi!

Megoldas:

Az ABC hegyesszogli haromszog magassagainak talppontjai D, E, F. Megmutatjuk, hogy az FC
magassag a talpponti haromszogben az EFD<« szogfelezdje.
o Az AFC és az ADC derékszogii haromszogek AC atfogoja kozos, ezért a Thalész-tétel

megforditadsa miatt az AFDC hurnégyszog az AC atmérdji k, kdrben. Hasonloan a CEFB
négyszog hiirnégyszog a BC atmérdji k, korben.

o A f3-val jelolt szogek egyenldk, mert a k, korben 1évé i, iven nyugvo keriileti szogek. Az
a-val jelolt szogek egyenldk, mert a k; kdrben 16v6 i; iven nyugvo keriileti szogek.
o Aza=EBCx = DAC« = 8, mert merdleges szaru szogek.

Ez pedig azt jelenti, hogy a talpponti haromszog F csucsanal 1évé a = S, tehat az FC magas-
sag szOgfelezd a talpponti haromszogben. Mivel FC nem Kkitiintetett, ezért mindharom magas-
sagra igaz az allitas.
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V. Ellenorzo feladatok

Igazolja, hogy egy konvex négyszog szemkozti oldalainak dsszege kisebb, mint atlok dsszege!

Egy r sugari kor koré olyan szimmetrikus trapézt irunk, amelynek parhuzamos oldalai koziil a
hosszabb 2a hosszusagi (a > r). Fejezze ki a trapéz teriiletét a-val és r-rel!

Egy derékszogi haromszdg atfogdja 10 cm, a derékszog szogfelezdje @ cm hosszil. Mekkorak
a befogok?

Egy haromszog oldalai 3, 4 és 5 egység hossztuak. Hany olyan egyenes létezik, amely a haromszog
keriiletét is és teriiletét is két egyenlo részre vagja?

Két kor sugara 5 és 2, kozos kiils6 érintdszakaszuk masfélszer akkora, mint a k6zos belsd érinto-
szakaszuk. Milyen tavol van egymastol a két kor kdzéppontja?

Az r sugari AOB negyedkorben az OA4 és OB sugarak mint atmérok folé egy-egy félkort rajzolunk.
Szamitsa ki annak a kdrnek a sugarat, amely ezt a két félkort és az OAB negyedkort is érinti!

Egy egyenld szart derékszogii haromszog befogdinak a hossza 12 cm. A haromszog mindegyik
csucsa koriil 12 cm sugara kort rajzolunk. Mekkora e harom kor kozos részének teriilete és keriile-
te?

Az ABCD hirnégyszog atloinak M metszéspontjat merdlegesen vetitjiik a négyszog oldalaira. A
vetiileti pontok legyenek P, @, R, S. Bizonyitsa be, hogy a PQRS négyszog érinténégyszog! Bizo-
nyitsa be, hogy ha az ABCD négyszog atloi merdlegesek egymasra, akkor a PQRS négyszog is
htrnégyszog!

Legyen az ABCD érinténégyszogben ABCX = ADC<. A beirt kor az AB, BC, CD, DA oldalakat
rendre £, F, G, H pontokban érinti. Igazolja, hogy EG = HF!

Az ellenérzo feladatok megoldasa

1.

Igazolja, hogy egy konvex négyszog szemkozti oldalainak dsszege kisebb, mint atlok dsszege!
Megoldas:

Az abra jeldléseit haszndlva irjuk fel a hdromszog-egyenlétlenséget az ABMA és CDMA-re.

e ABMA:x+y>a

e CDMA:(f—y)+(e—x)>c

Adjuk 6ssze a két egyenlétlenséget! x + y + (f —y)+(e—x) >a+c =2e+f>a+c.

~N
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2. Egy r sugaru kor koré olyan szimmetrikus trapézt irunk, amelynek parhuzamos oldalai koziil a
hosszabb 2a hosszusagu (a > r). Fejezze ki a trapéz teriiletét a-val és r-rel!

Megoldas:

. J

Az ABCD szimmetrikus trapéz érinténégyszog, ezért belsd szdgfelezdi a beirhatd korének kozép-
pontjan mennek at. A B csucsnal 1év6 szoget 23-val, a C cstcsnal 1évét 2y-val jeloljiik. A trapéz
szarain 1év0 bels6 szogek Osszege 180°, ezért § + y = 90°. Emiatt az OBCA O cstcsanal derék-
sz0g van. Egy korhoz kiils6 pontbol hiizott érintészakaszok hossza egyenld, ezért BE = BF = a,
és CF = CG = x. Az OBC derékszogili haromszog atfogohoz tartozo magassaga r. Erre a magas-

C s . 2 . . . 212 .
sagtételt felirva r = v/xa, ahonnan x = % A trapéz parhuzamos oldalai 2a és 2x = %, valamint
212

. 2a+2—
magassaga 2r. Igy a trapéz teriilete: t = > & . 2r = % (a? +712).

3. Egy derékszogli haromszog atfogoja 10 cm, a derékszog szogfelezdje @ cm hosszi. Mekkorak
a befogok?

Megoldas:
Az a és b befogoju ABC derékszogli haromszog teriiletét kétféleképpen irjuk fel.

ab
2

) t =

* t=tAPc+tPBc=%'¥-sin45°+§-¥-sin45°=(a+b)%

Ezekbdl ab = (a + b) ? kovetkezik.

Az ABC derékszdgli haromszogben a Pitagorasz-tétel: a® + h? = 100.

( )




Az (a + b)? = a? + b? + 2ab azonossagba beirva a fenti eredményeket:
48
(a+b)? =100+ (a+b)7
7-(a+b)>—48-(a+b)—700=0
egyenlethez jutunk, amit (a + b)-re megoldva a+b =14, és a+b = —% adodik. Mivel

a+ b > 0, csak a pozitiv megoldasnak van geometriai jelentése. Innen ab = (a + b) 2—74 = 48.

Az{a+b:14

ab = 48 egyenletrendszer megoldasabdl a két befogd hossza 6 (cm) és 8 (cm).

Egy haromszog oldalai 3, 4 és 5 egység hosszak. Hany olyan egyenes 1étezik, amely a haromszog
keriiletét is és teriiletét is két egyenld részre vagja?

Megoldas:

. J

Az adott ABCA haromszog derékszogii, mert oldalhosszai pitagoraszi szamharmast alkotnak.
tagca = 6 €s kygca = 12. Ezért a levagott teriilet nagysaga 3, a levagott keriiletrészé pedig 6.

Az abran lathatd harom esetet kiillonboztetjiik meg.

xysina
2

a) A keriilet megfelezése miatt x + y = 6, a levagott teriilet pedig = 3. Felhasznalva

4 x+y=6
hogy sina = -4 kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk: { Xy = 15 .
2

Ennek gyokei azx = 3 — % ~ 1,78 ésazy =3 + ? =~ 4,22.

x+y=6

b) A sinf =§ értéket felhasznalva a {x Z 10 egyenletrendszert kapjuk, amelynek nincs

megoldasa.

+y=

6 . .
Xy =6 egyenletrendszerhez jutunk, ami-

¢) Ekkor a lemetszett haromszog derékszogi, igy a {x
nek megoldasa x = 3 —+/3 ~ 1,27 és y = 3 +/3 ~ 4,73. Ez az eredmény pedig geometriai-
lag nem megvalosithatd, mert a 4,73 mindkét befogonal hosszabb.

Tehat egyetlen olyan egyenes létezik, amely megfelel a feltételeknek, és azt az (a) estben kaptuk
meg.

Keét kor sugara 5 és 2, kozos kiils6 érintdszakaszuk masfélszer akkora, mint a k6zds bels6 érinto-
szakaszuk. Milyen tavol van egymastol a két kor kdzéppontja?
Megoldais:

A két kor kozos kiilsé és belsé érintdinek szerkesztési modszerét alkalmazva az abran kialakult
derékszogli haromszogekben a Pitagorasz-tétel segitségével adjuk meg a két kor kdzéppontjanak
x = K; K, tavolsagat. A feltételek szerinte = 1,5f.
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e AK;K,C derékszdgli haromszogben K, C? + K,C? = x2.
Felhasznalva hogy K,C =1, —r; = 3,és K,C = %f, a zfz + 9 = x? egyenlethez jutunk.
e AK;K,D derékszdgii haromszdgben K;D? + K,D? = x2.
Felhasznalva hogy K1D = f,és K,D =1, + 1, = 7,8z f? + 49 = x? egyenlet adodik.
9 r2 — 2
.« A {4f +9=x
f2+49 =x2
4 )

egyenletrendszert megoldva x = 9 a két kor kdzéppontjanak tavolsaga.

. J

6. Az r sugara AOB negyedkdrben az OA és OB sugarak mint atmérdk folé egy-egy félkort rajzolunk.
Szamitsa ki annak a kdrnek a sugarat, amely ezt a két félkort és az OAB negyedkort is érinti!

Megoldas:

Nl =
<
b

[l ]

\. J

Az abran lathato, pirossal rajzolt kor x sugarat keressiik. Az 0AB negyedkor szimmetrikus az OG
egyenesre, ezért az 0T 05 derékszogii haromszog egyenld szara. Atfogdja 005 = r — x, befogoi
pedig OT =T0O5; = % hosszusaguak. Az 0, T 05 derékszogii haromszog atfogdja 0,05 = g + x,

04T befogoja pedig 04T = % - g Ebben a der¢kszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel:
01T2 + TO% = 010%
(r—x r)2+<r—x>2 (r+ )2
- =(=+x),
V2 2 V2 2
V2-1
3v2-1

amelyet x-re megoldva x = r

adodik eredményként.
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7. Egy egyenl6 szart derékszogli haromszog befogdinak a hossza 12 cm. A haromszog mindegyik cst-
csa kortiil 12 cm sugar kort rajzolunk. Mekkora e harom kor k6zos részének teriilete és keriilete?

Megoldas:

Az ABC egyenl6 szart derékszdgii haromszog befogdi r = 12 cm hossziak. A hdrom kor k6zos
részét az abran két iy és egy i, koriv hatarol. Az AECA és a DBCA egyenl6 oldaluak, ezért az i,
ivekhez 60°-0s ko6zépponti szogek tartoznak. Az i; ivekhez az 4 és B k6zéppontl r sugart korok-
ben az egybevagosaguk miatt egyenld teriiletti korszeletek tartoznak. Kozos teriiletiik t;. A € Ko-
z€ppontl r sugart korben az i, ivhez tartoz6 kdzépponti szog 30°, és jeloljiik a hozza tartozo kor-
cikk teriiletét t,-vel. A harom kor kozos része a két t; tertiletli korszeletbdl és a t, teriiletti kor-
cikkbdl tevidik dssze, ezért teriilete t = 2t; + t,. Keriilete pedig k = 2i; + i,.

_rim r%/3 _rim
*hTT TRkt
2 2 2
t=2t+t, ="~ % +— = 12(57 - 6v3) ~ 63,79(cm?).
o i = ZTT”, i, = er—zn, ezeért
511

k=2i;+i, = - = 10 = 31,42 (cm).

8. Az ABCD hurnégyszog atloinak M metszéspontjat merdlegesen vetitjilk a négyszog oldalaira. A
vetiileti pontok legyenek P, @, R, S. Bizonyitsa be, hogy a PQRS négyszog érinténégyszog! Bizo-
nyitsa be, hogy ha az ABCD négyszog atloi merdlegesek egymasra, akkor a PQRS négyszog is
htarnégyszog!

Megoldais:

Megmutatjuk, hogy a PQRS érinténégyszog. Ehhez bebizonyitjuk, hogy az M pontot az oldalakra
esO merbleges vetiileteivel 6sszekotd szakaszok belsé szogfelez6i a PQRS négyszognek.

e Az MQCR négyszogben az R és Q csucsoknal derékszdg van, ezért a Thalész-tétel megfordi-
tasa miatt a CM atmérdji kq korre illeszkednek az MQCR csucsai.

e Hasonloan hurnégyszog a k,korben a PBQM négyszog is.

o A k korben az i ivhez tartozd B csucsu 8 keriileti szog egyenld az ugyanezen ivhez tartozo C
csucst y kertileti szoggel.

o Ak, korben a C cstcsu y keriileti sz0g az i;iven nyugszik, ezért egyenld az ugyanezen iven
nyugvo Q cstucsit RQM<-gel.
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e Ak, korben a B cstcsu 8 keriileti sz0g az iiven nyugszik, ezért egyenld az ugyanezen iven
nyugvo Q cstucst PQM<x-gel.

4 B )

\. J

Tehat azt kaptuk, hogy a PQRS négyszog Q cstucsanal a PQM< = RQM<, igy a QM szakasz fele-
zi a Q-nal 1évo bels6 szoget.

A Q csucsnak nincs Kitiintetett szerepe, ezért ugyanigy belathatd, hogy az RM, SM, PM szakaszok
is felezik a megfeleld belsé szogeket. Ebbol az kovetkezik, hogy az M pont a belsé szogfelezok
kozos pontja, tehat van beirhato kore a PQRS négyszognek, ezért érintdnégyszog.

Ha az ABCD harnégyszog atloira AC L BD teljesiil, akkor belatjuk, hogy a PQRS hurnégyszog is.
Ehhez megmutatjuk, hogy a szemkozti S és Q csucsoknal 1év6 szogek dsszege 180°.

4 )

. J

Az els6 rész bizonyitasa alapjan az abran lathato [-val jelolt szogek egyenlok egymadssal, és ugya-
nigy az a-val jeloltek is. Ezért az S cstcsnal 2a, a Q cstcsnal 28 szdg van. De az atlok merdle-
gessége miatt az ABMA derékszogi, ezért a = 90° — B. Igy a szemkozti két szog Osszege
2(90° — B) + 2 = 180°, tehat ebben az esetben a PQRS négyszog hiirnégyszog is.
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9. Legyen az ABCD érinténégyszogben ABCX = ADC<X. A beirt kor az AB, BC, CD, DA oldalakat
rendre E, F, G, H pontokban érinti. Igazolja, hogy EG = HF!

Megoldas:

\_ J

A BFE haromszog egyenld szaru, mert a B pontbol a beirt krhéz hazott érintdszakaszok hossza

egyenld. Az FE alapon fekvo szogei w = 90° — % E két sz0g az abran kék szinli EF ivhez tartozo
érintdszaru kertileti sz6g. Ugyanezen ivhez tartoznak az FGE<X = FHE< = w kertileti szogek is.
Hasonléan a HGD haromszog is egyenlo szaru, €s alapon fekvo szogei 90° — % = w nagysaguak,

valamint GFH< = GEH<¥ = w. Az FHEX = GFH<X ¢és a HF illetve FH szaruk ellentétes iranyu,
masik szaruk pedig FH egyenesének ellentétes oldalan van, ezért ezek valtoszogek. igy EH || FG
ezért az FGHE hurnégyszog trapéz. A hurtrapéz atloi egyenld hosszak, ezért EG = HF.
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