11. Geometriai transzformaciok

I. Elméleti osszefoglalo

Geometriai transzformacioknak nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyeknek az értelmezési
tartomanya és értékkészlete is ponthalmaz. Ha a transzformacio a P ponthoz a P’ pontot rendeli,
akkor a P’ pontot a P pont képének nevezziik.

Az aldbbiakban a geometriai transzformaciok értelmezési tartomanya €s az értékkészlete is a sik
vagy a tér pontjainak halmaza ¢s a hozzarendelési szabaly kolcsonosen egyértelmii.

Identitas:

Olyan geometriai transzformacié, amely minden ponthoz 6nmagat rendeli.

Tengelyes tiikrozés
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Adott a sikban a t egyenes, ezt a tiikrozés tengelyének nevezziik. A t egyenes minden pontjanak a
képe dnmaga.
Ha a t egyenesre nem illeszkedd P pont képe P’, akkor a PP’ szakasz felezd merdlegese a t egyenes.

Sikra vonatkozé tiikrozés
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Adott a térben az S sik. Az S sik minden pontjanak a képe 6nmaga.
Ha az S sikra nem illeszked6 P pont képe P’, akkor a PP’ szakasz felez6 merdleges sikja az S sik.
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Kozéppontos tiikrozés
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Adott a sikban (térben) az O pont, ezt a tiikrozés kozéppontjanak nevezziik. Az O pont képe 6nmaga.

Ha az O ponttdl kiilonbdzd P pont képe a P’, akkor a PP’ szakasz felezépontja az O pont.

Pont koriili forgatas
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Adott a sikban az O pont és az a iranyitott sz0g. Az O pontot a forgatas kozéppontjanak, az a szdget
az elforgatas szogének nevezziik. Az O pont képe dnmaga.
Ha az O ponttdl kiilonbdzd P pont képe a P’, akkor OP = OP' és POP'4 = a.

Ha a = 180° akkor ez a transzformacid az O kozéppontu kozéppontos tiikrozéssel egyezik meg.

Egyenes koriili forgatas
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Adott a térben a t egyenes és egy a iranyitott szog. A t egyenest a forgatas tengelyének, az a szoget

az elforgatas szogének nevezziik. A t egyenes minden pontjanak a képe dnmaga.

A t egyenesre nem illeszkedd pont esetében meghatarozzuk azt az S sikot, amely merdleges a t
egyenesre ¢s tartalmazza a P pontot. Az S sik és a t egyenes metszéspontja az O pont. A P pont képe

az a P’ pont, amelyre OP = OP' és POP'4 = a.



Eltolas
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Adott a sikban (térben) a v vektor, amit az eltolds vektoranak neveziink. A sik (tér) barmely P

pontjanak a képe az a P’ pont, amelyre PP =v.

Csusztatva tiikrozés (sikban)
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Adott a sikban a t egyenes és az egyenessel parhuzamos v vektor. A t egyenesre vonatkozo tiikkrozés
¢s a v vektorral vald eltolas egymas utani alkalmazasat csusztatva tiikrozésnek nevezziik. A két
transzformacio sorrendje felcserélhetd. Az abran a P pont képe a P'’ pont.

Csusztatva tiikrozés (térben)
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Adott a térben az S sik és az S sikkal parhuzamos v vektor. Az S sikra vonatkozé tiikrozés és a
v vektorral valo eltolas egymas utani alkalmazasat (térbeli) csusztatva tiikrozésnek nevezziik. A két
transzformacio sorrendje felcserélhetd. Az abran a P pont képe a P'’ pont.



Forgatva tiikrozés
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Adott a térben az S sik, az S sikra merdleges t egyenes és egy « iranyitott sz6g. Az S sikra vonatkozo

tikrozés és a t egyenes koriili a szoggel valo elforgatas egymas utani alkalmazasat forgatva
tiikrozésnek nevezziik. A két transzformacio sorrendje felcserélhetd. Az abran a P pont képe a P
pont.

Csavarmozgas:
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Adott a térben a t egyenes, az egyenessel parhuzamos v vektor és egy « iranyitott sz6g. Az t egyenes

koriili a szoggel vald elforgatas és a v vektorral vald eltolas egymas utani alkalmazasat
csavarmozgasnak nevezziik. A két transzformacio sorrendje felcserélhetd. Az abran a P pont képe a
P" pont.

Kozéppontos hasonlésag
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Adott a sikban (térben) az O pont, és egy A # 0 valéos szam. Az O pontot a hasonldsag
kdzéppontjanak, a A valds szamot a hasonlosag aranyanak nevezziik. Az O pont képe 6nmaga. Az O-
tol kiilonb6z6 P ponthoz azt a P’ pontot rendeljiik, amely az OP egyenesen van, OP' = || - OP, és
A > 0 esetén a P' az OP félegyenesen van, A < 0 esetén O elvalasztja a P és P’ pontokat.

Egy geometriai transzformacionak

o fixpontja az a pont, amelynek a képe 6nmaga.
o fixegyenese az az egyenes, amelynek a képe dnmaga. Ha egy egyenes képe dnmaga, de nem
minden pontja fixpont, akkor szoktak invarians egyenesnek is nevezni.

Egy geometriai transzformacio:

e szimmetrikus, ha a P pont képe P’ és P’ képe P.

e tavolsagtarto, ha barmely szakasz képe vele azonos hosszsagl szakasz.

e aranytartd, ha két szakasz hosszanak aranya egyenld a képszakaszok hosszanak aranyaval.
e szogtartd, ha barmely szog képe vele azonos nagysagu szog.

e iranyitastarto, ha barmely sikidom és a képének a koriiljarasa azonos.

e iranyitasvalto, ha barmely sikidom és a képének a koriiljarasa ellentétes.

Ha egy geometriai transzformacio tavolsagtartd, akkor egybevagosagi transzformacionak nevezziik.
Minden sikbeli egybevagosagi transzformacio eldallithatd legfeljebb harom tengelyes tiikrozés
egymas utani alkalmazasaval. Minden térbeli egybevagdsagi transzformacio eldallithatd legfeljebb
négy sikra valo tiikkr6zés egymas utani alkalmazasaval.

Ha egy geometriai transzformacié aranytart6, akkor hasonlésagi transzformacionak nevezziik.
Minden hasonldsagi transzformacié eléallithatd egy kdzéppontos hasonlosag és egy egybevagosagi
transzformacié egymas utani alkalmazasaval.

Két alakzat egybevago, ha van olyan egybevagosagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi.
Két alakzat hasonld, ha van olyan hasonldosagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi.

Haromszogek egybevagosaganak alapesetei:

Két haromszog egybevago, ha
e oldalaik paronként egyenloek.
o két-két oldaluk paronként egyenld, és az altaluk bezart sz6g egyenlo.
e cgy-egy oldaluk és az oldalon fekvé két szogiik egyenlo.
o  két-két oldaluk paronként egyenld és a nagyobb oldallal szemben 1év6 szogek egyenld.

Haromszogek hasonlosaganak alapesetei:

Két haromszog hasonld, ha
e oldalaik aranya paronként egyenld.
e két-két oldal aranya egyenld, és az altaluk bezart sz6g egyenlo.
o  két-két szogiik paronként egyenlo.
o  két-két oldaluk aranya egyenl6 és a nagyobb oldallal szemben 1év6 szogek egyenld.



Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

Egy sikbeli alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan sikbeli egyenes, amelyre tiikkrozve az
alakzat képe 6nmaga:

e tengelyesen szimmetrikus haromszog: egyenld szaru haromszog, egyenld oldalu haromszog;

e tengelyesen szimmetrikus négyszog: szimmetrikus trapéz, deltoid, téglalap, rombusz, négyzet;
e szabalyos sokszogek;

e Kkor.

Ko6zéppontosan szimmetrikus alakzatok

Egy sikbeli alakzat kdzéppontosan szimmetrikus, ha van olyan pont, amelyre tiikkrézve az alakzatot
kapjuk:

e kdzéppontosan szimmetrikus négyszog: paralelogramma, rombusz, téglalap, négyzet;
e paros oldalszamu szabalyos sokszogek;
e Kkor.

Forgasszimmetrikus alakzatok

Egy sikbeli alakzat forgasszimmetrikus, ha van olyan O pont a sikban és olyan a szdg, hogy ha az
alakzatot az O pont koriil a szoggel elforgatjuk, az alakzatot kapjuk:

o forgasszimmetrikus haromszog: egyenld oldalti haromszog;

o forgasszimmetrikus négyszog: négyzet;

e szabalyos sokszogek;

e Kkor.

Parhuzamos szelok tétele
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Ha egy szOg szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szogszaron keletkezd
szakaszok aranya megegyezik a masik szogszarakon keletkez6 szakaszok aranyaval:

AB A;B;

CD C,D;°




A tétel akkor is igaz, ha a szakaszok esetleg egymasba nytlnak vagy a szogszaraknak a csucson tali
meghosszabbitasan helyezkedik el valamelyik szakasz vagy annak egy része. A szakaszokat mérhetjiik
a szOg csucsatol is.
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A tétel megforditasa csak specidlis esetben igaz. Ha két egyenes egy sz0g szaraibol a csucstol
szamitva olyan szakaszokat metsz ki, amelyeknek az aranya a két szogszaron egyenld, akkor a két
egyenes parhuzamos.

Betiikkel kifejezve:
0A 04,

— = = AA. || BB,.
0B~ 0B, 111 BB,

Parhuzamos szeloszakaszok tétele

Ha egy szog szarait parhuzamosokkal metssziik, akkor a parhuzamosokbol kimetszett szakaszok
aranya egyenl0 a szog szaraibol kimetszett szakaszok aranyaval. (A szogszarakon a szakaszokat a szog
csucsatol mérjiik.)

A fenti abrat hasznalva betiikkel kifejezve:

AA, _ 0A 04

HaAA, | BB, = —t= = = .
add 1 BB = 5 = 0B = 0B,

A kozéppontos hasonlésag tulajdonsagai a parhuzamos szel6k tételének, a parhuzamos
szelGszakaszok tételének segitségével igazolhatoak.



Szogfelezotétel

A haromszog belsd szogfelezdje a szemkozti oldalt a sz6g melletti oldalak aranyaban osztja. Ha a
kiils6 szogfelezé metszi a szemkozti oldalegyenest (nem egyenldszarti a haromszog), akkor a kiilsé
szogfelezd a szemkdzti oldalegyenesbdl olyan szakaszokat metsz ki, amelyek aranya a szog melletti
oldalak aranyaval egyezik meg.

s

Magassagtétel
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A derékszogli haromszog atfogohoz tatozd magassaga mértani kozepe annak a két szakasznak,
amelyre a magassag az atfogot osztja:

Befogotétel
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A derékszogli haromszog befogdja mértani kdzepe az atfogdnak és a befogo atfogora esé merdleges
vetiiletének:



Korhoz huzott érinto- és szeloszakaszok tétele
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A korhoz egy kiils6 pontbdl hiizott érintészakasz mértani kdzepe a pontbol a korhoz huzott szelok

szeleteinek.

PE =+PA-PB

\. J

A korhoz egy kiilsé pontbol a koérhoz huzott szeldk szeleteinek szorzata allando:
PA, - PB, = PA, - PB,

Tétel:

Hasonlo sikidomok keriiletének aranya egyenl6 a hasonlosag aranyaval.

Hasonlo sikidomok teriiletének aranya egyenld a hasonlosag aranyanak a négyzetével.
Hasonlo testek felszinének aranya egyenld a hasonldsag aranyanak a négyzetével.
Hasonlo testek térfogatanak aranya egyenld a hasonldsag aranyanak a kobével.

Megjegyzés:

A vektorok alkalmazasaval a 14. témakorben, a vektorok koordinata-geometriai megkdzelitésével a
15. témakorben foglalkozunk részletesebben.



II. Kidolgozott feladatok

1. Adott a sikban egy t egyenes és két kor: k; és k,. Szerkessziink olyan egyenlé oldalt
haromszdget, amelynek a szimmetria tengelye a t egyenes és két csucsa a kq és k, korokon van!

Megoldas:
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Az ABC haromszog szimmetria tengelye a t egyenes, ezért az A pont t-re vonatkozo tiikorképe a B
pont. Az A pont a k; kor egyik pontja, ezért a B pont rajta van a k; kor t tengelyre vonatkozo
tiikorképén, a ki korén. A B pont ennek megfelelen a ki és k, korok metszéspontja. A B pontot

tikrozzik a t egyenesre, igy megkapjuk az A pontot. Az AB oldalra megszerkesztjiik az ABC
szabalyos haromszoget.

Diszkusszio:

A ki és k, koroknek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet, esetleg a két kor egybeeshet, tovabba az AB
szakasz mindkét oldalara szerkeszthetiink szabalyos haromszoget.

Ha a ki és k, koroknek valamely kozds pontja a t tengelyre esik, akkor ehhez nem létezik
megfeleld haromszog. Ezt figyelembe véve elemezziik a megoldasok szamat:
e haa kj és k, koroknek nincs metszéspontja, vagy a kozos pontok a tengelyre esnek, akkor
a feladatnak nincs megoldasa,
e ha akj és k, koroknek 1 olyan metszéspontja van, amely nem esik a tengelyre, akkor a
feladatnak 2 megoldasa van,
e haakj és k, koroknek 2 olyan metszéspontja van, amelyek nem illeszkednek a tengelyre,
akkor a feladatnak 4 megoldasa van,
e ha kj = k,, akkor a korok barmely, a tengelyre nem illeszkedd pontja lehet a B pont,
ilyenkor végtelen sok megoldas van.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenldszari haromszdgben Osszeadjuk az alap barmely pontjanak a
két szar egyenesétol mért tavolsagat, mindig ugyanazt az értéket kapjuk!
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Megoldas:
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A haromszoget és a PQ szakaszt tiikrozzik az AB alapra. Az igy keletkez6 AC'BC négyszog

rombusz. Az APQ és PBR haromszogek derékszogiiek, masik szogiik az egyenld szaru haromszog
alapon fekvo szoge, tehat ezek a szogek egyenldek, igy a harmadik szogiik is egyenld. A tengelyes
tikrozés szogtartd, az abran azonosan jeldlt szogek egyenloek. A szdogek egyenldségébol
kovetkezik, hogy a Q', P, R pontok egy egyenesre esnek. A tengelyes tiikrozés tavolsagtartd, ezért
QP +PR=QP+PR=QR. A QR szakasz a rombusz magassdga, ami egyenlé az ABC
haromszog szarahoz tartozé magassagival. gy belattuk, hogy ha a P pontot az AB alapon
tetsz6legesen valasztjuk, akkor a két szartol mért tavolsag Osszege mindig ezzel a magassaggal
egyenlO.

Igazoljuk, hogy két merdleges egyenesre vald tiikrozés egymasutanja helyettesithetd a
metszéspontjukra valo tiikkrozéssel!

Megoldas:
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A tengelyes tiikrozés miatt OP = OP' = OP" és az azonosan jelolt szogek is egyenlek. A két
tengely szoge 90°, ezért a + B = 90°, tehat POP"'« = 2 - (a + B) = 180°. Ez azt jelenti, hogy a P
pontbdl a P"' pontot az tengelyek metszéspontjara vald kdzéppontos tiikrozéssel is megkaphatjuk.
Koénnyen megmutathatd, hogy ez akkor is igaz, ha a P pont valamelyik tengelyen helyezkedik el.
Tehat igaz a feladat allitasa.

Megjegyzés:

A megoldasbol lathato, hogy ha a két tengely ¢ szoget zar be, akkor a két tengelyre valo tiikrozés
egymas utani alkalmazasa a metszéspont koriili 2¢ szogl clforgatassal egyenértékii. Ha a
tengelyek sorrendjét megeseréljiik, akkor az elforgatas iranya ellentétes lesz.

4. Tuzziink ki egy koron két pontot, A-t és B-t. Fussa be az X pont a kort, és szerkessziik meg minden
helyzetben azt az Y pontot, amellyel az Y az AXBY paralelogramméaban az X-szel szemkozti cstcs
lesz. Milyen halmazt alkotnak az Y pontok?

Megoldas:
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A paralelogramma az atlok metszéspontjara kozéppontosan szimmetrikus alakzat, ezért ha az X

pontot az AB szakasz F felezGpontjara tiikrozziik, akkor az Y pontot kapjuk. Az X pont a k
korvonalon mozog, ezért az Ypont rajta van a k korvonal F pontra vonatkozo tiikorképén, a k'
korvonalon. Ha az X pont egybeesik az A vagy B pontokkal, akkor nincs megfeleld
paralelogramma. Ha a k' kor tetsz6leges A-t6l és B-t6l kiilonb6zd Y pontjat kivalasztjuk, akkor az
F pontra tiikrozve talalunk olyan X pontot, amellyel a feladat feltételei szerint paralelogrammat
alkot. Igy a keresett ponthalmaz a k' kérvonal, kivéve az A és B pontokat.

5. Anna és Béla a kovetkezo jatékot jatssza: egy kor alaka asztalra felvaltva egy pénzérmét tesznek.
Anna kezd. Az nyer, aki utoljara tud tenni. Kinek van nyerd stratégidja? (Az érmék azonos
méretliek, a letett érmék nem fedhetik egymast, elegendd szamu érme van.)

Megoldas:

Anna nyer, ha a kdvetkez6 stratégiat koveti: Az els6 érmét az asztal kdzepére teszi, majd minden
tovabbi 1épésében a Béla altal letett pénzérmének az asztal kozéppontjara vonatkozod tiikorképét
valasztja.

6. Osszehajthato, téglalap alaku asztalt akarunk késziteni igy, hogy az asztallap Osszehajtva az
ABCD, derékszoggel elforgatva az A'B'C'D’ és szétnyitva a B;B'C’'C; helyzetet foglalja el. Hova
kell elhelyezni a forgastengelyiil szolgalo csapszeget?
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Az elforgatas soran az A pont az A" pontba keriil, ezért a forgatas O kozéppontja egyenld tavol van
az A és A’ pontoktol, tehat az O pont rajta van az AA’ szakasz e felezémerdlegesén. Hasonldan a
BB' szakasz f felezOmerOlegese is tartalmazza az O pontot, amelyet igy az e és f egyenesek
metszéspontjaként kapunk meg.

AA’ és BB' szakaszok nem parhuzamosak, igy az e és f egyeneseknek egy kozos pontja van. Az is

meggondolhatd, hogy az O pont az ABCD téglalap belsejébe esik, tehat ott a ,,gyakorlatban” is
elhelyezhetjiik a forgastengelyt.

Szerkessziik meg az ABC hegyesszogli haromszog belsejében azt a P pontot, amelynek a
haromszog csucsaitol mért tavolsagosszege a legkisebb!

Megoldas:




Megprobaljuk egymas utan felmérni a PA, PB, PC szakaszokat. Forgassuk el 60°-kal az A pont
koriil az APC haromszoget, igy az AP'C' haromszoget kapjuk. AP = AP’ és a bezart szogiik 60°,
ezért az APP' haromszog szabalyos, tehat AP = PP’ is teljesiil. Szintén az elforgatas miatt
PC = P'C'. Az AP + BP + CP hosszisagot eldallitottuk a B és C' pontok kozotti tordtt vonalként:
BP + PP’ + P'C'. A P pont valasztasatol fliggetleniil a kezdd és a végpont, B és C', azonos, ezért
akkor kapjuk a legrovidebb utat, ha a BC' szakaszra illeszkedik a P és P’ pont. Ekkor az abra
szerinti € és ¢ szogek 120°-kal egyenlok. Tehat olyan pontot kell szerkeszteniink, amelybdl a
haromszdg oldalai 120°-0s szdgben latszanak.
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Forgassuk el a C pontot az abra szerint a B pont koriili 60°-al. Az el6zdek szerint a keresett P pont
az AC"' szakaszon is rajta van. Tehat a P pontot az AC"' és BC' szakaszok metszéspontja adja.

Megjegyzés:

A P pontot megszerkeszthetjiik latokordk segitségével is: az AB és AC szakaszok 120°-os
latokoreinek metszéspontjat kell megszerkeszteniink.

8. Igazoljuk, hogy a haromszog sulyvonalait alkalmasan eltolva, azokbol haromszog alkothato!

Megoldas:
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Az ABC haromszog oldalafelez pontjai Fy; F,; F;. A haromszoget tiikrozziik az F; pontra. A CA’
szakasz felezépontja G. F,G az AA'C haromszog kozépvonala, ezért F,G =%AA’ = AF;. és
F,G |l AA'. Ezek alapjan, ha az AF; sulyvonalat az TFZ vektorral eltoljuk, akkor az F,G szakaszt
kapjuk. A kozéppontos tiikrozés miatt az F3BGC négyszdg paralelogramma, ezért, ha az F;C

sulyvonalat @ vektorral eltoljuk, akkor a BG szakaszt kapjuk. A BGF, haromszog egy a
feladatnak megfelelé haromszog.

Adott két kor és egy e egyenes. Huzzunk az e-vel parhuzamos egyenest olyan mddon, hogy a
korok altal kivagott hurok dsszege egyenld legyen egy adott d hosszlisaggal!

Megoldas:
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Az e egyenessel parhuzamos AB és CD hurokat akarjuk megszerkeszteni. Ha a k, kort eltoljuk

ugy, hogy ezek a szakaszok a B pontban csatlakozzanak (k3), akkor az AD; hossza egyenld az
adott d szakasz hoszaval. Ezt a k; kort meg tudjuk szerkeszteni. Ha a korok kozéppontjain
keresztiil merélegeseke bocsatunk az e egyenesre, akkor az my és m, egyenesek tavolsaga d/2, az
igy megszerkesztett m, egyenesen van az 0, kozéppont. Az 0, kdzépponton keresztiil az e
egyenesssel huzott egyenesen is rajta van az 0;. E két egyenes metszéspontja meghatarozza a k;
kor kézéppontjat. A k, kor sugaraval az 05 kozépponttal megrajzoljuk a kj kort. A kq és kj kor
kozos pontja lesz a B pont.A B ponton keresztiil parhuzamost hizunk az e egyenessel, igy
megkapjuk a keresett szelot. Az igy kapott AD; szakasz hossza d. BD;-et a CD-bdl az 02_0§-ra1
eltolva kapjuk, igy teljesiil a feladat feltétele: AB + CD = d.

Diszkusszio:

A megoldasok szama attdl fligg, hogy a k, és kj kornek hany kozos pontja van. Lehet 0, 1, 2, s6t ha
kq és k; egybeesik, akkor végtelen sok is. A fenti abran két megfeleld szel6t kaptunk.

10.

Adott szakaszt osszunk fel olyan részekre, amelyeknek az aranya 1 % 12 %!

Megoldas:
1,1 _39 69 . Ny . Lo
15:21=5:Z =L, = 2:3, tehat a szakaszt 5 egyenld részre kell osztanunk és a masodik

osztoponttal tudjuk a kivant ardnyban felosztani a szakaszt.

15




\, J

A szakaszhoz egy segédegyenest illesztiink, az A pontbdl a segédegyenesre 5 egyenld szakaszt
mériink fel. Az &todik pontot, E-t 0Osszekdtjik a B ponttal. Az osztopontokon keresztiil
parhuzamosokat hizunk EB-vel. A parhuzamos szelOk tételének alapjan az AB szakaszt 6t egyenld

részre osztottuk. Az abra szerinti P pont 2:3 = 1 % : 2% aranyban osztja a szakaszt.

11. Szerkessziink adott haromszogbe négyzetet gy, hogy a négyzet csucsai a haromszog
oldalegyenesein legyenek!

Megoldas:

4 )

\_ J

A PQRS négyzetet akarjuk megszerkeszteni. El6szor egy ehhez hasonldo P;Q{R;S; négyzetet
szerkesztliink ugy, hogy az S;, P; és Q1 pontok a haromszdg megfeleld oldalaira keriiljenek. Az A
pontbdl addig nagyitjuk ezt a négyzetet, amig a negyedik cstcs is a haromszdg oldalara keriil. Az R
pontot az AR; egyenes metszi ki a BC oldalbol.

12. Az ABC haromszog oldalainak a hossza a =13 cm, b =7 cm, ¢ =9 cm. Mekkora részekre
osztja a ¢ oldalt a C csticsbol induld belsé szogfelez6? Hol metszi a ¢ oldal egyenesét a C csucsbol
indulo kiils6 szogfelezo!

Megoldas:
A belsé szogfelez6 a ¢ oldalt a C; pontban, a kiilsé szogfelez6 a ¢ oldal egyenesét a C, pontban
metszi. A szogfelezotétel alapjan:

AC; b 7

7 13
= =13 A =" = 1 . B = — =5, .
;B a 13 = AG 20 9=315(cm); G 20 9 = 5,85(cm)

A kiils6 szogfelezore hasonlo allitas igaz. A C, pont az AB szakasz A-n tili meghosszabbitasan
van:
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AC, _ b _ 7 _ 7 q_ . - 13 . g_—
crTaTn = AC =—-9=105(cm); (;B = ;=9 =19,5 (cm).

\ J

(13. A hegyesszogi ABC haromszog mindegyik magassagvonala mint atmér6 f6lé rajzoljunk félkort, s)
mindegyik félkort metssziik el a haromszog M magassagpontjan atmend és a félkor atmérdjére

merdleges egyenessel, a metszéspontok legyenek P; Q; R. Bizonyitsuk be, hogy az MP; MQ; MR
szakaszok egyenloek!

(Erettségi-felvételi feladat; 1976.)

Megoldas:

4 c )

. J

Megoldas:

Az APT haromszogben Thalész tétele alapjan a P cstcsnal derékszog van, ezért a magassagtétel
értelmében MP? = AM - MT. Hasonléoan MQ? = BM - MU és MR? = CM - MV. igy elég azt
bizonyitanunk, hogy AM - MT = BM - MU = CM - MV.

Az AMU haromszdg hasonld a BMT haromszoghoz, mert derékszogliek és az M cstcsnal 1évo
szogilik egyenld, hiszen ezek csucsszogek. Hasonld haromszogekben a megfelelé oldalak aranya
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megegyezik: % = % = AM - MT = BM - MU, amit bizonyitani akartunk. Hasonldan kapjuk a

BM - MU = CM - MV egyenléséget. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

14. Az x szakaszt az a szakasz aranymetszetének nevezziik, ha a: x = x: (a — x). Szerkessziik meg
egy adott szakasz aranymetszetét!

I. Megoldas:

4 )

o

a

\_ J

Atrendezziik az sszefliggést:
a?—ax=x* = a®=x-(x+a).

Rajzoljunk egy a atmérdji k kort. A korvonal egy E pontjaban szerkessziink érintét a korhoz és
mérjiik rd az a szakaszt. Az érintészakasz P végpontjabol a kor O kdzéppontjan at rajzolunk szel6t
és jeldljiik meg a korrel valo metszéspontokat. A szelététel értelmében:a® = PA - (PA + a), igy a
PA akeresett x szakasz.

II. Megoldas:

Az Osszefliggést atrendezve x-re a kovetkezé masodfokl egyenletet kapjuk:
x> +ax—a%=0.
Ennek az egyenletnek a pozitiv gyoke:
_ —a+Va®+4a? _\/ga—a_\/ga a

x 2 2 2 2

, . V5a . st 12 "
¢és ez a szakasz megszerkesztheto.T az atfogoja annak a derékszogli haromszognek, amelynek a

két befogoja a és % Ebbdl az atfogdbol kivonjuk % —t és az eredmény leforgatjuk az a szakaszra.
Ezzel a szakaszt az aranymetszésnek megfeleléen felosztottuk:

( )

a/2




Megjegyzés: Az aranymetszéssel a természetben és a miivészetekben is gyakran talalkozunk. A
V5-1 /3—\/5 _ V5+1
2 2 2

fenti szamitasbol az x: (a — x) arany ~ 1,618. Ezt az ugy nevezett aranyaranyt

szokas ¢-vel jeldlni.

15. Az ABC haromszog AB oldalanak egy belsé pontjan at parhuzamosakat huzunk az AC és BC
oldalakkal. A két parhuzamos a haromszdget két haromszogre és egy paralelogrammara bontja. A
két haromszog teriilete t; és t,. Hatarozzuk meg az ABC haromszognek és a keletkezett
paralelogrammanak a teriiletét!

Megoldas:

4 : N

. ’ ),

Jeloljiik az ABC haromszdg teriiletét T-vel. Legyen AD = k- AB, ahol 0 < k < 1 valds szam,
ekkor DB = (1 — k) - AB. A parhuzamossag miatt az egyforman jelzett szogek egyallasuak, ezért
egyenléek. A szogek egyenlésége miatt az ABC; ADE; DBF haromszogek hasonloak, a hasonlosag
arany k illetve 1 — k. Hasonl6 alakzatok teriiletének aranya amegegyezik a hasonldsag aranyanak
négyzetével, ezt felhasznalva:

t,=k* T ést,=(1—-k)?T.
Ebbdl kifejezve:
kT + (1= k) VT =T = Jt; +/t,.

Az ABC haromszog teriilete:

T=(\/t_1+\/g)2=t1+t2+2-,/t1-t2.

Innen lathato, hogy az EDFC paralelogramma teriilete 2 - y/t; - t,. Erdemes észrevenni, hogy az
EFC haromszog teriilete a paralelogramma teriiletének a fele, +/t; - t,, azaz az ADE és DBF
haromszdgek teriiletének mértani kdzepe.
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II1.
1.

10.

11.

12.

13.

14.

Ajanlott feladatok

Szerkessziink két koncentrikus kort metszé egyenest, amelybdl a két kor harom egyenld szakaszt
metsz ki!

Egy hegyesszog szarai kozott adott egy pont. Szerkessziik meg a ponttol kiindulé és oda visszatérd
legrovidebb utat, amely érinti a szogszarakat!

Bizonyitsuk be, hogy egy hegyesszdgii haromszdgbe irt haromszogek koziil a talpponti haromszog
keriilete a legkisebb! (A talpponti haromszog csicsai a magassagok talppontjai.)

Egy egyenlGszart haromszdg alapjanak egyik végpontjatol kezdve mérjiink fel az egyik szarra egy
tavolsagot. A masik szarat hosszabbitsuk meg az alapon tul egy ugyanakkora darabbal. Igazoljuk,
hogy az alap felezi az igy kapott két pontot 6sszekoto szakaszt!

Bizonyitsuk be, hogy egy négyzet két szemkdzti oldalegyenese kozé esd tetszdleges szakasz
ugyanakkora, mint a ra barhol emelt merélegesnek a masik két oldalegyenes kdzé esé szakasza!

Igazoljuk, hogy két parhuzamos egyenesre vald tiikrozés egymasutianja helyettesithetd egy
eltolassal!

Tukrozziink végig egy tetszéleges P pontot egy Otszog oldalfelezd pontjaira. Jeloljik a
végeredményt Ps-tel. Bizonyitsuk be, hogy az 6tszog egyik cstcsa felezi a PPs szakaszt!

Az ABC haromszog oldalfelezd pontjai a szokasos jeldlések szerint A, B, C;. Mutassuk meg,
hogy az AB;C;, BC;A; és CA;B; haromszdgek beirt- illetve koriilirt kdreinek a kdzéppontjai altal
alkotott két haromszog egybevagd!

(Kozépiskolai Matematikai Lapok 1992, Gy.2762 gyakorlat)

Allitsunk merdlegeseket a haromszog egyik cstcsabol a masik két csticshoz tartozéd szogfelezékre.
Bizonyitsuk be, hogy a négy merdleges talppontja egy egyenesen van!

Adott haromszoghoz szerkessziink hasonlot ugy, hogy a keriilete adott szakasszal legyen egyenld!

Az ABCD trapéz alapjai AB = 12 cm; CD = 7 cm, a szarak hossza BC = 6cm, AD =5 cm. A
szarakat meghosszabbitjuk, igy keletkezik a DCE haromszog. Szamitsuk ki a trapéz kiegészitd
haromszdgének ismeretlen oldalait!

Az ABC haromszog CC; sulyvonalanak C; végpontjabol szogfelezket hiizunk, melyek a masik
két oldalt D illetve E pontban metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE parhuzamos az AB-vel!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenld szaru haromszog szarszoge 36°, akkor az alap a szarnak
aranymetszete!

Toljuk el egy hurtrapéz egyik atlojat a parhuzamos oldalak mentén az abra szerint. Bizonyitsuk be,
hogy AP = CQ!

D C
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15. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogi haromszog sulyvonalaibél — mint oldalakbol —

derékszogii haromszog szerkeszthetd, akkor ez a haromszdg hasonl6 az eredetihez!
(Arany Daniel Matematika Verseny 2003-2004, haladok verseny, 1. kategoria)

Az ajanlott feladatok megoldasai

1.

Szerkessziink két koncentrikus kort metszé egyenest, amelybdl a két kor harom egyenld szakaszt
metsz ki!

~

Megoldas:

J

A hur egy pontja tetszélegesen megvalaszthato, legyen ez a pont a k; koron 1évé P pont. A P-n
atmend AB hurt a P és Q pontok harmadoljak. Ha P-re tiikkrozziik az A pontot, akkor a Q pontot
kapjuk. Az A pont a k, koron van, ezért ha tiikrozziik a k, kort a P pontra, akkor a kj kor atmegy a
Q ponton, tehat k; és k; metszéspontjaként megkapjuk a Q pontot. A PQegyenes kimetszi a k,
korbol az A és B pontokat. Az abra szimmetrikus az O ponton atmend, a szelére merdleges
egyenesre, ezért AP = QB is teljesiil, tehat az AB szakaszt a P és Q pontok valéban harmadoljak.
Ha az abrat tetszélegesen elforgatjuk az O pont koriil, akkor a feladatnak megfeleld szeldket
kapunk.

Diszkusszio:

Ha a P pontot rogzitettilk, akkor a megoldasok szama attol fiigg, hogy k;-nek és kj-nek hany
kozos pontja van. Ennek megfeleléen lehet 0, 1 vagy 2 megoldas. A fenti abra esetében két
megoldast kaptunk. Az alabbi két esetben pedig 0 illetve 1 megoldas van.

( A
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2. Egy hegyesszog szarai kozott adott egy pont. Szerkesszitk meg a ponttdl kiindul6 és oda visszatérd
legrovidebb utat, amely érinti a szogszarakat!

Megoldas:

Az APQA tutvonalat szeretnénk minél rovidebbé tenni. Ha az A pontot tiikrozzik az f és e
szOgszarakra, akkor az A'PQA" {tvonal hossza a tiikrozés miatt megegyezik az elzd tvonal
hosszaval. Az A’ és A" pontok kozott a legrovidebb Gt az egyenes szakasz, ezért meghatarozzuk az
A'A" szakasz és a szogszarak kozos pontjait, az abra szerinti AP, Q, A itvonal a legrovidebb.

3. Bizonyitsuk be, hogy egy hegyesszogii haromszdgbe irt haromszdgek koziil a talpponti haromszog
keriilete a legkisebb! (A talpponti haromszog csicsai a magassagok talppontjai.)

Megoldas:

4 )

- J
Ha az AB oldalon kivalasztunk egy P pontot, akkor a 2. ajanlott feladat szerint meg tudjuk
szerkeszteni a P ponthoz tartozo legrovidebb kertiletli hAromszoget, a P'P"' szakasz egyenl ezzel a
keriilettel. A tengelyes tiikrozés miatt az abran jelolt szogek egyenléek és CP = CP' = CP". igy
P'P'"" egy olyan egyenld szaru haromszog alapja, amelynek a szarszoge P'CP"'4 =2 (e + @),
tehat a C csticsanal 1év6 szog kétszerese, tehat allandd. A P'P'" akkor lesz a legkisebb, amikor az
egyenlOszari haromszog szara, CP a legkisebb. Ez akkor valosul meg, ha a P pont a C-bdl induld

magassagvonal talppontja. A masik két oldalra ugyanigy tudjuk belatni, hogy a pontot a magassag
talppontjanak kell valasztanunk. Ezzel belattuk, hogy a talpponti haromszdg lesz a legkisebb
keriileti beirt haromszog.
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4. Egy egyenlOszaru haromszog alapjanak egyik végpontjatol kezdve mérjiink fel az egyik szarra egy
tavolsagot. A masik szarat hosszabbitsuk meg az alapon tul egy ugyanakkora darabbal. Igazoljuk,
hogy az alap felezi az igy kapott két pontot 6sszekoto szakaszt!

I. Megoldas:

m

Az ABC egyenl6szari haromszog szaraira az AE és BD egyenld szakaszokat mértiik fel.
Parhuzamost huzunk az AC oldallal a D ponton keresztiil, igy kapjuk az alapon a G pontot. Az
egyenldszari haromszog alapjan fekvo szogek egyenléek, az A és G pontoknal 1évo szogek pedig
egyallast szogek, igy szintén egyenloek. Az dbran azonosan jelolt szogek egyenldsége miatt a GBD
haromszdg egyenlészaru, tehat GD = BD = AE, tovabba GD || AE. Ezek alapjan AEGD négyszog
paralelogramma, tehat az atlok metszéspontjara kdzéppontosan szimmetrikus, azaz EF = FD.

II. Megoldas:

~ p
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A D ponton keresztiil parhuzamost huzunk az AB alappal, ami a haromszog masik szarat az M
pontban metszi. Az egyenld szari haromszog szimmetridja miatt AM = BD = AE. Az A pont az
EM szakasz felez6pontja, AF || MD, igy a parhuzamos szeldk tétele értelmében az F pont felezi az
ED szakaszt.

Bizonyitsuk be, hogy egy négyzet két szemkdzti oldalegyenese kozé esd tetszdleges szakasz
ugyanakkora, mint a ra barhol emelt merélegesnek a masik két oldalegyenes kdzé esé szakasza!

Megoldas:

( )

\_ J

A PQ és RS egymasra merGleges szakaszok. Ezeket a szakaszokat az abra szerint eltoljuk a négyzet

A csucsaba, igy az AE illetve AG szakaszokat kapjuk, amelyek szintén merdlegesek egymasra. . Az
E pont az AE és CB egyenesek metszéspontja. Ha az AE egyenest az A pont koriil +90°-kal
elforgatjuk, akkor az AG egyenest, ha a CB egyenest forgatjuk el ugyanigy, akkor a CD egyenest
kapjuk. Igy a forgatas soran az E pont képe a G pont lesz. Ez azt jelenti, hogy az AE szakasz képe
AG, tehat egyenld hosszuak.

Igazoljuk, hogy két parhuzamos egyenesre vald tiikrozés egymasutianja helyettesithetd egy
eltolassal!

Megoldas:
8 r N
P _a | a p b ____{)____.P
. 2v N
Lala b b Q"
, ) °
o F @ 2v
v
tl tz
\_ J

Ha a P pontot tiikrozziik a t; majd a t, egyenesekre, akkor a tiikrozés tavolsagtartod tulajdonsaga
miatt az azonos betiivel jelolt szakaszok egyenléek, igy PP = 2-(a+ b). Az a+ b tavolsag
egyenld a két tengely tavolsagaval. PP"' iranya merdleges a tengelyekre. Az abran jellt v vektor
merdleges a tengelyekre, hossza a tengelyek tavolsagaval egyezik meg, iranya t;-t6l t, felé mutat.
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Ekkor PP = 2v. Ha a Q pont a két tengely kozott van, akkor W =2-(b—a) = 2v szintén
teljesiil. Meggondolhato, ha a pont a t, taloldalan talalhato, akkor is igaz, hogy a képpont 2v
vektornak megfeleld tavolsiga van az eredeti ponttol. Igy kimondhatjuk, hogy a két parhuzamos
tengelyre valo tiikrozés egymas utani alkalmazasa egy a tengelyek iranyara merdleges, a tengelyek
tavolsaganak kétszeresével torténd eltolassal egyenértékii.

Tikrozziink végig egy tetszéleges P pontot egy Otszog oldalfelezd pontjaira. Jeloljik a
végeredményt Ps-tel. Bizonyitsuk be, hogy az 6tszog egyik cstcsa felezi a PPs szakaszt!

Megoldas:

T )

Az 6tszog oldalfelezd pontjai Fy; Fy; F3. Fy; Fs. Az AP szakaszt az oldalfelezé pontokra tiikrozve
a BP;; CP,; DPs; EP,; APs szakaszokat kapjuk. A kdzéppontos tiikr6zés tulajdonsagai miatt ezek a
szakaszok parhuzamosak és egyenlé hosszuak. Az egymas utan kovetkezd szakaszok ellentétes
iranytak (ﬁ = —_B_P;...), igy az AP ¢és az APs szakaszok egy egyenesre esnek, de ellentétes
iranytak. Ez éppen azt jelenti, hogy az A pont felezi a PPs5 szakaszt.

Az ABC haromszog oldalfelezd pontjai a szokasos jeldlések szerint A, By, C;. Mutassuk meg,
hogy az AB;C;, BC;A; és CA;B; haromszdgek beirt- illetve koriilirt kdreinek a kdzéppontjai altal
alkotott két haromszog egybevagod!

(Kozépiskolai Matematikai Lapok 1992, Gy.2762 gyakorlat)

Megoldas:

Az AB,C;,BC;A; és CA, B, haromszogek egyallasu, egybevagd haromszogek, ezért a beirt korok
kozéppontjaibdl a koriilirt korok kozéppontjaiba mutatd vektorok megegyeznek. Ez azt jelenti,
hogy a beirt korok kozéppontjai altal alkotott 0; 0,03 haromszdogbdl a koriilirt korok kézéppontjai

altal alkotott K; K, K3 haromszoget az 01 K; = 0,K, = 03K;5 vektorral eltolva kapjuk meg, tehat a
két haromszog egybevago.
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9. Allitsunk mer6legeseket a haromszog egyik csticsabol a masik két csucshoz tartozo szogfelezbkre.
Bizonyitsuk be, hogy a négy merdleges talppontja egy egyenesen van!

Megoldas:

- N

.

Az A pontot tikrozzik az fi, fo, f3, fa szogfelezOkre. Ekkor a Py, Ri, Q1,S; pontokat kapjuk. A
szogfelezo tulajdonsadga miatt, ha az AB egyenest az f;, fo szogfelezOkre tiikrozziik, akkor a BC
egyenest kapjuk, igy a P; é R; pontok a BC egyenes pontjai. Ha az AC egyenest az
f3, fa szogfelezOkre tiikrozziik, akkor is a BC egyenest kapjuk, tehat a Qq,S; pontok is BC
egyenesre illeszkednek. A szogfelezOkre bocsatott merdlegesek talppontjai a P,Q,R,S pontok.
Ezeket a P;,Ry,Q4,S; pontokbdl A kozéppontu, 1/2 aranyG kicsinyitéssel kapjuk meg. A

kozéppontos hasonlésag alkalmazasakor egyenes képe egyenes, igy a P,Q,R,S pontok is egy
egyenesen vannak. Ezzel belattuk a feladat allitasat.
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10. Adott haromsz6ghdz szerkessziink hasonlot ugy, hogy a keriilete adott szakasszal legyen egyenld!

Megoldas:

J/

Hasonl6 haromszogekben a megfelel6 oldalak aranya megegyezik, ezért az adott keriiletet az adott
oldalak aranyaban kell felosztanunk. Egy szog egyik szarara felmérjiik az adott keriiletet, a masik
szarara az adott haromszdg a,b,c oldalat. A Pés Q pontokat Osszekdtjiik, az osztopontokon
keresztiil parhuzamosokat hiizunk a PQ egyenessel. A parhuzamos szeldk tétele szerint:

ag: bl: 1 = a: b: C.

Ennek megfelelden a keresett haromszog oldalai a4, by, c1, ezekkel az oldalakkal megszerkesztjiik a
haromszdoget.

11. Az ABCD trapéz alapjai AB=12 cm; CD=7 cm, a szarak hossza BC=6 cm, AD=5 cm. A szarakat
meghosszabbitjuk, igy keletkezik a DCE haromszdg. Szamitsuk ki a trapéz kiegészitd
haromszdgének ismeretlen oldalait!

Megoldas:

5cm 6 cm
\_ A 12 em ® )
A parhuzamos szeldszakaszok tétele szerint:
X o 7 y 7
x+6 12 y+5 12
12x = 7x + 42 12y =7y + 35
x=84cm y=7cm

12. Az ABC haromszog CC; stlyvonalanak C; végpontjabdl szogfelezoket hiizunk, melyek a masik
két oldalt D illetve E pontban metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE parhuzamos az AB-vel!
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Megoldas:

"V‘ B
C1

\_ J

C, az AB oldal felezOpontja, igy a szogfelez6tétel alapjan AE:EC = AC,: CC; = C4B:CCy =
BD:DC. Ekkor CE:CA = CD:CB is teljesiil, igy a parhuzamos szelok tételének megforditasa
alapjan AB || ED.

13. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenld szarii haromszog szarszoge 36°, akkor az alap a szarnak
aranymetszete!

Megoldas:

Az adott haromszog alapon fekvo szogei 72°-osak. Megrajzoljuk az A csucsnal 1€év6 szog
szogfelezdjét, amely a szemben 1évo oldalt a D pontban metszi.

ABCA~ABDA , mert szdgeik egyenldek, ezért a megfeleld oldalak aranya AC: AB = AB: BD, azaz
a:x = x: (a — x), ami a feladat allitasat jelenti.

14. Toljuk el egy hurtrapéz egyik atlojat a parhuzamos oldalak mentén az abra szerint. Bizonyitsuk be,
hogy AP = CQ!

4 )
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Megoldas:

A trapéz szimmetrikus, ezért AD = BC és ADP4 = CBQ4. Az eltolas miatt DP = BQ. Az ADP és
CBQ haromszognek két oldalparja és a kozbezart szoge megegyezik, ezért a két haromszog
egybevago, igy a harmadik oldaluk is egyenld, AP = CQ.

15. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogli haromszog sulyvonalaibél — mint oldalakbol —
derékszogii haromszog szerkeszthetd, akkor ez a haromszog hasonl6 az eredetihez!
(Arany Daniel Matematika Verseny 2003-2004, haladok verseny, 1. kategoria)

Megoldas:
4 N
A
C
F2 341 F3
b
Se Sb
c a " ®
\_ _/
Pitagorasz tétele alapjan:
a2 a? + 4b? b\? 4q? + b?
2 _ (2 p2 = 2 _ (2 2 _
T .

Thalész és Pitagorasz tétele miatt:

4 4

Ha a = b, akkor s, = s, > s.. Ha a sulyvonalakbol derékszdgii haromszog szerkeszthetd, akkor a
haromszognek van legnagyobb oldala, igy a = b nem lehetséges, tehat s, > s, > s.. Felirjuk a
sulyvonalakra a Pitagorasz tételt:

X c\2  c? a?+b?
sc=() - .

st =st+s? = 4a’+b?=a’+4b?+a®+ b2
Rendezés utan: a = b2 , ¢ = bV/3.

A b oldallal kifejezziik a stlyvonalakat:

bV6 3b b3
=T =g %=
A megfeleld oldalak aranya:
S_azﬁ.\/gzﬁ se _V3 S_”zﬁ-\@:ﬁ
a 2 2’ b 2" ¢ 2 27

Az oldalak aranya egyenl6, ezért a stlyvonalakbol alkotott haromszdg hasonld az eredeti
haromszoghoz.
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IV. Ellenorzo feladatok

1.

Szerkessziik meg a haromszoget, ha adott harom (egy ponton atmend) oldalfelez6 merdlegese és
az egyik oldalegyenes egy pontja!

Egy téglalap atloinak metszéspontjan at fektessiink egy tetszoleges egyenest. Ez az AB,illetve CD
oldalt a P, illetve Q pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a legrévidebb ut, amely P-t6l az egyik
szomszédos oldalig és onnan Q-ba vezet, egyenld a téglalap atlojaval!

Az abra szerint négyzetet rajzoltunk egy derékszogli haromszogbe, majd meghosszabbitottuk a
négyzet atlojat és a haromszog atfogojat, metszéspontjukat pedig Osszekotottik a derékszogi
csuccesal. Igazoljuk, hogy a jeldlt szogek egyenldek!

r N

D

. /

Legyen A és B két tetszdleges pont. Tiikrozziik a sik egy P pontjat az A-ra, majd az eredményt a
B-re. Az igy nyert pontot P"'- vel jeloljiik. Milyen kapcsolat van a P és P"' pontok kozott?

Adott egy pont, egy a ponton atmend kor és egy egyenes. Forgassuk a pont koriil a kort és minden
helyzetben szerkesszilk meg az egyenessel parhuzamos érintéit. Milyen ponthalmazt alkotnak az
érintési pontok?

Szerkessziink adott hegyesszogli haromszogbe téglalapot az abra szerint, melyben az oldalak
aranya 3:4! Mekkorak a beirt téglalap oldalai, ha AB = 12 cm és a hozza tartoz6 magassag 6 cm?

r N

. J

7. Egy derékszogli haromszdgben az egyik befogo 10 cm, ennek a vetiilete az atfogdn 3 cm. Mekkora

az atfogod és a masik befogd?
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8. Huzzunk két parhuzamos egyenest egy négyzet két atellenes csucsan, és emeljiink ezekre

merdlegeseket a masik két cstcsbol. Igazoljuk, hogy az igy szerkesztett négy egyenes négyzetet
hataroz meg!

9. Az AB atmér6ji félkorbe az OA sugar, mint atméré folé Gjabb félkort irunk. Az OA sugar
tetszOleges P pontjaban merdlegest allitunk az atmérére. Ez az egyenes a kisebb félkort K-ban, a
nagyobbat L-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy AL?> = 2AK?!

10. Az ABC egyenld szaru haromszog alapja 27 egység, beirt korének sugara 9 egység. Mekkora
annak a kornek a sugara, amely érinti a beirt kort és a haromszog szarait?

(Potirasbeli érettségi-felvételi feladat; 1999.)

Az ellenorzé feladatok megoldasai

1. Szerkessziikk meg a haromszdget, ha adott harom (egy ponton atmend) oldalfelez6 merdlegese és
az egyik oldalegyenes egy pontja!

Megoldas:

Az oldalfelez6é merdlegesek f,, fp, fe, az AB oldal adott pontja P. Ha a P pontot tiikkrozzik az f,
egyenesre, akkor a P’ pont is az AB egyenesen lesz. Osszekotjiik a PP’ pontokat, ezzel megkapjuk
a haromszog ¢ oldalegyenesét. Az A pontnak az f;, egyenesre vonatkozo6 tiikorképe a C pont. Az A
pont rajta van a ¢ egyenesen, ezért ha a c¢ egyenest tikrozziik f,-re, a ¢’ tiikorkép-egyenes
tartalmazza a C pontot. Hasonloan a B pontnak az f, egyenesre vonatkozo tiikorképe a C pont, igy
a ¢ egyenest tiikkrozzik f,-ra. A tiikorkép ¢'’ egyenesen is rajta van a C pont, tehat a ¢’ és ¢
egyenesek metszéspontja C. Ha a C pontot tiikrozziik f;,-re, akkor az A pontot, ha az f,-ra, akkor a
B pontot kapjuk. Az A, B,C pontokat 0sszekdtve megrajzoljuk a haromszoget. Még két tovabbi

megoldast kaphatunk, ha az AB oldal szakaszfelez0 merdlegesének a masik két adott egyenest
valasztjuk.
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2. Egy téglalap atloinak metszéspontjan at fektessiink egy tetszbleges egyenest. Ez az AB, illetve CD
oldalt a P, illetve Q pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a legrévidebb ut, amely P-t6l az egyik
szomszédos oldalig és onnan Q-ba vezet, egyenld a téglalap atlojaval!

Megoldas:
[

D Q/ c

1\ J
A 2. ajanlott feladatban leirt médszer alapjan a BC oldalt érinté P-bol Q-ba vezetd legrovidebb utat

igy szerkesztjiik meg:

P-t tiikrozziik a BC oldalra. P't dsszekotjiik Q-val. A BC oldal és P'Q metszéspontja R. A PRQ
utvonal a keresett legrovidebb tavolsag. A tengelyes tiikrozés miatt ez az Gtvonal egyenld hossza a
P'Q szakasszal.

Tengelyesen tiikroztiink, ezért PB = BP'. Az M pont a téglalap kozéppontja, ezért a DQ szakasz
M-re vonatkozd kozéppontos tiikorképe PB, tehat DQ = PB = BP'. A téglalap szemben 1évé
oldalai parhuzamosak. Ezekbdl kovetkezik, hogy DQ és BP' parhuzamos és egyenld, igy BP'QD
négyszOg paralelogramma. A paralelogramma szemben 1évé oldalai, DB és QP' egyenl6ek, ebbdl
kovetkezik a bizonyitando allitas.

3. Az abra szerint négyzetet rajzoltunk egy derékszogli haromszdégbe, majd meghosszabbitottuk a
négyzet atlojat és a haromszog atfogojat, metszéspontjukat pedig Osszekotottiik a derékszogi
csuccesal. Igazoljuk, hogy a jeldlt szogek egyenldek!

4 )

D

Megoldas:

A DP egyenes a négyzet atlojara illeszkedik, ezért a négyzet szimmetriatengelye. Az A pont és a Q
pont egymas tiikorképe. A D és R pontok a szimmetriatengelyen vannak, azaz a tengelyes tiikkrozés
fixpontjai. Ezek alapjan ha az RQD#-et a DP egyenesre tikrozzik, az RADZA-et kapjuk. Ez
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bizonyitja, hogy a két szdg egyenlé. RQDA és PBQ4 pedig egyallasu szdgek, tehat szintén

egyenloek.

4. Legyen A és B két tetszoleges pont. Tiikrozziik a sik egy P pontjat az A-ra, majd az eredményt a
B-re. Az igy nyert pontot P"'- vel jeloljiik. Milyen kapcsolat van a P és P"' pontok kozott?

Megoldas:

A PP'P" haromszdg kozépvonala az AB szakasz, ezért PP" || AB és PP" = 2 - AB, tehat PP"
2 - AB. Ez abban az esetben is igaz, ha a P pont az AB egyenesre illeszkedik:

Megallapithatjuk, hogy a két kdzéppontos tiikrozés egymas utani alkalmazasa egy eltolassal
helyettesithetd. Az eltolas iranya a két kdzéppontot 0sszekotd szakasszal parhuzamos, nagysaga

pedig a szakasz hosszanak kétszeresével egyenld. Ha a tiikrozéseket forditott sorrendben végezziik

el, akkor az eltolas ellentétes iranyu lesz.

5. Adott egy pont, egy a ponton atmend kor és egy egyenes. Forgassuk a pont koriil a kort és minden

helyzetben szerkesszilk meg az egyenessel parhuzamos érintéit. Milyen ponthalmazt alkotnak az

érintési pontok?

Megoldas:

/

~
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6.

A P ponton atmend, O kozéppontu, r sugart k kort forgatjuk. A k korhoz az f egyenessel
parhuzamosan szerkesztiink érint6t. Két ilyen érinté van, e és e, a megfeleld érintési pontok E; és
E,. Az érintési pontba huzott sugar meréleges az érintére, ezért az O_E; = v vektor merdleges az f
egyenesre és nagysaga az r sugarral egyenld, az O_E; vektor ellentétes iranyd, - v. Ha a kort a P
pont koriil forgatjuk, akkor az O pont a P kozéppontu, r sugart k; koron mozog. Ennek a kdrnek a
pontjait a v vektorral kell eltolnunk, hogy a megkapjuk a megfelel E; érintési pontokat, igy ezek a
pontok a kj korvonalon vannak. Az E, pontok halmazat akkor kapjuk meg, ha a k; kort - v
vektorral toljuk el, ez a k;’ korvonal.

Megmutathatd, hogy a kj és ki kor minden pontjat megkapjuk érintési pontként a k kor
valamelyik helyzetében.

A keresett ponthalmaz k; U ki’

Szerkesszen adott hegyesszogli haromszogbe téglalapot az abra szerint, melyben az oldalak
aranya 3:4! Mekkorak a beirt téglalap oldalai, ha AB = 12 c¢m és a hozza tartoz6 magassag 6 cm?!

4 )

Megoldas:
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Az AB szakaszra szerkesztiink egy olyan téglalapot, amelyben az oldalak aranya AP;: AB = 3:4. A
téglalapot tigy kicsinyitjiik a C pontbol, hogy a PQ szakasz az AB oldalra keriiljon: az AB és P;C
szakaszok metszéspontja a P pont, az AB és Q;C metszéspontja Q. A P ponton keresztiil
parhuzamost hizunk AP;-gyel, ez kimetszi az AC oldalbdl az S pontot. A Q ponton keresztiil
BQqparhuzamost hizva kapjuk meg a BC oldalon 1évé az R pontot. Ezekkel a 1épésekkel az
AP; Q4B téglalapot kicsinyitettiik a C pontbol. A koézéppontos hasonlosag aranytartd, ezért a PQRS
téglalap oldalainak aranya 3: 4, tehat ez a szerkesztend6 téglalap.

(A téglalap a 11. kidolgozott feladat modszerével is megszerkeszthetd.)

( c )

A PED - B

\_ J

A téglalap oldalainak aranyat figyelembe véve az oldalakat az abra szerint 3x-el illetve 4x-el
jeloljik. ABC A ~SRC A, mert szogeik egyenléek. Hasonld haromszogekben a megfeleld
szakaszok aranya megegyezik, most egy oldalt és a hozza tartozéo magassagot hasonlitjuk dssze:

4x_m—3x

AB~  m
4x_6—3x
12 6

4x=12—-6x>x=12 =3x=3,6 ;4x =4,8.
A beirt téglalap oldalainak hossza 3,6 cm és 4,8 cm.

Egy derékszogili haromszdgben az egyik befogd 10 cm, ennek a vetiilete az atfogoén 3 cm. Mekkora
az atfogod és a masik befogd?

Megoldas:

A D cC B

\ J

A befogoététel lapjan:
b? = pc,
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a feladat adataival: 100 =3¢ = ¢ = 1(3)—0 ~ 33,3 (cm).

Az a oldalt is kiszamithatjuk a befogotétel segitségével:
a=,/c(c—p)=+33,3-30,3 =318 (cm).
(Az a oldal a Pitagorasz-tétellel is kiszamithatd.)

Huzzunk két parhuzamos egyenest egy négyzet két atellenes csucsan, és emeljiink ezekre
merdlegeseket a masik két cstcsbol. Igazoljuk, hogy az igy szerkesztett négy egyenes négyzetet
hataroz meg!

Megoldas:

4 g )

\_ ’ J
BAP#A = CBQ4 , mert mer6leges szaru szogek. Az azonosan jelolt szogek ugyanezen ok miatt
egyenléek. Az APB; BQC; CRD; DSA haromszogek egybevagoak, mert a négyzet a oldalaban és az
ezen fekvo két szOog nagysagaban megegyeznek. Az egybevagd haromszogek megfelelé oldalai
egyenloek, ezeket az abran azonos betlikkel jeloljik: x;y. A PQRS négyszog minden szdge

derékszog, mindegyik oldala x4y, igy valéban négyzet keletkezett a feladatban leirt
szerkesztéssel.

Megjegyzés:

A feladat allitasa bizonyithaté azzal a gondolattal is, hogy ha az abrat az ABCD négyzet
kozéppontja koriil 90°-kal elforgatjuk, akkor az abra énmagaval fedésbe keriil, tehat a PQRS
négyszog is, igy valdban négyzet.
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9. Az AB atmér6ji félkorbe az OA sugar, mint atméré folé wGjabb félkort irunk. Az OA sugar
tetszOleges P pontjaban merdlegest allitunk az atmérére. Ez az egyenes a kisebb félkort K-ban, a
nagyobbat L-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy AL?> = 2AK?!

Megoldas:

A

. J

A Thalész-tétel miatt az AOK haromszogben a K cstcsnal, az ABL haromszdgben az L csucsnal
derékszog van, ezért alkalmazhatjuk a befogotételt:

AL?> = AP - AB
AK? = AP - AO
Az O pont a félkor kdzéppontja, ezért AB = 2 - AO, amibdl kdvetkezik a feladat allitasa:
AL? =2+ AK?.
10. Az ABC egyenld szaru haromszog alapja 27 egység, beirt korének sugara 9 egység. Mekkora

annak a kornek a sugara, amely érinti a beirt kort és a haromszog szarait?
(Potirasbeli érettségi-felvételi feladat; 1999.)

Megoldas: ( )

\

A kqés a k, korok az abra szerint érintik a haromszog oldalait és egymast, E; és E, a BC oldalon
1év6 érintési pontok.
TBC A ~ 04E,C A, mert egy hegyes szogiik kozos €s derékszogszogliek. Erre a két haromszogre

felirjuk a megfelel6 oldalak ardnyat. Ha az ABC A haromszog magassagat m-mel jeloljik:
9 2 m-—9

13,5 - § /m2? + 13,52
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4 m?% —18m + 81
9 m2+ 13,52
4m? + 729 = 9m? — 162m + 729

5m? —162m =0
Innen m = 0 vagy m = 32,4. m csak pozitiv lehet, ezért m = 32,4.

CO.E{ A~ COE; A, mert a C csucsnal 1évo szogiik kozos és mindkettd derékszogl. A megfeleld
oldalak aranya:
r m-—18—-r

9 m-—9
rm—9r =9m — 162 — 9r
Az m-re kapott értéket behelyettesitve:
324r =129,6 = r =4,

tehat a k, kor sugara 4 egység.
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