14. Vektorok

I. Elméleti osszefoglalo

Vektor

Az iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik:
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e akezdo és a végpont megadasaval: AB;
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Jelolés:

e egy Kkisbetlivel: ¥, irasban aldhUzis is szokdsos: @; nyomtatasban félkovér betiit
hasznalhatunk: b.

Két vektor egyenld, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.
A vektor hosszat a vektor abszolutértékének is nevezzik: |al.

Nullvektornak nevezziik azt a vektort, amelynek abszolutértéke 0. A nullvektor iranya tetszoéleges.
Barmilyen meglepd, minden vektorral parhuzamosnak, minden vektorra merélegesnek tekinthetjiik.

Két vektor egymas ellentettje, ha abszolutértékiik egyenld, iranyuk ellentétes. Jel6lés: az a vektor
ellentettje - a.

Két vektor 0sszegét az abra szerint

e haromszog-szaballyal vagy
e paralelogramma moddszerrel szerkeszthetjiikk meg.
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a+b




Ha a haromszdg-szabalyt hasznaljuk, akkor egyszerre tobb vektort is dsszeadhatunk — egymas utan
felmérve Oket — az Gsszegvektor az elsé vektor kezddpontjabol az utolsoé vektor végpontjaba mutat. A
paralelogramma modszert példaul fizikaban, az er6k 0sszegzése soran alkalmazzuk.

Két vektor Kkiilonbségét az abra szerint szerkesztjik meg. Az a és b vektor kiillonbségét ugy is
megkaphatjuk, ha az a vektorhoz hozzaadjuk a —b vektort.
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a+ (=b)
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Vektor szorzasa szammal: 1 € R

e hal=0,akkorA-a=0;
e ha A > 0,akkor a A - a vektor irinya megegyezik az a vektor iranyaval és | A-a| = 1 |al;
e ha A< 0,akkor aA - a vektor irAnya ellentétes az a vektor iranyaval és | A - a| = [A] - |al.
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Vektorok skalaris szorzata: Ha az a és b vektorok szoge ¢ (0 < ¢ < m), akkoraza és b
vektorok skalaris szorzata:
a-b=|al-|b|-cosep.
Tétel (vektormiiveletek tulajdonsagai):
A vektorok Gsszeadasa kommutativ és asszociativ:
a+b=>b+a;
(a+b)+c=a+(b+oc).



A vektorok szammal valo szorzasara teljesiilnek az alabbi 6sszefliggések:
a-(a+b)=a-a+a-b;
a-(B-a)=(a*p)a;
(a+pB)-a=a-a+p-a.
A skalaris szorzat tulajdonsagai:
a-b=>b-a;
(a+b)-c=a-c+b-c
a(a-b)=(aa)b=a-(a'b);
a? = |al?.
Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha a skalaris szorzatuk O.

Tétel:
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Ha a és b a sik két nem parhuzamos vektora, akkor a sik tetszdleges v vektora egyértelmiien
felbonthatd az a és b vektorokkal parhuzamos 6sszetevokre:

v=a-a+pf-b; afEeER
Ezt az eléallitast az a és b vektorok linearis kombinaciojanak is nevezziik.

Ha a, b és ¢ a tér harom nem egysiki vektora, akkor a tér tetszéleges v vektora egyértelmiien
felbonthatd az a, b és ¢ vektorokkal parhuzamos sszetevokre:
v=a-a+f-b+y-c; apB;y €ER

Sikban az a; b, térben az a; b; ¢ vektorokat bazisvektoroknak, az «; § illetve «; ;Y szamokat a v
vektor koordinatainak nevezzik.

A vektorok koordinataival és a vektormiiveletek koordinatakkal valo kifejezésével a 15. témakorben
foglalkozunk részletesen.

Ha a sikban (térben) egy O pontot rogzitiink, akkor az O pontbdl a sik(tér) tetszéleges P pontjahoz
vezeté OP vektort a P pont helyvektoranak, az O pontot vonatkoztatasi pontnak nevezzik A

helyvektort szokas a megfeleld kisbetiivel jeldlni: 0P = p.



Tétel:

Ha az AB szakasz végpontjaiba mutato helyvektorok a és b, akkor

e AB=b-a.
o az AB szakasz F felezOpontjaba mutatd helyvektor:
_a+b
f - 2 .
e az AB szakasz A-hoz kozelebbi H harmadoldpontjaba mutatd helyvektor:
B = 2a+Db
=—
e az AB szakaszt m:n  ardnyban oszt6 P  pontba mutatdé  helyvektor:
na + mb
p=—7"""
m+n
4 A
P
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Tétel:

e Ha az ABC haromszdg csucspontjaiba mutatdo helyvektorok a,b,c, akkor a haromszog S
sulypontjaba mutat6 helyvektor:
_a+b+c

s 3

e Ha az ABCD tetraéder csucspontjaiba mutatd helyvektorok a,b,c,d, akkor a tetraéder S
sulypontjaba mutat6 helyvektor:

a+b+c+d
s=——m.
4
II. Kidolgozott feladatok
/1. Adott az a; b; c vektor. Szerkessziik meg az alabbi vektorokat! )
a) a+2b
b) a — % c
2 3
) —a+:b-c
a C
b
\ J




Megoldas:

a) (- R
.
b)
-
\.
ﬂ Bontsuk fel a v vektort az a és b vektorokkal parhuzamos 6sszetevokre! \
a)
b v
a

b)




Megoldas:

a) A v vektor végpontjan keresztiil parhuzamost huzunk az a illetve b vektorokkal. fgy a v
vektort egy paralelogrammaba foglaljuk. v = a; + b; a vektorok Osszeadasanak szabalya
szerint. a; = 1,5-a,b; =25-b,igyv=15-a+25-b.
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b) Hasonldan szerkesztiink, mint az el6z6 esetben. Most az Osszetevok az a és b vektorokkal
ellentétes iranyuak, ezért negativ szamokat hasznalunk az Gsszetevok kifejezésére:

4 A

v=a,+b,=—a—-15-b.

3. Az ABC haromszog S sulypontjabol a csucsokhoz mutatd vektorok: a, b, c. Hatarozzuk meg az
a, b, ¢ vektorok Osszegét!

I. Megoldas:




Az F pont az AB oldal felezOpontja, ezért SF = a7+b. A sulypont a stilyvonalnak a csucstol

tavolabbi harmadolé pontja, ezért ¢ = —2 - SE = —(a + b). Innen atrendezés utén kapjuk:
a+b+c=0.

II. Megoldas:

A fenti bizonyitds a sulyvonal és a sulypont geometriai tulajdonsagara épit. Erdemes azonban
,,vektorosan” is gondolkozni. Legyen a vonatkoztatasi pont S. Ekkor a, b, ¢ a csucsok helyvektorai.
A sulypont helyvektorara fel tudjuk irni:

— a+b+c
0=SS=T.

Innen is megkapjuk az a + b + ¢ = 0 Osszefiiggést.

Az ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszoleges pontja O. Bizonyitsuk be, hogy
0A +0C = OB + 0D!

I. Megoldas:

o
O

N
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AB=0B—04 ¢s DC=0C—0D. A paralelogramma szemben 1évé oldalai parhuzamosak és
egyenlé hosszuak, ezért AB =DC = OB—04A=0C —0D. Ezt az Osszefiiggést atrendezve
megkapjuk az 04 +0C = 0B + 0D bizonyitand¢ allitast.

II. Megoldas:
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A paralelogramma atloi felezve metszik egymast, ezért az M pont az AC és BD szakasznak is
felez6pontja, vektorokkal kifejezve:




__. 0A+0C OB+0D
oM = > = >

ezzel megkaptuk a bizonyitando allitast.

= O0A+0C=0B+0D,

5. Az ABCD négyszog szemkozti oldalaira vektorokat illesztiink:AB = a; DC = b. Az AD oldal A-
hoz kozelebbi negyedel6 pontja E, a BC oldal B-hez kozelebbi negyedel6 pontja F. Hatarozzuk

meg az EFvektort az a és b vektorok segitségével!

I. Megoldas:

Az é4bra szerint az AD = 4 - x; BC = 4 - y. Az EF vektort kifejezziik kétféle modon:
EF=—-x+a+ y
EF=3-x+b—-3-y.

Az els6 egyenlet haromszorosahoz hozzaadjuk a masodik egyenletet:

4-EF =3a+b
_E_ﬁ_3a+b
=—
II. Megoldas:
4 N

Huzzuk be a BD atlét és osszuk fel négy egyenld részre. A parhuzamos szelok tételének

megforditasa miatt EG||AB, a parhuzamos szelGszakaszok tétele miatt EG = %AB, tehat EG = %a.

Hasonlo6an kapjuk, hogy GF = %b. A vektorosszeadas szabalya szerint EF = %a + ib = 3a:b.




6. Az ABC haromszog koré irhaté korének kozéppontja O. Ebbdl a pontbol a csticsokhoz mutato
vektorok: a, b, c. Bizonyitsuk be, hogy az O pontbol felmért a + b + ¢ vektor a haromszog
magassagpontjaba mutat! Bizonyitsuk be, hogy a haromsz6g magassagpontja, sulypontja és a koré
irhato korének a kdzéppontja egy egyenesen van (Euler-egyenes)!

Megoldas: s ~N

\_ J

Az 4bra szerint legyenW=a+b+c. CM=0M-0C=a+hb. BA=a-—b. |a|l = |b|, mert
az O pont a hdromszdg koriilirhaté korének a kozéppontja, igy (a + b)(a — b) = a®> — b? =
la|? — |b|? = 0. A két vektor skalaris szorzata 0, igy merdlegesek egymasra. Ezzel bizonyitottuk,
hogy CM L AB, tehat az M pont rajta van a C csticsbdl induld magassagvonalon. Hasonléan
bizonyithatjuk, hogy a masik két magassagvonalon is rajta van M, tehat M a haromszog
magassagpontja.

atb+c 1777

=3 OM. Ezzel belattuk, hogy az M, S, 0

pontok egy egyenesen vannak, az S pont az 0-hoz kozelebbi harmadolo pontja az MO szakasznak.

A haromszog S sulypontjaba mutato vektor 0S =

Ezt az egyenest Euler-egyenesnek nevezziik.

7. A ABC haromszdg oldalainak a hossza a,b,c; a szemkozti csucsok helyvektorai a,b,c.
Hatarozzuk meg a haromszogbe irt kor kozéppontjanak helyvektorat!

Megoldas:
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Az abran a helyvekorokat az attekinthetéség miatt nem jeloltiik. A szokasnak megfelelden az adott
pontba a megfelel6 kisbetiivel adjuk meg a helyvektort. A haromszog beirt korének kozéppontja a




szogfelez6k metszéspontja, az abran a K pont. A szdgfelezd a szemkdzti oldalt a szomszédos
. . . bb b b
oldalak aranyaban osztja, ezért: p =988 & az AP szakasz hossza ——c = ——. Az APC
a+b a+b a+b

haromszdgben AK szogfelezo, erre is alkalmazzuk az el6bb emlitett tételt:

bc aa + bb bc aa + bb + cc

ko Praxp _PTawp taxpC P axp _eatbbtec
~  bc - bc - a+b+c = a+b+c
a+b+b a+b+b b a+b

A beirt kor kozéppontjanak helyvektora ezek szerint a cstucsok helyvektorainak az oldalak
hosszaval stulyozott kozepe.

Hatarozzuk meg az a és b vektorok szogét, ha |a| = 7; |b| = 12 és ab = —60!
Megoldas:
ab = |a|- |b| - cos ¢, ahol ¢ a két vektor szoge. Innen cos ¢ = —% = —73 = ¢ = 135,58°.

. Az ABCDEF szabalyos hatszog oldalainak a hossza 10, a hatszog kozéppontja O. Szamitsuk ki az
AB - A0; AB -AC; BC - EF; FC - BD; FC - EF
skalaris szorzatok értékét!

Megoldas:

\_ J

AB A0 =10-10 - cos 60° = 100 - 0,5 = 50;

— V3
AB-AC=10-10\/§-cos30°=100-\/§-7=150;

BC-EF =10-10 - cos 180° = —100;

FC-BD =20-10V3-c0s90° =0;
FC-EF =20-10-cos 120° = 200 - (—=0,5) = —100.

10. Bizonyitsuk be, hogy egy paralelogramma atléinak négyzetdsszege egyenldé az oldalainak
négyzetosszegével !
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Megoldas:

. J

A paralelogramma oldalaira és az atlokra az abra szerint vektorokat illesztiink. A szakaszok hosszat
kisbetiivel, a vektorokat félkovér betiikkel jeloljilk. A megoldas soran kihasznaljuk, hogy egy
vektor négyzete egyenld a hosszanak a négyzetével:

e?+f2=e*+f>=(a+b)?>+(a—b)?=2-a?+2-b?=2a®+2b°

11. Szerkessziik meg az ABC haromszog AC és BC oldalara kifelé az ACPQ és CBRS négyzeteket.
Bizonyitsuk be, hogy a PS szakasz kétszer akkora, mint a haromszog C-hez tartozo sulyvonala!

Megoldas:

4 )

= J

Az AB oldal felez6pontja O, a CB oldal felezopontja E, az AC oldal felezOpontja F. A haromszog
kozépvonala parhuzamos a haromszog egyik oldalaval és fele olyan hosszu. Ezt felhasznalva
jeloliink vektorokat az abran:




III. Ajanlott feladatok
1.

Az a4 vektor az a vektornak, a by vektor az b vektornak a —90°-os (az éramutaté jarasaval azonos

iranya) elforgatottja. igy CS = 2aq; PC = 2b,. A vektordsszeadas szabalya szerint a haromszog
sulyvonalara illesztett vektor: s =a+ b; a PS szakaszra illesztett vektor: v = 2a; + 2b; =
2(a; + by). Ez az eredmény azt mutatja, hogy a v vektor az s vektor —90°-o0s elforgatottjanak a 2-

szerese. Tehat belattuk, hogy a PS szakasz kétszer olyan hosszl, mint a sulyvonal, tovabba azt is,

hogy merdleges ra.

Adott az a; b; c vektor. Szerkessze meg az alabbi vektorokat!

a C
a) a+2b
b) a—%c

2 3
) —a+:b-7c

2. Az ABCDEFGH kocka A cstcsabdl kiindulé élvektorok a, b, c. A HG él felezépontja P, a BCGF
lap k6zéppontja O. Fejezziik ki az AH,BD, AP, A0 vektorokat az a, b, ¢ vektorok segitségével!

s

-

~

J

Az OBMA paralelogramma OA és BM oldalat osszuk harom egyenlé részre, igy kapjuk az abra

szerint a C és D pontokat. Osszuk fel a CD szakaszt is harom egyenld részre, a P pont a CD

szakasz D-hez kozelebbi harmadolé pontja. Irja fel az OP vektort az OA=a és az OB = b
vektorok segitségével! (Nemzetkozi Elokészito Intézet felvételi feladata, 1985)

Ve

o

~N

M
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10.

11.

12.

13.

Az ABCDEFGH paralelepipedon éleire az abra szerint vektorokat illesztiink. A DBE haromszog

sulypontja S;, a CFH haromszog sulypontja S,. Fejezziik ki az E, TSD TSZ vektorokat az a, b, ¢
vektorok segitségével! Hatarozzuk meg, hogy a paralelepipedon testatlojat milyen aranyban osztja
a két haromszog sikja!

-~

Az ABC haromszodg A csucsat tiikrozziik a B csucsra, igy az A; pontot kapjuk. Hasonldéan a B
csucsnak a C-re vonatkozo6 tiikorképe By, C-nek az A-ra vonatkozo tiikkorképe C;. Bizonyitsuk be,
hogy az ABC haromszdg és az A; B;C; haromszog stlypontja azonos!

Bizonyitsuk be, hogy ha a haromsz6g magassagpontjat az oldalfelez6 pontokra tiikrozziik, akkor a
haromszog koré irhatd korének pontjait kapjuk!

Legyen P és Q az ABC haromszog AB, illetve AC oldalan 1évo két bels6 pont tgy, hogy BP = CQ.
Jelolje a BC oldal felezépontjat E, a PQ szakasz felezOpontjat F. Igazolja, hogy az EF egyenes
parhuzamos az ABC haromszog A cstucsabol induld belso szogfelezojével! (Felvételi feladat, 1992)

Egy szankot 30 N erével hiizunk, az eré 40°-os szdget zar be az elmozdulassal. Mekkora munkat
végziink, ha 50 m Gton hizzuk a szankot?

Mekkora az a és b egységvektorok szoge, ha (2a — b)(3a + 4b) = —0,5?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenes merdleges egy sik két nem parhuzamos egyenesére, akkor
meroleges a sik minden egyenesére!

Az OABC tetraéder OA, OB, OC ¢élei paronként merdlegesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy az
ABC haromszog hegyesszogi!

Adott egy ABCD paralelogramma és egy O pont. Bizonyitsuk be, hogy :
(042 + OC2) — (0B + 0D?) = 24B - AD!

Az ABC haromszog BC és CA oldalara kifelé szerkessziikk meg a BCD, illetve a CAG szabalyos
haromszdgeket. Az AC, BC, GD szakaszok felez6pontjai E, F, H. Bizonyitsuk be, hogy az EFH
haromszdg is szabalyos!
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Az ajanlott feladatok megoldasai

1. Adott az a; b; ¢ vektor. Szerkessze meg az alabbi vektorokat!

a b c

d a+2b
1
e) a--c

2 3
f) —a + Eb—zc

Megoldas:

-

a+2b

14



2. Az ABCDEFGH kocka A csucsabdl kiindulé élvektorok a, b, c. A HG él felezépontja P, a BCGF
lap k6zéppontja O. Fejezziik ki az AH,BD, AP, AO vektorokat az a, b, ¢ vektorok segitségével!

[

-

~N

_/

Megoldas:

AH=b+c BD=b—a; AP=b+c+0,5a; A0 = a + 0,5b + 0,5c.

3. Az OBMA paralelogramma OA és BM oldalat osszuk harom egyenld részre, igy kapjuk a C és D
pontokat. Osszuk fel a CD szakaszt is harom egyenld részre, igy kapjuk a P pontot. Az abranak

megfelelden rajzolt OP vektort irja fel az 04 = a ésaz OB = b vektorok segitségével!

( B D M\
P
b
o a c A
o J

(Nemzetkozi El6készito Intézet felvételi feladata, 1985)

Megoldas:
0D =b+ %a; 0C = %a. A P pont a CD szakasz D-hez kdzelebbi harmadold pontja, ezért
— 2-(b+%a)+§a 4 2

4. Az ABCDEFGH paralelepipedon éleire az abra szerint vektorokat illesztiink. A DBE haromszog
sulypontja S;, a CFH haromszdg sulypontja S,. Fejezziik ki az KG: E;, A_S; vektorokat az a, b, ¢
vektorok segitségével! Hatarozzuk meg, hogy a paralelepipedon testatlojat milyen aranyban osztja
a két haromszog sikja!
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Megoldas:

AG=a+b+c. S1 pont a DBE haromszog sulypontja, ezértE; = a+:+c.

AC=a+b;AH=b+c; AF=a+c ¢s S, a CFH haromszdog sulypontja, ezért
F __atb+btctatc
, = Lotorerare

¢s a két haromszog sikja harmadolja a paralelepipedon atlojat.

= %(a + b + ¢). Ebbdl lathato, hogy az A, S, S,, G pntok egy egyenesre esnek

5. Az ABC haromszog A csucsat tiikkrozziik a B csucsra, igy az A; pontot kapjuk. Hasonléan a B
csucsnak a C-re vonatkozo tiikorképe B;, C-nek az A-ra vonatkozoé tiikkdrképe C;. Bizonyitsuk be,
hogy az ABC haromszdg és az A; B;C; haromszdg sulypontja azonos!

\

Megoldas:

Az adott pontokba mutato helyvektorokat a megfeleld kisbetlivel jeloljiikk. A B pont az AA, szakasz

ataq

felezOpontja, ezért b = — Innen atrendezve azt kapjuk, hogy a; = 2b —a. Hasonldan
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a+b+c

. Az

by =2c—b; ¢c; = 2a — c. Az ABC haromszog sulypontjaba mutatd helyvektor s =
2b—a+2c—-b+2a-c _ atb+c
3 I

A4B;(C; haromszog S; stlypontjaba mutatd helyvektor s, = = s. Ezzel

belattuk, hogy a két haromszog sulypontja azonos.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha a haromsz6g magassagpontjat az oldalfelezé pontokra tiikrézziik, akkor a
haromszog koré irhatd korének pontjait kapjuk!

Megoldas:

4 )

Most is valasszuk vonatkoztatasi pontnak a koriilirhatdo kér O kdzéppontjat. A 6. kidolgozott

feladatban bizonyitottuk, hogy ha a koriilirhatd kor kozéppontjabol a csucsokba mutatd

helyvektorok a, b, ¢, akkor a magassagpontba mutatd helyvektor @ + b + c. Jeldljiikk az AB oldal

felez6pontjat F-el, ekkor f = aTH). A tiikrozés miatt F az MM’ szakasz felezOpontja is. Ebbdl az

M'pont helyvektora kiszamithato:

a+b m+m
2 2

Tehat m' = —c. Ez azt jelenti, hogy az M’ pont a C pontnak az O korkoézéppontra vonatkozo

=>a+b=a+ b+ c+m'.

tiikorképe, tehat rajta van a koriilirhatd koron.

7. Legyen P és Q az ABC haromszodg AB, illetve AC oldalan 1évo két bels6 pont ugy, hogy BP = CQ.
Jelolje a BC oldal felezépontjat E, a PQ szakasz felezOpontjat F. Igazolja, hogy az EF egyenes
parhuzamos az ABC haromszog A csticsabol induld belso szogfelezojével!

(Felvételi feladat, 1992)
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I. Megoldas:

J

Az abra szerint bevezetjiik a kovetkezé jeloléseket: AB =¢; AC = b; a b vektorral parhuzamos

egységvektor by; a ¢ vektorral parhuzamos egységvektor c,. Alkalmas k valds szammal felirhato:
+c

PB = keo; QC = kby. Ezeket hasmalva kifejezhets: AE =% AF = 220K \iq
meghatarozzuk:
— — — b+c—b+kby—c+kcy k(by+c
FE = AE — AF = 2 0 _ kbo+ o)
2 2
by és ¢y egyenlé hosszu vektorok, ezért az Osszegiik a szogfelezé iranyaba mutat, mert egy

k(b0+00)
2
AB = AC esetén EF a szogfelezore esik, ezt a parhuzamossag specialis esetének tekintjiik. Ezzel

belattuk a feladat allitasat.

b0+Co

rombusz atldja. Ebbdl lathato, hogy

parhuzamos a vektorral, igy a szogfelezével.

II. Megoldas:

& J

Az elsé megoldas szerint bevezetjiik az AB = ¢; AC = b vektorokat; az ezekkel parhuzamos by és
¢, egységvektorokat, a k valos szamot, amellyel felirhato: PB = kcy; W = kby. A PQ szakasz
felez6pontja F, a BCszakasz felez6pontja E. A PC és BC szakaszokra az abra szerint vektorokat
illesztiink: FP = x;m = —Xx; BE = y;C_E = —y, ezekkel az FE vektort kétféle moédon
kifejezziik:
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FE=x+ kecy +y
FE = —x + kby—y
A két egyenletet 0sszeadjuk és az eredményt megfelezziik:

— kby+k k(by +
FE = 02 Coz (02 o)

Innen az elsé megoldasnak megfelelden fejezziik be a megoldast.

8. Egy szankot 30 N erével hiizunk, az erd 40°-os szoget zar be az elmozdulassal. Mekkora munkat
végziink, ha 50 m Gton hizzuk a szankot?

Megoldas:

Ha F erét fejtiink ki és ekozben az elmozdulast az § vektor adja meg, akkor a fizikai munkavégzést
az er0 és az elmozdulas skalaris szorzataval szamoljuk ki:

W =F-§=30N"-50m-cos40° = 1149 J.
9. Mekkora az a és b egységvektorok szoge, ha (2a — b)(3a + 4b) = —0,5?
Megoldas:

A skalaris szorzat tulajdonsagai alapjan felbontjuk a zarojelet és felhasznaljuk, hogy a és b
vektorok hossza egységnyi:

(2a — b)(3a + 4b) = 6a® — 3ab + 8ab — 4b*> = 6 + 5ab — 4 = 2 + 5ab = —0,5.
Ebbdl ab = —0,5 adoédik. Ha a két vektor szoge ¢, akkor cos ¢ = —0,5, tehat ¢ = 120°.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenes merdleges egy sik két nem parhuzamos egyenesére, akkor
meroleges a sik minden egyenesére!

Megoldas:

e a

n

Tegyiik fel, hogy az e egyenes merbleges a sik f és h egyenesére, amelyek nem parhuzamosak.
Legyen g a sik tetsz6leges egyenese. Az e, f, h, g egyenesek egy-egy iranyvektoran, b, a,v. Av

19



vektor felirhato az a és b vektorok linearis kombinacidjaként; v = aa + b alakban, ahol «,
valds szamok.

Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha a skalaris szorzatuk 0. igyn-a = 0;
n-b=0.Ekkor: n-v=n-(aa+ pb) = a(n-a)+ p(n-b) = 0is teljesiil, amibdl kovetkezik,
hogy n 1 v, tehat az e egyenes merdleges a g egyenesre is.

A fenti abra kdzos ponton atmend egyenesekre mutatja a bizonyitast a jobb attekinthet0ség miatt,
de meggondolhatd, hogy a bizonyitas altalanos esetben ugyanigy igaz, az egyenesek szoge nem
valtozik, ha kdzos pontba toljuk el dket.

11. Az OABC tetraéder OA, OB, OC élei paronként merdlegesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy az
ABC haromszog hegyesszogi!
Megoldas:

4 )

¢ Y,

A tetraéder éleire vektorokat illesztiink: 04 = a, OB = b, OC = ¢. ab = ac = bc = 0 az élek
mer6legessége miatt. AB - AC = (b — a)(c — a) = bc — ba — ac + a? = a? > 0. Ha két vektor
skalaris szorzata pozitiv, akkor a két vektor hegyesszdget zar be, tehat az ABC haromszogben az A
csucsnal hegyesszog van. Ugyanigy bizonyithatd, hogy a masik két szog is hegyesszog, igy a
haromszog hegyesszogil.

12. Adott egy ABCD paralelogramma és egy O pont. Bizonyitsuk be, hogy

(04% + 0C?) — (0B? + 0D?) = 24B - AD!

Megoldas: ~ ~N
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(042 + 0¢?) — (0B? + 0D?) = 04 — OB + 0C* — 0D? =
_ (0 — 0B) (04 + 0F) + (0C — 0)(0¢ + 0D) =
= BA(04 + 0B) + DC(0C + 0D) = AB(~04 — 0B) + AB(0C + 0D) =
= AB(OC — 0B + 0D — 04) = AB(BC + AD) = AB(AD + AD) = 24B - AD.
Az atalakitasok soran felhasznaltuk, hogy a paralelogramma szemben 1év6 oldalai parhuzamosak és
egyenloek, tovabba alkalmaztuk a vektormiiveletek tulajdonsagait.

Megjegyzés:

Ha ABCD téglalap, akkor AB-4AD = 0, mert a téglalap oldalai merélegesek egymasra. Ezért igaz a
kovetkezo allitas:

A téglalap alapt gula két-két szemben 1év6 oldalélének négyzetdsszege egyenlo.

13. Az ABC haromszog BC és CA oldalara kifelé szerkessziik meg a BCD, illetve a CAG szabalyos
haromszdgeket. Az AC, BC, GD szakaszok felez6pontjai E, F, H. Bizonyitsuk be, hogy az EFH
haromszdg is szabalyos!

Megoldas:

4 )

\ /

Az AB oldal felezOpontja 0. A haromszog kdzépvonala parhuzamos a haromszog egyik oldalaval

és fele olyan hosszl. Ezt felhasznalva jel6liink vektorokat az abran:

OFE=FC=a; OF=EC=bh .
Az a4 vektor az a vektornak, a by vektor az b vektornak a —60°-os (az éramutaté jarasaval azonos
iranya) elforgatottja, igy GC = 2by; Fl = a;. A GCD haromszogben HI kozépvonal, ezért
H = —b.Vektormiiveleteket hasznalva FE=a- b; FH = a, — b,. Ez az eredmény azt mutatja,

hogy ha az FE szakaszt az F pont koriil —60°-al elforgatjuk, akkor az FH szakaszt kapjuk, tehat az
EFH haromszog szabalyos.

Megjegyzés:

Ha az ABC haromszog y szogét ,hataresetként” 180°-nak valasztjuk, akkor is igaz a feladat
allitasa:

Legyen az AB szakasz bels6 pontja a C pont. Az AC és CB szakaszra szerkessziik meg az ACG,
illetve a CBD szabalyos haromszogeket. Az AC, BC, GD szakaszok felezGpontjai E, F, H.
Bizonyitsuk be, hogy az EFH haromszdg is szabalyos!
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IV.

A bizonyitas erre az esetre is a fent leirt modon alkalmazhato..

Ellenorzo feladatok

Adottak az a, b, ¢ egysiku vektorok. Szerkessze meg az alabbi vektorokat!

2a-b 1 1 b+2c
- —a —
3 + 2 ¢ C) 3 2

a) a—2(b+o0) b)

Az a és b vektorok nem parhuzamosak, egyik sem nullvektor. Milyen « és [ valds szamokra
teljesiil az alabbi egyenléség?

(a+pa+ (B —-2)b=Q2a-p)a-b)
Hatarozza meg az a + b és az a — b vektorok hosszat, ha |a| = 12, |b| = 10 és a két vektor szoge

80°!

Az ABCD négyszdg oldalvektorai: AB =a;BC =b;CD =c. Fejezze ki ezeknek a vektoroknak a
segitségével az atlok felezpontjait 6sszekotd vektort!

Bizonyitsa be, hogy a tetraéder stulypontja felezi a szemkdzti €lek felezGpontjait Gsszekotd
szakaszt!

Az ABCD huarnégyszog BCD,ACD,ABD,ABC részharomszogeinek magassagpontjai P,R,S. Q.
Bizonyitsa be, hogy a PQRS négyszog egybevagd az ABCD négyszdoggel!

Mekkora az a és b vektor szoge, ha |a| = 10; |b| = 8; ab = 60?

Egy tetraéder szemkozti éleinek négyzetosszege egyenld. Bizonyitsa be, hogy a kitérd élek
merdlegesek egymasral!

Az ellenorzé feladatok megoldasai

1.

Adottak az a, b, ¢ egysiku vektorok. Szerkessze meg az alabbi vektorokat!

2a-b | 1 1 b+2c
+-c

a) a—2(b+c) b) ==+ ) 3 5

Megoldas:

Alkalmazzuk a vektormiiveletek szabalyait!
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2. Az a és b vektorok nem parhuzamosak, egyik sem nullvektor. Milyen a és f valds szamokra
teljesiil az alabbi egyenléség?

(a+pa+(p—2)b=(2a—-p)a-Db)
Megoldas:

Barmely vektor egyértelmiien bonthat6 fel a és b vektorokkal parhuzamos dsszetevokre, ezért az
egyenlet két oldalan az a és b vektorok egyiitthatoi egyenléek:

a+ﬁ=2a—ﬁ}
B—2=0-2a

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: « = 1; § = 0,5.
3. Hatirozza meg az a + b és az a — b vektorok hosszat, ha |a| = 12, |b| = 10 és a két vektor szoge

80°!

Megoldas:

A paralelogramma szomszédos szogei 180°-ra egészitik ki egymas, ezért f = 100°. Az ABD
haromszogre a koszinusztételt felirva megkapjuk az a + b vektor hosszat.

AD? = 144 + 100 — 2-12- 10 - cos 100° = 285,68
la+b|=,28568=169
Az ABC haromszogre felirva a koszinusztételt megkapjuk az a — b vektor hosszat.

BC? =144+ 100 —2-12-10 - cos 80° = 202,32

la—b|=,20232=14,2

4. Az ABCD négyszog oldalvektorai: AB =a;BC =b;CD =c. Fejezze ki ezeknek a vektoroknak a
segitségével az atlok felezOpontjait 6sszekotd vektort!

I. Megoldas: (" )
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Az AC atl6 felezdpontja E, a BD atlo felezépontja F.

— — a+b
AC=a+b = AE = >
. ——~ a+b+c+a
AD=a+b+c:>AF=f.

Ezt felhasznalva:

_E_ﬁ_a+b+c+a a+b a+c
B 2 2 2
Megjegyzés: Az eredménybdl lathatd, hogy az EF vektort a BC = b vektor nélkiil ki tudjuk

fejezni. Arra is tudunk kovetkeztetni, hogy ha az ABCD négyszog trapéz (AB||CD), akkor EF
parhuzamos a trapéz AB és CD alapjaval.

I1. Megoldas: e ~N

\§ J

Az AC atlo felezépontja E, a BD atlo felezGpontja F. Az abra szerint bevezetjiik az EA=xés
BF = y vektorokat, igy EC = —x¢ésDF = —-y. Az EF vektort kétféle médon kifejezziik:
EF=x+a+ y

EF=—x+c—y

2-_E_ﬁ=a+c
_E_ﬁ_a+c
)

EDbbdl a levezetésbdl az is érthetévé valik, hogy miért nincs sziikségiink a b vektorra az EF vektor
kifejezéséhez.

Bizonyitsa be, hogy a tetraéder sulypontja felezi a szemkozti élek felezdpontjait Osszekotd
szakaszt!

Megoldas:

Egy rogzitett O pontbdl a pontokba mutaté helyvektorokat a megfeleld kisbettivel jeldljik. E és F
a+b c+d
_+_

oldalfelezé pontok, ezért e = aTH); f= %. az EF szakasz felez6pontja K: k = 2—2- = atbretd

2 4

Ez éppen a tetraéder sulypontjanak helyvektora, tehat belattuk a feladat allitasat.
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6. Az ABCD hurnégyszog BCD; ACD; ABD; ABC részharomszogeinek magassagpontjai P; Q; R; S.
Bizonyitsuk be, hogy a PQRS négyszog egybevagd az ABCD négyszoggel!

Megoldas:

e )

\ i J
A koriilirhato kor kozéppontjat valasztjuk vonatkoztatasi pontnak, az ebbdl a pontbdl induld
helyvektorokat a megfeleld kisbetiivel jeloljiilk. A 6. kidolgozott feladat eredménye alapjan

megadjuk a magassagpontokba mutatd helyvektorokat:
p=b+c+d;q=a+c+d;r=a+b+d;s=a+b+c.

Ez alapjan:

AB=b-a;QP=p-q=b+c+d—(a+c+d)=b—a.
Tehat az AB oldal parhuzamos ¢és egyenld a QP oldallal. Hasonl6an tudjuk belatni a t6bbi oldalrol
is, hogy az ABCD négysz6g megfeleld oldalaval parhuzamos és egyenld. gy a PQRS négyszog
valdban egybevagd az ABCD négyszboggel.

7. Mekkora az a és b vektor szoge, ha |a| = 10; |b| = 8; ab = 60?

Megoldas:

ab _60_075
lal|lb] 80

(a,b)s = 41,41° a két vektor szoge.

cos(a,b)4 =
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8. Egy tetraéder szemkozti éleinek négyzetGsszege egyenld. Bizonyitsa be, hogy a kitérd élek
merdlegesek egymasral!

Megoldas:

e

o A

- J

A tetraéder O cslcsabol induld éleire illesztjik az a, b,c vektorokat. Egy vektor négyzete
megegyezik a hosszanak a négyzetével. A feladat feltételét vektorokkal igy irhatjuk le:

0A? + BC? = 0B?>+ AC? & a?+ (c—b)? =b?+ (a-c)?
a’ + c¢? —2chb + b? = b? + a? — 2ac + ¢?
0 = 2¢b — 2ac
0 = 2c(b—a)

A skalaris szorzat csak akkor lehet nulla, ha a két vektor merbleges egymasra, tehat a tetraéder OC
¢s AB kitéré élei merdlegesek egymasra. A masik két élparra a bizonyitas ugyanilyen modon
torténik.
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