15. Koordinatageometria

I. Elméleti osszefoglalo

Koordinatakkal adott vektorok

Ha a(aq; a,) és b(by; by) a sik két vektora, A valos szam, akkor

e az a vektor hossza: lal = a2 + a3

e a két vektor dsszege : a+b(a, +by;a, + by)
e a két vektor kiilonbsége: a—b(a; —by;a, — by)
e vektor szdmmal vald szorzata: Aa (Aaq; Aay)
e az a vektor ellentettje: —a (—aq;—ay)
o a két vektor skalaris szorzata: ab= ab; +a,b,
Az A(aq; a,) pontbdl a B(by; b,) pontba mutaté vektor: AB = (by —aq; b, —ay)
Az A(ay; a,) és B(by; b,) pontok tavolsaga: |4B| = {/(a; — by)? + (az — by)?

a1b1+a2b2

Ha az a(aq; ay) és b(bq; by) vektorok hajlasszoge ¢, akkor:  cos p = ————
v ! /a1+a2 ’b1+b2

Ha az a(ay; a,) vektort +90°-kal elforgatjuk, az a'(—a,; a,) vektort,
ha —90°-kal elforgatjuk, az a''(a,; —a,) vektort kapjuk.

Szakasz adott aranyu osztopontja, haromszog sulypontja

Ha A(aq; ay), B(by; by) és C(cy; c2) a sik pontjai, akkor

e az AB szakasz F felezépontja: a1+b1 a2+b2)

e az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadolo6 pontja:

(2a1+b1 2a; +b2)

n-.a;+mby; n-a+m bz)
n+m ; n+m
(a1+b1+01 a2+b2+02)

e az AB szakaszt m:n aranyban oszt6 P pont:

“Yh W o™

e az ABC haromszog S sulypontja:

Egyenes egyenlete

e Normalvektoros egyenlet:
Az n(4; B) nem nullvektort az egyenes normalvektoranak nevezziik, ha meréleges az
egyenesre.
A P(xq; ¥o) ponton atmend n(A4; B) normalvektori egyenes egyenlete:
Ax + By = Axy + By,
¢ Iranyvektoros egyenlet:
A v(vy; v,) nem nullvektort az egyenes iranyvektoranak nevezziik, ha parhuzamos az
egyenessel.
A P(xq; ¥o) ponton atmend v(vq; v,) iranyvektoru egyenes egyenlete:
U2X = V1Y = V2Xo — V1Yo
e Iranytényezés egyenlet:
Az egyenesnek az x-tengely pozitiv irdnyaval bezart szogét az egyenes iranyszogének



nevezziik.
Ha az egyenes ¢ iranyszoge nem 90°, akkor az m = tg ¢ szamot az egyenes
iranytényezojének (meredekségének) nevezziik.
A P(xq; ¥o) ponton m iranytényezGji egyenes egyenlete:
y = Yo =m(x —xo).
o Két egyenes parhuzamos, ha
o normalvektoraik parhuzamosak;
o iranyvektoraik parhuzamosak;
o iranyszogiik egyenld;
o iranytényezéjiik egyenld (ha van).
o Két egyenes merdleges, ha
o normalvektoraik merélegesek — normalvektoraik skalaris szorzata 0;
o iranyvektoraik mer6legesek — iranyvektoraik skalaris szorzata 0;
o akoordinatatengelyekkel nem parhuzamos egyenesek iranytényezdinek szorzata —1.
o Két egyenes metszéspontjat gy hatarozzuk meg, hogy megoldjuk a két egyenes
egyenletébdl allé egyenletrendszert.

Kor egyenlete

o Az O(u,v) kdzéppontl, r sugari kor egyenlete:
x—uw?+@y-v)t=r2.
o Kor és egyenes kozos pontjait ugy hatarozzuk meg, hogy megoldjuk a kor és az egyenes
egyenletébdl allé egyenletrendszert.
o Két kor kozos pontjait Ugy hatarozzuk meg, hogy megoldjuk a két egyenletébdl allo
egyenletrendszert.

Parabola

e A parabola azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek egy egyenestdl (vezéregyenes)
¢és egy az egyenesre nem illeszkedd ponttol (fokuszpont) egyenld tavol vannak. A fokuszpont
¢s a vezéregyenes tavolsagat paraméternek nevezziik.

(" )
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e A parabola tengelyponti egyenlete
Ha a parabola paramétere p, a tengelye az y-tengely, a csticspontja az origbban van, akkor a
fokuszpont F (0; %), a vezéregyenes egyenlete y = — g, a parabola tengelyponti egyenlete:
1
2

y=5x ;



ha a parabola csticspontja az (u; v) pontban van, akkor a fokuszpont F (u; v+ g), a

vezéregyenes egyenlete y = v — g , a parabola egyenlete:

—u =1 (x — )2
y u—zp(x v)“.

II. Kidolgozott feladatok

(1. Adott az a(2; 3); b(6; 2); c(4; 5) vektor. Szamitsuk ki az alabbi vektorok koordinatait:
a+2b

3a —1b
2

a—Zc+§b!
4

Megoldas:
a+b=02+2:-6;,3+2-2)=(14;7)
3 1b—<32 16'33 12)—(3'8)
a=3b= 2 2 ¢) T

2 +3b—<2 2443632545 2)—( 15:-5.5)
a C 4 _ 4 ) 4 - »H .

2. Bontsuk fel a v(3; —2) vektort az a(6; 3) és a b(4; —5) vektorokkal parhuzamos osszetevokre!

Megoldas:

Keressiik azokat az o és § valos szamokat, amelyekre teljesiil:

v=x-a+f-b,
koordinatakkal kifejezve:
3=6a+4p
—2=3a-5p

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: a = % ;B = %, igy v= %a + %b .

3. Adott az A(7;—3) és B(12;—4) pont. Hosszabbitsuk meg az AB szakaszt a B-n til a
haromszorosara! Szamitsuk ki az igy kapott C pont koordinatait!

Megoldas:
A B pont az AC szakasznak az A ponthoz kozelebbi harmadold pontja. igy a C(cy;c,) pontra
teljesiil:
27+ 2:-(=3)+c,
212 b — L L _
3 T3
Az egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk a C pont koordinatait: ¢, = 22 ¢, = —6.

4. lIgazoljuk, hogy az A(1; 3), B(4;7), C(2;8), D(—1; 4) pontok egy paralelogramma csticsai!




Megoldas:

AB =(4—1;7-3) = (3;4); DC = (2 — (—1);8 —4) = (3;4). Ennck alapjan az AB szakasz
parhuzamos és egyenld a DC szakasszal, tehat az ABCD négyszog paralelogramma.

5. Adott az ABC haromszog cstcsainak koordinatai: A(2; 3); B(13;4); C(6;9). Hatirozzuk meg
a) aza (A csucsnal lév6) szdg nagysagat;
b) az ABC haromszdog teriiletét!

Megoldas:
a) AB = (11;1), [AB| =V112+1=+V122, AC = (46), |AC|=v42+62=+52.

A skalaris szorzat definicidja alapjan: AB -AC = |E| : |TC| -cosa.

AB - AC
Cosd = —m——
|AB| - |AC]|

Ha a skalaris szorzatot kifejezziik a vektorok koordinataival, akkor

HA+16_ 6276 51.12°
cosa =—————=0, ; a = , .
Viz2 V52

b) A haromszog teriiletét két oldalbol és a kozbezart szogbdl szamoljuk ki:

_ b-c-sina _ V524122 +sin51,12° _ 31
= > = > =

(6. Adott az ABC haromszog csucsainak koordinatai: A(3;2); B(13,4); C(4; 10). Hatarozzuk meg
a) az A csucsbol induldo magassagvonal egyenletét;

b) a BC oldal egyenletét;

¢) az A csucsbol indulé magassag hosszat;

d) a haromszog koré irhat6 korének kozéppontjat!

Megoldas:




a) A BC = (—9; 6) vektor az A cstcsbol induld magassagvonal normalvektora. Az 1/3 ekkora
n = (—3;2) normalvektort is haszndlhatjuk az egyenes egyenletének felirasahoz. A
magassagvonal atmegy az A (3;2) ponton, igy a magassagvonal egyenletét a normalvektor
segitségével felirhatjuk:

myg: —3x+2y=-9+4+4=-5

b) Az BC vektor a BC oldal iranyvektora v = (—9; 6). Az oldal atmegy a B (13; 4) ponton, tehat
a BC egyenes egyenletét a v, = (—3; 2) iranyvektorral felirva:

a: 2x +3y =26+ 12 = 34.

c) Az pontbol induld magassag talppontja az m, egyenes és az a egyenes metszéspontja. Ezért a
T pont koordinatait az alabbi egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg:

my: 3x—2y =5
a: 2x+3y =138 ,

A T(7;8) és A(3; 2) pontok tavolsaganak kiszamitasaval hatarozzuk meg a magassag hosszat:

J(7=3)2+8-2)2=721.

d) A haromszog koriilirt korének a kozéppontjat az oldalfelezé merdlegesek metszéspontjaként
4+13 4410

220) = (85;7). A BCf; oldalfelezs

kapjuk meg. A BC oldal felezopontja F; (T’

merodlegesének normalvektora
n, = (—3;2), egy pontja F;.
Igy az oldalfelezé meréleges egyenlete:
fi: —3x+ 2y =-11,5.

Hasonloan irjuk fel az AC oldalfelez6 merdlegesének egyenletét:

<4+3'10+2>—(35'6)
2 2 ) 2 - )

n, = (1;8)
fa: x+8y =515

Az f; és f, egyenesek metszéspontjat a megfeleld egyenletrendszer megoldasaval hatarozzuk
meg. {gy megkapjuk a haromszog koré irt korének 0(7,5; 5,5) kozéppontjat.

7. Adott az A(2; 3) és B(10; 6) pont. Hol vannak a sikban azok a P pontok, amelyekre teljesiil az
AP? — BP? = 20 &sszefiiggés?

Megoldas:

A P(x;y) pontra a feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha:
(x=24+(@y-32-(x-10)2-(y—6)* =20

Az egyenletet rendezve egy egyenes egyenletét kapjuk:




e:16x + 6y = 143

g

Az e egyenes normalvektora m, = (8;3); az AB = (8;3). Az e egyenes normalvektora
megegyezik az AB egyenes iranyvektoraval, tehat a keresett ponthalmaz az AB szakaszra
merdleges egyenes.

Az ABCD és GAEF négyzetek az abra szerint érintik egymast. Bizonyitsuk be, hogy a GC és BF
egyenesek a négyzetek kozos oldalan metszik egymast!

Megoldas:
(- N\
D | (0a) C (aa)
F (-bib) E | (0;b)
M
G A B
(-b;0) (a;0)
\. J

A négyzetek oldalhossza legyen a és b, az abra szerint helyezziik el a négyzeteket a koordinata-
rendszerben. A GC egyenes egyenlete:

v(a+ b;a)
C(a;a)
ax—(a+b)y=a%*—a%?—ab=—ab
A BF egyenes egyenlete:
v(a + b; —b)
B(a;0)
bx+ (a+b)y =ab

A két egyenes M metszéspontjat tigy hatarozhatjuk meg, ha megoldjuk ezt az egyenletrendszert:
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_ab
T a+b

x=0;y

Ez azt jelenti, hogy az M pont az y-tengelyen van, tehat az egyenesek valoban a kozos
négyzetoldalon metszik egymast.

(9. Igazoljuk, hogy az k:x% 4+ y? — 18x + 6y + 65 = 0 egyenlet kor egyenlete.

a) Irjuk fel az adott korrel koncentrikus, a P(2; 4) ponton 4tmend kor egyenletét!

b) Irjuk fel a k kor E(6; 1) ponton atmend érintSjének egyenletét!

¢) Adott az F(8; —6) pont. Hatarozzuk meg a k koron az A és B pontokat ugy, hogy az F
pont az AB hur felezGpontja legyen!

Megoldas:
Teljes négyzetté kiegészitéssel atalakitjuk az adott egyenletet:
x> —18x+81+y?+6y+9—25=0
k:(x—9)?2+ (y+3)2=25
Ez az egyenlet az 0(9; —3) kozéppontl, 5 egység sugara kor egyenlete.
a) Az OP tavolsag V72 + 72 = 1/98. Igy a koncentrikus kor egyenlete:
ki:(x—9)2+ (y+3)2=098.

8 9 10 11 12 1 14 15 16 17

\_ J

b) Az E pont koordinatai kielégitik a k kor egyenletét, tehat a pont rajta van a kdron. Az érintési

pontba hiizott sugar merdleges az érintére, ezért az OF = (—3;4) vektor az érint
normalvektora. Igy az érinté egyenlete:

e:—3x+4y=-14
¢) Az F pont koordinatait behelyettesitjiik be a kor egyenletébe:
(8—-9)?%+(-6+3)*=10<25,
ezért az F pont a korvonalon beliil van. A kozéppontbol a hiirra bocsatott merdleges felezi a

hurt, ezért az OF szakaszra az F pontban merdlegest allitunk. Az igy kapott g egyenes
kimetszi a korvonalbol az A és B pontokat.




g:n=FO0=(13)
F(8; —6)

g:x+3y=-10
k:(x—9)?%+ (y+3)2=25

A k kor és a g egyenes kozos pontjait megkapjuk, ha megoldjuk a fenti egyenletrendszert.
x=-3y—10
k:(=3y —19)2+ (y+3)?2 =25
Egyenletrendezés utan az
y2+12y+345=0
masodfoku egyenletet kapjuk, aminek a gyokei: y; = —4,78 és y, = —7,22.
A megfelel6 x értékek: x; = 4,34 és x, = 11,66.
A keresett pontok A = (4,34; —4,78) és B = (11,66; —7,22).

10. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely atmegy a P(8;3) ponton és mindkét
koordinatatengelyt érinti!

Megoldas:

4 D

\- /

A keresett kor kozéppontja egyenlé tavol van a koordinatatengelyekt6l. A P pont az L
siknegyedben van, ezért ha a kor sugara r, akkor az egyenlete:

(x-r?+@-r?=r?
Azt az r értéket keressiik, amelyre a P pont rajta van a koron:

B8-1)2+B—-r)=r?
Az egyenletet rendezve:

r2—22r+73=0
A masodfokl egyenlet megoldasaval megkapjuk a kor sugarat. Két kor teljesiti a feltételeket:
ky: (x —4,1)% + (v —4,1)% = 16,81
ky: (x —17,9)2% + (y — 17,9)% = 320,41
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11. Adott az A(0;0) és B(16;0) pont. Hol vannak a sikban azok a P pontok, amelyekre
AP:PB = 3:57?

Megoldas:

A P(x;y) pontra a feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha:

Jx? +y? 3
Jx—16)2+y2 5

Az egyenletet négyzetre emeljiik és rendezziik:

25 (x2+v2)=9-((x —16)% + y?)
16x?% + 16;)12 + 288x = 2304
x? +y%+18x = 144
k: (x +9)? + y? =225

Egy olyan kor egyenletét kaptuk, amelynek kozéppontja O(—9;0) és a sugara 15 egység.
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a kor minden pontja hozzatartozik a keresett
ponthalmazhoz.

(" -

8
6

4

2

O 0
-24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2A
2

8 10 12 14 16 18
B

Megjegyzés: Barmely 1-t6] kiilonboz6 arany esetében a pontok egy korvonalon helyezkednek el,
ezt a kort az AB szakasz adott aranyhoz tartoz6 Apolloniusz-korének nevezziik.

12. Adott az A(—2;—2) ¢és B(6;4) pont és az e:x + 2y =9 egyenes. Hatarozzuk meg az e
egyenesnek azokat a pontjait, amelyekbdl az AB szakasz derékszogben latszik!

Megoldas:

A Thalesz tétel miatt a keresett pontok az AB atmérdji korvonalon vannak. Az AB szakasz
felezépontja 0(2;1). A kor sugara 0A = V16 + 9 = 5. gy a Thalesz kér egyenlete:

k:(x—2)2+(y—-1)2=25
e:x+2y=9

A fenti egyenletrendszert megoldjuk:




x=9-2y
(7-2y)*+(@y—-1)?=25

Egyenletrendezés utan:

y2—6y+5=0
Két megoldast kapunk: y; = 1 és y, = 5, a pontok elsé koordinatai: x; = 7 és x, = —1.
A keresett pontok: P;(7; 1) és P,(—1;5).

~

J

13. Hatarozzuk meg az (x — 1)? + (y — 3)? = 20 és az (x — 10)? + y? = 50 egyenletii korok kdzds
hurjanak hosszat!

Megoldas:

mm— B\

O,

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1

18 19

(x—1%*+(y—3)2=20
(x —10)? + y2 =50

A fenti két egyenletet kivonjuk egymasbdl és rendezziik:

18x —99 -6y +9=-30
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y=3x—-10 (*)
Behelyettesitiink a masodik kor egyenletébe:
(x —10)2 + 3x — 10)2 =50

x2—8x+15=0
A masodfokl egyenlet megoldasa utan felirjuk az egyenletrendszer megoldasat:

x=3;y,=-1

X, =5;y,=5

A korok kozos pontjai P;(3; —1) és P,(5;5). A két pont tavolsaga megadja a kdzos hir hosszat:

V4 + 36 = 6,32.

Megjegyzés: A két kor egyenletének kivonasaval kapott (*) egyenlet els6foku, tehat egyenes
egyenlete. Ezen az egyenesen rajta vannak a kozOs pontok, ezért ez az egyenlet a kozos hur
egyenesének az egyenlete.

14. Irjuk fel annak a parabolanak az egyenletét, amely athalad a A(—1;16); B(1;6); C(3;0)
pontokon és a tengelye parhuzamos az y-tengellyel!

Megoldas:

A parabola egyenlete y = ax? + bx + ¢ alakban adhaté meg. Az a # 0; b; ¢ paramétereket kell
ugy megvalasztanunk, hogy az A, B, C pontok rajta legyenek a parabolan. A pontok koordinatait
behelyettesitjiik az adott egyenletbe:

l6=a—-b+c €))

6=a+b+c )

0=9a+3b+c (3
A (2) egyenletbdl kivonjuk az (1) egyenletet és az eredményt 2-vel osztjuk.

~10 = 2b
b=-5

Ezt az eredményt a (2) és a (3) egyenletbe behelyettesitjiik:

11=a+c
15=9a+c

Tehat
a=05 és ¢c=10,5.

A keresett parabola egyenlete:
y =0,5x% — 5x + 10,5.

15. irjuk fel azy = x? — 4x + 5 egyenletii parabola (3; 2) pontjahoz tartozé érintjének egyenletét!

Megoldas:

Jeloljik m-mel az érintd iranytangensét. A (3;2) ponton atmend m iranytantengensii egyenes
egyenlete:
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e:y—2=m(x—3)
Azt az m értéket keressiik, amelyre az e egyenesnek és a parabolanak egy kdzos pontja van.
y=mx—-3)+2=mx—3m+2

kifejezést behelyettesitjiik a parabola egyenletébe:

mx—3m+2=x%—4x+5.
Az egyenletet rendezve:

x> -4 +m)x+3m+3=0.
Akkor kapunk egy megoldast, ha a masodfoku egyenlet diszkriminansa 0.

D=@A+m)P—-12m—-12=m?—4m+4=0,

tehat m = 2.

Az érint6 egyenlete: y = 2x — 4.

II1. Ajanlott feladatok

1. Adott az a(—5; 2); b(7; —4); ¢(0; 3); d(1; 6). Hatarozza meg a kovetkezd vektorok koordinatait:

a) —a b) —Zb ©) a+2b d sa->d+c

e) 2a3—b f) d—3c +%a g) a—b;c—d h) a—2b3—c—d

2. Egy haromszog csucsai: A(5;2); B(—3;8); C(10;14). A haromszdget a koordinata-rendszer
kezd6pontja koril +90°-kal elforgatva az A;B;C; haromszoget kapjuk. Hatarozzuk meg az
elforgatott haromszdg csucsainak koordinatait!

3. Szamitsuk ki az a(—7;5) és b(2; —4) vektorok skalaris szorzatat és hajlasszogét!
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10.

11.

12.

Hatarozzuk meg a b értéket ugy, hogy az a(—3;12) és b(8; b) vektorok merblegesek legyenek
egymasra!

Egy négyszog csucsainak koordinatai: A(3; —6); B(11;—1); C(8;4); D(3;3). Bizonyitsuk be,
hogy az ABCD négyszdg atloi merdlegesek egymasra! Szamitsuk ki a négyszog teriiletét!

Az A(2;5) és B(—7;12) pontokat 0sszekotd szakaszt a P; Q; R pontok 4 egyenld szakaszra
osztjak. Adjuk meg a P; Q; R pontok koordinatait!

Az ABC héaromszog két csticsa A(5;—4) és B(13; 1), sulypontja S(7;4). Hatarozzuk meg a C
csucs koordinatait!

Az A(0;0); B(9;0); C(11;4); D(2;4) pontok egy paralelogrammat hataroznak meg. A P pont a
BC oldal C-hez kozelebbi negyedel6 pontja, a Q pont a DC szakasz D-hez kozelebbi harmadolo
pontja.

4 )
D Q c

\. J/

a) Hatarozzuk meg annak a H pontnak a koordinatait, amely az AP szakaszt 2:1
aranyban osztja!

b) Hatarozzuk meg a BQ szakasz F felezOpontjat!

c) Mit tapasztalunk? Fogalmazzuk meg altalanosan az észrevételiinket!

frd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
a) atmegy a P(2; —5) ponton és normalvektora n(—5; 2);
b) atmegy a P(—4; 6) ponton és iranyvektora v(—3;1);
c) atmegy a P(3; —2) ponton és a meredeksége m = 1,2;
d) atmegy az A(2; —1) és a B(6; —3) pontokon!

Egy haromszog egyik csucsa A(3; —4), két magassagvonalanak egyenlete 7x —2y —1 =0 és
2x — 7y — 6 = 0. Hatarozzuk meg a hianyz6 csucspontok koordinatait!

Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete x+2y+1=0 , 2x4+y—3=0.
Kozéppontja az (2;1) pont. Adjuk meg a cstcsok koordinatait!

Egy derékszogli haromszog csucspontjai: A(5;0);B(0; 3); C(0; 0). Az abra szerint a befogokra
négyzeteket rajzolunk.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

[ : \
F B
m

1

G ol/C A

4 3 2 1 0 1 S 4 6 7

-1
-2
-3
-4
-5

D E
-6

- J

a) Irjuk fel az AF és BE egyenesek egyenletét!

b) Hatarozzuk meg a két egyenes M metszéspontjat!

¢) Irjuk fel a derékszogli haromszog C cstcsabol induld magassag egyenesének
egyenletét!

d) Mutassuk meg, hogy a magassagvonal athalad az Mponton!

e) Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges derékszogili haromszog esetében igaz a d) allitas!

Egy haromszdg cstcspontjai A(2;3); B(13;4); C(6;9). Hol vannak azok a pontok a sikban,
amelyekre PA? + PB? = 2+ PC??

Egy kor atméréjének végpontjai A(—6; 11) és B(4; —5). Irjuk fel a kor egyenletét!

Hatarozzuk meg a kor kdzéppontjanak koordinatait és sugarat, ha egyenlete:
a) x24+y2—10x—4y+13=0 b) x2+y2+8x+7=0
c) 2x2+2y?2+12x—-6y+10=0 d) x> +y?—-6x+9=0

Toljuk el az x? + y% — 16x + 2y + 40 = 0 egyenletii kort a v(—3;5) vektorral! irjuk fel az igy
kapott kor egyenletét!

Adott az x? + y? — 6x + 8y — 56 = 0 egyenletii kor és az x — 8,4 = 0 egyenletii egyenes.
a) Szamitsa ki a kor és az egyenes kozos pontjainak koordinatait!
b) Mekkora tavolsagra van a kor kdzéppontja az egyenestol?

(Kozépszintii érettségi 2009. oktober)

Hatarozzuk meg azoknak a pontoknak a koordinatait, amelyek az A(2; —3) ponttdl 5 egység
tavolsagra vannak és illeszkednek a 7x — y = —8 egyenesre!

frjuk fel az x? +y? — 10x + 4y — 36 = 0 egyenletii kor P(11;—6) belsd pontjan athaladé
legrovidebb illetve leghosszabb hurjat tartalmazo egyenes egyenletét!

frja fel annak a kornek az egyenletét, amelyik az y tengelyt a (0; 1) pontban metszi és érinti az
y =x+3é y = x — 1 egyenletli egyeneseket!
(Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1999.)
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Adott az x2 + y? + 6x + 4y — 3 = 0 egyenletii kor. Ebbe a korbe szabalyos hdromszdget irunk,
amelynek egyik csticsa A(1; —2) Szamitsa ki a haromszdg masik két csucsanak koordinatait!
(Emelt szintii érettségi 2011. mdjus)

Az ABC haromszog beirt korének egyenlete (x — 6)% + (y —3)%2 =10 , az A(8; —1) csucsal
szemkozti oldal egyenlete a: —x + 3y = 13 .Hatarozzuk meg a haromszodg hianyzo6 cstcsainak
koordinatait!

Hatarozzuk meg annak a 3 egység sugaru kornek az egyenletét, amely kiviilr6l érinti az
(x—2)2+(y—3)2 =46 (x —11)% + (y + 6)? = 100 koroket!

frjuk fel a parabola egyenletét, ha a fokuszpontja a (4; —2) pont, vezéregyenesének egyenlete
y = —6!

Hatarozzuk meg az y = %xz egyenletli paraboldnak azokat a pontjait, amelyek az A(—4; —5) és

B(—8; 3) pontoktol egyenld tavol vannak!

frjuk fel az y = %xz parabola olyan hur egyenesének az egyenletét, amely athalad az (5;2)

ponton és ez a pont a hurt felezi!
Igazoljuk, hogy az y = mx +% (m # 0) egyenes az y2 = 4ax (a # 0) parabola érintéje !

Milyen gorbét irnak le az ordinatatengelyt és az x? + y2 = 100 egyenletii kort érintd korok
kozéppontjai?

Egy parabola fokuszpontja F(0;2), vezéregyenesének egyenlete v:y = —2. A vezéregyenes
P(3;—2) pontjabol érintdket huzunk a parabolahoz. Hatarozzuk meg az érintési pontokat!
Bizonyitsuk be, hogy a két érintési pont és a fokuszpont egy egyenesen van!

Adott az e: x = —8 egyenletli egyenes, az F;(—2; 0) és F,(2;0) pontok. Adjunk feltételt az olyan
P(x;y) pontok koordinataira,

a) amelyek az e egyenestol kétszer olyan messze vannak, mint az F; ponttol!

b) amelyeknek az F; és F, pontoktol mért tavolsagosszeges 8 egység !

Az ajanlott feladatok megoldasai

1.

Adott az a(—5; 2); b(7; —4); ¢(0; 3); d(1; 6). Hatarozza meg a kovetkezd vektorok koordinatait:

a) —a b) —Zb c) a+2b d ca->d+c

o 2a3—b f) d-3c +%a 2) a—b;c—d h) a—2b3—c—d
Megoldas:

D ED o (ap) 900 o (an)
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o (-55:23) D (-63:0) 9 (-23:3) b (-63:3)

Egy haromszog csucsai: A(5;2); B(—3;8); C(10; 14). A haromszoget a koordinata-rendszer
kezd6pontja koril +90°-kal elforgatva az A;B;C; haromszoget kapjuk. Hatarozzuk meg az
elforgatott haromszdg csucsainak koordinatait!

Megoldas:

Ha az 0A(5;2) vektort +90°-kal elforgatjuk, az 04, (—2;5) vektort kapjuk. fgy az elforgatott
haromszog csucsai: A;(—2;5); B;(—8; —3); C;(—14;10).

Szamitsuk ki az a(—7;5) és b(2; —4) vektorok skalaris szorzatat és hajlasszogét!

Megoldas:
ab=(-7)-2+5-(—4) = —34.

. vt fapen b -34 o
A két vektor szogét jeloljik @-vel. Ekkor cos ¢ = ﬁ = Favs s —0,8838, ¢ = 152,10°.

Hatarozzuk meg a b értéket Gigy, hogy az a(—3;12) és b(8;b) vektorok merdlegesek legyenek
egymasra!
Megoldas:

Két vektor akkor és csak akkor merdleges, ha skalaris szorzatuk 0. ab = (—=3) -8+ 12b = 0,
tehat b = 2.

Egy négyszog csucsainak koordinatai: A(3; —6); B(11;—1); C(8;4); D(3;3). Bizonyitsuk be,
hogy az ABCD négyszdg atloi merdlegesek egymasra! Szamitsuk ki a négyszog teriiletét!
Megoldas:

AC = (5;10); BD = (—8;4), skalaris szorzatuk 5+ (—8) + 10+ 4 = 0. Ezért az AC és BD atlo

merdleges. AC = v125; BD = +/80. Ekkor a négyszog teriilete: T = AC'ZBD = 1225'80 = 50.

Az A(2;5) és B(—7;12) pontokat 0sszekotd szakaszt a P; Q; R pontok 4 egyenld szakaszra
osztjak. Adjuk meg a P; Q; R pontok koordinatait!

Megoldas:

A Q pont az AB szakasz felezOpontja, P és R az AB szakasz harmadol6 pontjai:
Pl o(2EE)  a(em)
P(—0,25; 6,75) Q(—25;85) R(—4,75;10,25)

Az ABC héaromszog két csticsa A(5;—4) és B(13; 1), sulypontja S(7;4). Hatarozzuk meg a C
csucs koordinatait!

Megoldas:
A haromszog harmadik csucsat keressiik C(cq; cz) alakban.
Ekkor : 2X13*¢1 — 7. ‘“31”2 = 4. Tehat ¢, = 3; ¢, = 15.
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8. Az A(0;0); B(9;0); C(11;4); D(2; 4) pontok egy paralelogrammat hatdroznak meg. A P pont a
BC oldal C-hez kozelebbi negyedel6 pontja, a Q pont a DC szakasz D-hez kozelebbi harmadolo
pontja.

4 )
D Q c

\. J/

a) Hatarozzuk meg annak a H pontnak a koordinatait, amely az AP szakaszt 2:1
aranyban osztja!

b) Hatarozzuk meg a BQ szakasz F felezOpontjat!

c) Mit tapasztalunk? Fogalmazzuk meg altalanosan az észrevételiinket!

Megoldas:

P (3822240 = (10,5;3) 10 (22, 24 = (5,09 .

4

a) H(21052:3)=(72)
9+5 0+4
b F(555) =7
c) A H és F pont egybeesik, az AP ¢és BQ szakasz metszéspontjaval azonos. Ezzel
bizonyitottuk, hogy a metszéspont az AP szakaszt negyedeli, a BQ szakaszt felezi.

(Tetszoleges paralelogramma esetében teljesiil ez a tulajdonsag.)

9. Ird fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
a) atmegy a P(2; —5) ponton és normalvektora n(—5; 2);
b) atmegy a P(—4;6) ponton és iranyvektora v(—3; 1) ;
c) atmegy a P(3; —2) ponton és a meredeksége m = 1,2;
d) atmegy az A(2; —1) és a B(6; —3) pontokon;

Megoldas:

a) —5x+2y=-5-2+2-(=5) = —20

b) v(-3;1) = n(1;3), igy az egyenes egyenlete: x + 3y = -4+ 3-6 = 14
¢) y—(-2)=12-(x—-3) = y=12x—-5,6

d) AB =v(4;,-2) = n(1;2), az egyenes egyenlete: x + 2y =2—-2=0

10. Egy haromszog egyik csucsa A(3; —4), két magassagvonalanak egyenlete 7x — 2y —1 =0 és
2x — 7y — 6 = 0. Hatarozzuk meg a hianyzo csucspontok koordinatait!
Megoldas:

my:7x —2y—1=0
me2x—7y—6=0
Az AC egyenes merdleges az m;, magassagvonalra.
n, = (2;7) é A(3; —4) adatokbol az AC oldal egyenlete:
b:2x + 7y = =22
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A b egyenes és az m, magassagvonal metszéspontja a C pont. A megfeleld egyenletrendszer
megoldasaval kapjuk a C (—4; —2) megoldast.
Hasonloan az AB egyenes egyenlete:
c:7x +2y =13
A c egyenes és az m, magassagvonal metszéspontjaként kapjuk a B(1; 3) pontot.

( )

- J

11. Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete x+2y+1=0, 2x+y—3=0.
Kozéppontja a (2;1) pont. Adjuk meg a csticsok koordinatait!

~

\ . J

Megoldas:
Aza:x+2y+1=0¢s d:2x + y — 3 = 0 egyenesek metszéspontja a paralelogramma A csucsa.

Az egyenletrendszer megoldasaval A (g,—?s) A paralelogramma atléi felezik egymast, ezért a

11

K(2;1) pont az AC szakasz felezOpontja. Ez alapjan megkapjuk a C (g ; 3) csucsot. A BColdal
egyenese, a b egyenes, parhuzamos a d egyenessel és atmegy a C ponton.
b:2x+y=7
a:x+2y=-1
Az a és b egyenesek metszéspontja a B(5; —3) pont.
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DB szakasz felezépontja a K pont, Ezt a tulajdonsagot felhasznalva hatarozzuk meg a

paralelogramma D (—1;5) csucsat.

12. Egy derékszogli haromszog csucspontjai: A(5; 0); B(0; 3); €(0;0).
Az éabra szerint a befogokra négyzeteket rajzolunk.

a)
b)

©)

d)
e)

Megoldas:

a)

b)

©)

d)

frjuk fel az AF és BE egyenesek egyenletét!

Hatarozzuk meg a két egyenes M metszéspontjat!

frjuk fel a derékszogli haromszog C csucsabol induld magassag egyenesének
egyenletét!

Mutassuk meg, hogy a magassagvonal athalad az Mponton!

Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges derékszogii haromszog esetében igaz a d) allitas!

4 . )

F B
m

1

G ol/C A

4 3 2 0o 1 3 4 6 7

21
-2
-3
-4
-5

D E

\ ; J

Az A és F pontokon atmend f egyenes egyenlete: f:3x + 8y = 15
A B és E pontokon atmend e egyenes egyenlete: e: 8x + 5y = 15
Az f és e egyenesek egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk a

: m(B.B
metszeéspontot: M (49 ; 49) .

A magassagvonal normalvektora BA = (5; —3), Atmegy az 0(0;0) ponton, igy az
egyenlete: m: 5x — 3y = 0.

45 75
AZM(—;—
49’ 49

) pont koordinatat behelyettesitjiik az m egyenes egyenletébe:
5 -g -3 g = 0, igy az M pont illeszkedik a magassagvonalra.
Paramétereket hasznalva: A(a; 0) és B(0; b) az atfogo két végpontja:
fibx+(a+b)y=ab
e:(a+b)x+ay=ab

ab? . a’b
M<a2 + ab + b?’ a? +ab+b2)
m:ax —by =0
Ekkor is igaz, hogy az M pont koordinatait az m egyenes egyenletébe helyettesitve
azonossagot kapunk, tehat az M pont illeszkedik az C csucsbol indulod
magassagvonalra.

19



13. Egy haromszog csucspontjai A(2;3); B(13;4); C(6;9). Hol vannak azok a pontok a sikban,
amelyekre PA? + PB? = 2- PC??

Megoldas:

A P(x;y) pontra a feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha:
(x—22+(@-32+(x-13)2+(@y—-4)?2=2-x—6)2+2-(y—9)2.
Az egyenletet rendezve egy egyenes egyenletét kapjuk:
e:3x — 11y = —18.
Ez azt jelenti, hogy a keresett pontok egy egyenesen helyezkednek el.

14. Egy kor atmérdjének végpontjai A(—6;11) és B(4; —5). irjuk fel a kor egyenletét!

Megoldas:

Az AB szakasz felezGpontja a kor 0(—1; 3) kozéppontja, sugara pedig az AO szakasz: v/89. A kor
egyenlete:
k:(x+ 1)+ (y—3)%=89.

15. Hatarozzuk meg a kor kdzéppontjanak koordinatait és sugarat, ha egyenlete:

a) x24+y2—10x—4y+13=0 b) x2+y2+8x+7=0
c) 2x2+2y?2+12x—-6y+10=0 d) x> +y?—-6x+9=0
Megoldas:

Az adott egyenleteket teljes négyzetté kiegészitéssel atalakitjuk:

a) x2—2:5-x+25+y?—2-2y+4=25+4—-13
(x—5)2+(y—-2)2=16
A kor kdzéppontja 0(5; 2), sugarar = 4.

b) x2+y2+8x+7=0
x2+24-x+16+y>=16—-7
(x+4)?+y?=9
A kor kdzéppontja 0(—4;0), sugarar = 3.

¢) 2x%+2y? +12x — 6y + 10 = 0, az egyenletet 2-vel osztjuk:
x> +y2+6x—3y+5=0
x24+2:3-x4+94+y2—-2-15y+225=9+225-5
(x+3)?2+(y—152%=625
A kor kdzéppontja 0(—3; 1,5), sugarar = 2,5.

d) x> +y?—-6x+9=0
(x—3)2+y?2=0
Ezt az egyenletet egyetlen pont, a (3; 0) pont elégiti ki, tehat nem kor egyenlete.

16. Toljuk el az x? + y% — 16x + 2y + 40 = 0 egyenletii kort a v(—3;5) vektorral! irjuk fel az igy
kapott kor egyenletét!

Megoldas:

Atalakitjuk az adott egyenletet, meghatarozzuk a kér kozéppontjat és sugarat:
k:(x—8)2+(y+1)2=64+1—40=25
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17.

18.

19.

A kor kozéppontja 0(8; —1), sugara 5 egység. A kor kozéppontjat eltoljuk az adott vektorral,
sugara az eltolas soran valtozatlan marad:
0'(8—3;-1+5) =(54).
Az eltolas utan a kor egyenlete:
k': (x —5)% + (y —4)? = 25.

Adott az x% + y? — 6x + 8y — 56 = 0 egyenletii kor és az x — 8,4 = 0 egyenletii egyenes.
a) Szamitsa ki a kor és az egyenes kozos pontjainak koordinatait!
b) Mekkora tavolsagra van a kor kdzéppontja az egyenestol?

(Kozépszintii érettségi 2009. oktober)

Megoldas:

a) A kozos pont elsé koordinataja x = 8,4. A kor egyenletébe ezt az értéket behelyettesitve,
az y? + 8y — 35,84 = 0 egyenletet megoldva megkapjuk a kor és egyenes két kozos
pontjait: P;(8,4; 3,2) és P,(8,4; —11,2).

b) A kor egyenlete k: (x — 3)% + (v + 4)? = 81, a kor kdzéppontja 0(3; —4). Ez a pont az
x = 8,4 egyenletli egyenestdl 8,4 — 3 = 5,4 egység tavolsagra van.

Hatarozzuk meg azoknak a pontoknak a koordinatait, amelyek az A(2; —3) ponttdl 5 egység
tavolsagra vannak és illeszkednek a 7x — y = —8 egyenesre!
Megoldas:

Az A ponttol 5 egységre 16v6 pontok a k: (x — 2)% + (y + 3)? = 25 egyenletii egyenesen vannak.
A kor és az egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszernek két megoldasa van, igy két ilyen pont
1étezik: P;(—1;1) és P,(—2; —6) .

frjuk fel az x? +y? —10x + 4y — 36 = 0 egyenletii kor P(11;—6) belsd pontjan athaladé
legrovidebb illetve leghosszabb hurjat tartalmazo egyenes egyenletét!

Megoldas:

\ -

8 9 10 11 12 13 14 5 16

a4 3 2 A 0 1
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20.

21

A kor egyenlete: k: (x —5)%2 + (y + 2)? = 65, a kor kozéppontja 0(5; —2). A legrovidebb hurt
akkor kapjuk, ha az OP szakaszra merOleges hurt vesziink, a leghosszabb pedig az OP-re
illeszkedd 4tmérdé. Az OP = (6; —4) az els6 egyenes (e) normalvektora, a masodik egyenes (f)
iranyvektora, és illeszkednek a P pontra, tehat:

e:3x — 2y =45

fi2x+3y =4

frja fel annak a kornek az egyenletét, amelyik az y-tengelyt a (0;1) pontban metszi és érinti az
y=x+3¢é y=x—1 egyenleti egyenescket!
(Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1999.)

Megoldas:

[

/

A keresett kor kdzéppontja egyenld tavol van a két adott egyenestdl, ezért az abra szerint rajta van
az e és [ egyenesek kozép-parhuzamosan, ennek egyenlete: g: v = x + 1. Az e és g parhuzamos
egyenesek tavolsaga megadja a kor sugarat, példaul az e egyenes (0; 3) pontjanak tavolsaga a g
egyenestél V2. A kor atmegy az A(0; 1) ponton, tehat a keresett kor kozéppontja rajta van az A
kozéppontt, V2 sugart k: x? + (y — 1)? = 2 kérvonalon. A k kér és a g egyenes metszéspontjait
a megfeleld egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk: 0,(1;2) és 0,(—1;0). A két kor
egyenlete:

ki:(x—1)2+(y—2)2%=2
ky:(x+1)2+y%2=2

. Adott az x2 + y? + 6x + 4y — 3 = 0 egyenletii kor. Ebbe a korbe szabalyos hdromszdget irunk,

amelynek egyik csticsa A(1; —2) Szamitsa ki a haromszdg masik két csucsanak koordinatait!
(Emelt szintii érettségi 2011. mdjus)

Megoldas:

Teljes négyzetté kiegészitéssel meghatarozzuk a kor kdzéppontjat, amely egyben a szabalyos
haromszdg sulypontja is: (x + 3)% + (y + 2)2 = 16, 0(—3; —2). A sulypont a sulyvonal csucstol
tavolabbi harmadolé pontja, igy a BC oldal felez6pontja F(—5; —2). A BC oldal merdleges az AF
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szakaszra, ezért egyenlete: f:x = —5. A kor és az egyenes kozos pontjaira: y; = —2 + 2v/3 ;
y, = —2 — 2+/3 adddik, tehat a szabalyos hdromszog hidnyzo csucsai B(—S;—Z + 2\/§) és
C(-5;—2 —2v3).

J

22. Az ABC héaromszdg beirt kdrének egyenlete (x — 6)2 + (y —3)2 = 10 , az A(8; —1) csuccsal
szemkozti oldal egyenlete a: —x + 3y = 13. Hatarozzuk meg a haromszodg hianyzo6 cstcsainak
koordinatait!

Megoldas:

Ellendrizhet6, hogy az a egyenes valdban ¢érinti az adott kort. Az A pontbol érintéket hiizunk az
adott korhoz. Az érintési pontok az OA szakasz Thalész-korén vannak. Ennek a kornek a
kozéppontja az OA szakasz F(7; 1) felez8pontja, sugara OF =+/5, igy a Thalész-kér egyenlete:
ki =(x—7)?>+ (y—1)? = 5. Ak és k, egyenletekbdl 4116 egyenletrendszert megoldjuk:

a két egyenletet kivonva és rendezve x = 2y + 5.

A k; egyenletbe behelyettesitink. k; = (2y —2)2+ (y —1)2 =5. Az egyenletrendszert
megoldva: y; = 2ésy, = 0;x; =9 és x, = 5. Az érintési pontok E; = (9;2) és E, = (5;0).

A ¢ oldalegyenes atmegy az A és E; pontokon, egyenlete 3x —y = 25. Az a és ¢ egyenesek
metszéspontja a B(11;8) csucs. Hasonléoan a b:x 4+ 3y =05 egyenes € az a egyenes
metszéspontjaként a harmadik cstcs C(—4; 3).
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23.

24,

Hatarozzuk meg annak a 3 egység sugaru kornek az egyenletét, amely Kkiviilrél érinti az
(x—2)2+(y—3)2=4¢é (x —11)% + (y + 6) = 100 koroket!

Megoldas:

A korok kozéppontjait az 0, kdzéppontdl 5 egység sugar ks és az 0, kdzépponti 13 egység
sugart k, kor metszéspontjaiként kapjuk meg:

ky: (x —2)2+(y—3)2 =25

ky: (x —11)%2 4+ (y + 6)2 = 169

A két egyenletet kivonjuk:
18x — 18y — 144 = —144
xX=y

Visszahelyettesitjiik a k5 egyenletbe és rendezziik:
x2—5x—6=0

A masodfoki egyenletet megoldva megkapjuk a keresett korok kozéppontjait: A(—1; —1);
B(6; 6). Felirjuk a korok egyenletét:

a(x+1D?2+(@y+1)32%=9

b:(x—6)*+(y—6)>=9
Létezik két olyan 3 egység sugart kor is, amelyet a k,kor beliilrdl, a k, kor kiviilrél érint. Ezeknek
az egyenlete hasonld modszerrel adhatd meg.

frjuk fel a parabola egyenletét, ha a fokuszpontja a (3; —2) pont, vezéregyenesének egyenlete

y=—-61!

Megoldas:
Legyen a parabola egy pontja P(x;y). Ez a pont a fokuszponttol és a vezéregyenestdl egyenld
tavol van:
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25.

26.

V& =32+ +2)?%=|y+e6l|

Mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelhetiink és rendezés utdn megkapjuk a parabola
egyenletét:
_ (x—3)?

4
8

Megjegyzés:

A parabola egyenletében szerepld allandokat hasznalva: a parabola paramétere a fokuszpont és a
vezéregyenes tavolsaga,p = 4. A parabola csucspontja T(3;—4). Ezek alapjan a parabola
egyenlete: 8- (y + 4) = (x — 3)2.

Hatarozzuk meg az y = %xz egyenletli paraboldnak azokat a pontjait, amelyek az A(—4; —5) és

B(—8; 3) pontoktol egyenld tavol vannak!

Megoldas:

Az A és B pontoktdl egyenld tavol 1évo pontok az AB szakasz felezd merdlegesén vannak:
fi—x+2y=4
Az f egyenes és a parabola egyenletébdl allo egyenletrendszert megoldjuk:
1
—x+2- sz =4
A P;(4;4) és P,(—2; 1) pontok adjak a megoldast.

frjuk fel az y = %xz parabola olyan hur egyenesének az egyenletét, amely athalad az (5;2)

ponton és ez a pont a hurt felezi!

Megoldas:

-

A P, P, hur felez6pontja az A(5;2) pont. Ha a P; pontot az A pontra tiikr6zziik, akkor a P, pontot
kapjuk. A P; pont rajta van az y = %xz egyenletli parabolan, ezért a P, pont a parabola A pontra
vald tiikorképén lesz. A parabola (0; 0) cstucspontjat az A(5; 2) pontra tikkrézve a (10; 4) pontot
kapjuk. A tiikrozéssel a parabola paramétere nem valtozik, de a tiikorkép egy lefelé allé parabola
lesz, igy egyenlete: y = — % (x —10)2 + 4. A P, és P, pont a két parabola két kozds pontja.

1

— A2
20"

y
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27.

28.

1
= ——(x—10)2 + 4
y 2O(x 0)% +

A fenti egyenleteket 6sszeadjuk és rendezziik:
2y =x-—1
e:x—2y=1
Ez utobbi egy egyenes egyenlete, amelyre a P; és P, pontok illeszkednek. igy ez lesz a keresett
egyenes egyenlete.

Megjegyzés:
Az egyenletrendszer megoldasaval megkaphatjuk a har végpontjait pontosan is:

2 2
P, (515 2 (5-V15) ) P,(5+ V15 = (5+VI5)").
Igazoljuk, hogy az y = mx +% (m # 0) egyenes az y? = 4ax (a # 0) parabola érintdje !

Megoldas:

Az egyenes ¢s a parabola k6zos pontjait a megfeleld egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg:
a2
(mx + —) = 4ax
m
2
a
m?x? + 2ax + — = 4ax
m
a2
m?x? —2ax +— =0
m

(mx—ﬁ)2 =0

m
a
mx = —
m
a 2a
x:— — —
m?2 y m

Az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, az egyenes a parabolat az E (% ,%a) pontban

érinti.

Milyen gorbét irnak le az x-tengelyt és az x2 +y? = 100 egyenletii kort érintd kordk
kozéppontjai?

Megoldas: (" " )

» N ® ©

-16-15 -14-13 -12 1141\ 9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 2 4 8 9 1112 13 14 15 16 17 18 19
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Azokat a koroket vizsgaljuk eldszor, amelyek az I vagy II siknegyedben beliilrdl érintik az adott
kort. Ha a keresett kor kozéppontja O (x; y), akkor a kor sugara y, az érintkezés feltétele miatt az O
pont az orig6tol 10 — y tavolsagra van, tehat:
x* +y? = (10 — y)?

Atalakitva és rendezve:

y=5-— %xz.
Egy parabola egyenletét kaptuk, amelynek a koron beliili darabjan vannak a beliilrdl érintkezd
korok kozéppontjai.
Ha ugyanezt a gondolatmenetet a III. és IV. siknegyedre alkalmazzuk, akkor az

y = %xz -5
parabolat kapjuk.
Ha a kort kiviilr6l érintd koroket is megvizsgaljuk, akkor a parabolak, koron kiviili darabjait
kapjuk. Igy a két parabola vonal a keresett ponthalmaz, a kérvonalon 1évé pontokat tekinthetjiik 0
sugart korok kdzéppontjainak.

29. Egy parabola fokuszpontja F(0;2), vezéregyenesének egyenlete v:y = —2 . A vezéregyenes
P(3;—2) pontjabol érintdket huzunk a parabolahoz. Hatarozzuk meg az érintési pontokat!
Bizonyitsuk be, hogy a két érintési pont és a fokuszpont egy egyenesen van!

Megoldas:

(

A parabola paramétere 4, igy egyenlete:
8y = x2.
A P ponton atmend egyenesek koziil azokat keressiik, amelyeknek a parabolaval egy kozos
pontjuk van é nem parhuzamosak a parabola tengelyével. Jeloljiik az ilyen egyenes meredekségét
m-mel:
e:y+2=m(x—-3)
A parabola egyenletét figyelembe véve keressiik a kozos pontokat:

1
§x2+2=mx—3m

x? —8mx + 24m + 16 =0
Az egyenletnek akkor van egy megoldasa, ha a diszkriminans 0:
64m? —96m — 64 = 0
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Innen m = 2 vagy m = —0,5. Az érinték egyenlete e : 2x — 8 illetve e, : —0,5x — 0,5, az érintési
pontok: A(8; 8) és B(—2;0,5).

Az FA(8;6) =4-BF(2;15), igy a vektorok parhuzamosak, ezért a B, F, A pontok egy
egyenesen vannak.

Megjegyzés:
A feladat allitasa a vezéregyenes minden pontjara igaz barmely parabola esetében.

30. Adott az e: x = —8 egyenletii egyenes, az F;(—2; 0) és F,(2;0) pontok. Adjunk feltételt az olyan
P(x;y) pontok koordinataira,
a) amelyek az e egyenestol kétszer olyan messze vannak, mint az F; ponttol!
b) amelyeknek az F; és F, pontoktol mért tavolsagosszege 8 egység!

Megoldas:

g J

a) A P(x;y) pont akkor és csak akkor felel meg a feltételeknek, ha
2:y(x+2)2+y2=x+8

4x% + 16x + 16 + 4y? = x? + 16x + 64

3x2 + 4y? = 48
Ez az egyenlet egy ellipszist hataroz meg, amelyet
X2 y?
J— — =1
16 * 12

alakban szoktak megadni.
b) A P(x;y) pont akkor és csak akkor felel meg a feltételeknek, ha

VE+2)2+y2+/(x—2)2+y2=8
Ja+2)2+y2=8-/(x—2)2 +y?

X2 +4x+4+y2 =64+ x2 —4x +4+y2 — 16 (x —2)2 +y2
164/ (x — 2)? + y? = 64 — 8x
2J(x—2)2+y?=8—-x
4x? — 16x + 16 + 4y? = 64 — 16x + x?

3x2 + 4y? = 48
x2 y2
— 4+ =1
16 12

Ugyanazt az ellipszist kapjuk, mint az a) feladatrészben.

28



IV. Ellenorzo feladatok

1. A(3;7); B(1;1) ; C(8;,—4). Hatarozza meg az ABC haromszogben az A cstucsabdl indulod
magassagvonal egyenletét! frja fel az A csticsbél indul6 sulyvonal egyenletét!

2. Hatarozza meg az e: 6x — 8y = 5 egyenesnek és az f: 3x — 4y = —1 egyenesnek a tavolsagat!
3. Vannak-e parhuzamos vagy meréleges egyenesek az alabbi egyenesek kozott?
e:x+2y+1=0 fi6x—3y =5 gy=2x—-1 h:4x+8y+7=0

4. Bizonyitsa be, hogy a (6; 2), (13;1) , (12; —6), (1; —8) pontok egy deltoid cstcsai. Szamitsa ki a
deltoid tertiletét!

5. Az ABCD rombusz A csucsanak koordinatai (—1; 3), a rombusz koézéppontja O(2; 1). Az AB oldal
egyik pontja P(0; 2). Hatarozza meg a rombusz csucsainak a koordinatait!

6. Hatirozza meg az x2+y?—6x —4y —3 = 0egyenleti kor P(1;3) pontra vonatkozd
tiikorképének egyenletét!

7. {rja fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a (2; 11) és a (10; 11) pontokon és érinti az
x +y =5 egyenest!

8. Egy derékszogli haromszog atfogojanak egyik végpontja A(—2;2), a masik végpontja a B pont,
amelynek ordinataja 4. Az egyik befogo egyenlete x + y = 10. Szamitsa ki az atfogohoz tartozo
magassag hosszat!

9. Egy parabola egy pontja a P(5; 2), csucspontjanak a koordinatai (3; —2). A parabola tengelye
parhuzamos az y tengellyel. Irja fel a parabola egyenletét!

10. Az ABCD négyzet C cstcsa azy = x? — 5x + 8,25 egyenletii parabola csticsaban, B és D szintén
a parabolan van. Adja meg a négyzet csucsainak a koordinatait!
Ellenorzo feladatok megoldasai

1. A(3;7); B(1;1) ; C(8;,—4). Hatarozza meg az ABC haromszogben az A cstucsabdl indulod
magassagvonal egyenletét! frja fel az A csticsbél indul6 sulyvonal egyenletét!

Megoldas:
A magassagvonal egyenlete: mgy:7x — 5y = —14
A sulyvonal egyenlete: Sq:17x+3y =72
2. Hatéarozza meg az e: 6x — 8y = 5 egyenesnek és az f: 3x — 4y = —1 egyenesnek a tavolsagat!
Megoldas:

Az e egyenes valamely pontjabol merélegest bocsatunk az f egyenesre. A merdleges Osszekotd
szakasz hossza adja meg a két parhuzamos egyenes tavolsagat: 0,7 egység.

3. Vannak-e parhuzamos vagy meréleges egyenesek az alabbi egyenesek kozott?
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eex+2y+1=0 fi6x—3y=5 g y=2x-1 h:4x+8y+7=0

Megoldas:
Az iranyvektorok, a normalvektorok vagy az iranytényezok Osszehasonlitasaval donthetjiik el a
kérdést.Az alabbi tablazat tartalmazza ezeket az adatokat mindegyik egyenes esetében:

e f g h
normalvektor (1;2) 2;-1) (2;,-1) (1;2)
iranyvektor 2;-1) (1;2) (1, 2) (2;,-1)
iranytényezo -0,5 2 2 -0,5

Ez alapjan e és h parhuzamos, f és g parhuzamos, e és h merdleges f-re és g —re.

Bizonyitsa be, hogy a (6;2), (13;1) , (12;-6), (1;-8) pontok egy deltoid cstcsai. Szamitsa ki a
deltoid tertiletét!

Megoldas:
Az A(6;2), B(13;1) , €(12;—6), D(1; —8) betiizéssel AB = BC = /50, CD = DA =+/125, a
pontok valdban deltoidot hatdroznak meg. A terliletet az atlok hosszanak felhasznalasaval
szamoljuk ki.

T AC-BD 10-15

75.
2 2

Az ABCD rombusz A cstcsanak koordinatai (—1; 3), a rombusz kozéppontja 0(2; 1). Az AB oldal
egyik pontja P(0; 2). Hatarozza meg a rombusz csucsainak a koordinatait!

Megoldas:

Az O pont az AC atlo felezOpontja, ebb6l meghatarozhato a C pont koordinatai : (5;—1). A
rombusz atléi merdlegesen felezik egymasra, ezért a B pont az AC felezd merdlegesén van,
amelynek az egyenlete: f:3x —2y =4. Az A és P pontokon atmend egyenes egyenlete
a:x+y=2 Az a é f egyenes metszéspontja a B(1,6;0,4) pont. A B pontot O-ra tiikrozve
megkapjuk a rombusz D(2,4; 1,6) csucsat.

Hatirozza meg az x?+y? —6x—4y —3 = 0egyenleti kor P(1;3) pontra vonatkozd
tiikorképének egyenletét!

Megoldas:
Az kor egyenletét atalakitva:
(x—3)2+(@y—-2)2=16
meghatarozzuk a kor O(3; 2) kozéppontjat és r = 4 sugarat. A kozéppontot tiikkrozve felirjuk a
tiikorkép egyenletét:
x+1D?+(@y—4)?=16.

frja fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a (2;11) és a (10; 11) pontokon és érinti az
x +y =5 egyenest!

1. Megoldas:
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A kor kozéppontja egyenld tavol van az A(2;11) és B(10; 11) pontoktol, ezért rajta van az AB
szakasz f:x = 6 felezémer6legesén. gy a keresett kor kozéppontjat O (6; v) alakban keressiik. Az

AO tavolsag, a kor sugara, /(6 — 2)2 + (11 — v)2. igy a kor egyenletét
k:(x—6)*+(y—v)? =16 + (11 — v)?

formaban irjuk fel. Azt a v értéket keressiik, amelyre a kdrnek az x + y = 5 egyenletli egyenessel
egy kozos pontja van. Ezt az Osszefliggést a k kor egyenletébe behelyettesitve és rendezve az
alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:

y2+y(1—-v)+11v— 68 = 0.
Akkor van egy megoldasunk, ha az egyenlet diszkriminansa 0:
D=(01-v)*—44v+272 =0.
Innen v = 7 vagy v = 39 adodik. Ezekkel az értékekkel két kort kaptunk:
ki:(x—6)?2+(@y—7)?2=32
ky: (x — 6)% + (y — 39)% = 800

2. Megoldas:

Az x +y =5 egyenes a keresett kornek érintdje, az AB egyenes a kor szeldje. A szeld és érintd
metszéspontja a P(—6;11) pont. Alkalmazhatjuk a szel6tételt: az érintGszakasz négyzete

megegyezik a PA - PB = 128 szorzattal. gy az érintési pont a P kozéppontt, V128 sugara kornek
¢s az érintének a metszéspontjaként hatarozhaté meg:

(x+6)*+(y—11)2 =128
x+y=5

Az egyenletrendszer megoldasabol két érintési pontot kapunk: E;(2;3) és E,(—14;19). Az
érintési pontokban az érintére merdlegest allitunk. A merdlegesek az AB szakasz
felezomerolegesébol, f:x = 6, kimetszik a korok kozéppontjait: 01(6;7) és 0,(6;39). A sugar
kiszamitasa utan felirhatjuk a korok egyenletét:

ki:(x—6)?2+(@y—7)?2=32
ky: (x — 6)2 + (y — 39)% = 800
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8.

10.

Egy derékszogli haromszog atfogodjanak egyik végpontja A(—2; 2), a masik végpontja a B pont,
amelynek ordinataja 4. Az egyik befogo egyenlete x + y = 10. Szamitsa ki az atfogohoz tartozo
magassag hosszat!

Megoldas:

Az A pont nincs rajta az adott befogdn, igy a befogd a B pontra illeszkedik, a B pont elsé
koordinataja meghatarozhatd, x = 6. A haromszog derékszogl cstcsa rajta van az AB atmér6ji
Thalész-koron:

k: (x —2)>+(y—3)2=17.

A Thalész-kor és az adott befogd két metszéspontja koziil az egyik a B(6; 4) pont, a masik pedig a
haromszog derékszogii csticsa: C(3; 7).

Egy parabola egy pontja a P(5;2), csucspontjanak a koordinatai (3; —2). A parabola tengelye
parhuzamos az y tengellyel. Irja fel a parabola egyenletét!

Megoldas:

A parabola egyenlete y = a(x — 3)? — 2 alakban adhatd meg. Azt az a paramétert keressiik,
amelyre a P(5; 2) pont illeszkedik a parabolara. A P pont koordinatait behelyettesitve a = 1, tehat
a parabola egyenlete: y = (x — 3)? — 2.

Az ABCD négyzet C csucsa azy = x2 — 5x + 8,25 egyenletii parabola csucsaban, B és D szintén
a parabolan van. Adja meg a négyzet csucsainak a koordinatait!

Megoldas:

A parabola egyenlete atalakitva: y = (x — 2,5)% + 2, tehat a parabola csucspontja a C(2,5;2)
pont. Szimmetria miatt a BC oldal meredeksége 1, a DC oldal meredeksége -1. Ezeknek az
oldalaknak az egyenlete felirhatd, és a parabolaval valé metszéspontbol megkapjuk a B(3,5; 3) és

D(1,5;3) pontokat. CD(—1;1) =BA4 , igy A(2,5; 4).
4 ™\
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