17. Szélsoérték-feladatok megoldasa elemi uton

I. Elméleti osszefoglalo
Fiiggvény széls6értéke
Definicio:

Az f:A— B flggvénynek xy € A helyen (abszolut) maximuma van, ha minden x € A esetén
f(x) < f(xg) .A figgvény (abszolat) maximuma f (x;).

Az f:A— B fiuggvénynek xy € A helyen (abszolit) minimuma van, ha minden x € A esetén
f(x) = f(xg). A fiiggvény (abszolit) minimuma f(x,).

A cimben szerepld *elemi’ megoldas azt jelenti, hogy a feladatok megoldasa kézben nem hasznaljuk
az analizis eszkozeit.

A megoldas soran felhasznalhato modszerek, otletek:

1. a) Figyelembe vessziik a vizsgaland6 fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét és
a fliggvény menetét.

b) Zart intervallumon értelmezett fliggvényeknél megvizsgaljuk az értelmezési tartomany
végpontjaiban felvett fliggvényértékeket is.

c) Egy fiiggvény szélséértékhelye és tipusa nem valtozik, ha a fiiggvényt megszorozzuk egy
pozitiv szammal.

d) Egy pozitiv értékeket felvevo fiiggvénynek és a négyzetének szélséérték helye és tipusa
azonos.

2. Masodfoku fiiggvények

Ha a vizsgalt kifejezés felirhatd egy x ismeretlen masodfoku fliggvényeként, ahol x tetszdleges

valos szam, akkor f(x) = a(x — u)2 +v alakra hozas utan megallapithato a fiiggvény szélséértéke.
A fiiggvénynek minimuma van, ha a > 0, minimum értéke v, helye u,
maximuma van, ha a < 0, maximum értéke v, helye u.

Ha f értelmezési tartomanya nem a teljes valdés szamhalmaz, hanem példaul egy intervallum,
akkor a sz¢€lséérték vizsgalathoz célszerli abrazolni a fliggvényt.



3. Trigonometrikus fiiggvények Erdemes megvizsgalni, nem kapunk-e egyszeriibb kifejezést, ha
trigonometrikus azonossagokat alkalmazunk.

4. Az f figgvény értékkészlete azon p szamok halmaza, amelyekre az f(x) = p egyenletnek van
megoldasa az f fiiggvény értelmezési tartomanyan. Ezzel a fliggvény szélséértékének, illetve
értékkészletének vizsgalatat, paraméteres egyenlet megoldasara vezethetjiik vissza.

5. Szélsoérték-feladatok gyakran megoldhatok a nevezetes kozepek kozti egyenldtlenségek
alkalmazasaval is.

Definiciok:

Az ay,a,,...,a, pozitiv valos szamok

szamtani (aritmetikai)kozepe: A(ay,a,,..,a,) = ,
n
mértani (geometriai) kozepe: G(ay,ay,..,a,) = ¥Ya;-a,-...-q,
harmonikus kozepe: H(a,,a,,....,a,) = 1 1 "
7+7+. +7
a4 a
2 2 2
a"+ay, +...+a
négyzetes (kvadratikus) koézepe: Q(ay,ay,..,a,) = \/ ! 2 &
n
Tétel:

H (al 2 Ay, )S G(ay,ay,a,) S A(ay,ay,..,a,) < Q(ay,ay,....a,).
Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha ¢, =a, =...=q, teljesiil.

Kovetkezmény:

Ha n pozitiv szam szorzata allando, akkor az &sszegiik akkor minimalis, ha a szamok egyenldk.

Ha n pozitiv szam 6sszege allando, akkor a szorzatuk akkor maximalis, ha a szamok egyenlok.

6. Cauchy-Bunyakovszkij-féle egyenlétlenség (n = 3-ra)

2 2 2 2 2 2

Az egyenldtlenség a vektorok skalaris szorzatanak definiciéja, valamint a skaldris szorzat
koordinatakkal valo kifejezése alapjan igazolhatd. Egyenléség akkor all fenn, ha a(al;az;a3) és

b(b;;by;by)  vektorok parhuzamosak, azaz ha van olyan k szam, amelyre
b] =ka1, b2 = kaz, b3 = ka3 fennéll

(Az egyenldtlenség altalanos alakja:



2

2 2 2 2 2
a,-b +a, -by+...+a, b, <\a" +a,” +...+a, -\/bl +b," +...+b,

n dimenzids vektorok skalaris szorzataval igazolhato.)

II. Kidolgozott feladatok

[1. Adott keriiletti téglalapok koziil melyiknek a teriilete maximalis?

I. Megoldas:

A feladat szovege szerint a téglalapok keriilete k = 2(a + b) adott. Ebbdl b = % -a.

Keressiik a t(a) =q- (% - aj ; O0<a <§ fliggvény maximumat.

maximum  helye a:§ (itt  értelmezve van a fliggvény; ekkor b is —),

2
a maximum értéke: E .

Tehat az adott kertileti téglalapok koziil a négyzet keriilete a maximalis.
II. Megoldas:

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozotti osszefliggést!

%:";b > Jab =+t , tehat \/;ggzélland().

¢t maximalis, ha «/; maximalis. Ez akkor all fenn, ha a = b, a téglalap egy a oldali négyzet,

2 2
amelynek teriilete: ¢, =a’ = k :k—.
4 16

2. Egy patak partjan egy 3200 m’nagysagu, téglalap alaka kertet szeretnénk elkeriteni vizi
szarnyasaink részére. Mekkoranak valasszuk a téglalap méreteit, hogy a legrovidebb keritésre
legyen sziikség? ( A patakparton nem allitunk keritést.)




Megoldas:

Jeloljiik a téglalap oldalait az abra szerint x-szel, ill. y-nal! (x >0,y >0)
A téglalap teriilete xy = 3200, a kerités hossza k = 2x + y.
Alkalmazzuk 2x-re és y-ra a szamtani és mértani kozép kozotti osszefliggést!

2x+y

>./2xy =46400 =80 . A kerités minimalis, ha egyenl6ség all fenn azaz, ha 2x =y . Ezt

visszahelyettesitve a teriiletképletbe, x =40 és y=80adodik. Tehat a minimalis hosszisagu

keritést igényld téglalap oldalai 40 m, ill. 80 m, és k=160 m.

[3. Az R sugaru gombbe irhatd korhengerek koziil melyiknek a palastja a legnagyobb?

I. Megoldas:

Tekintsiik a henger és a gomb k6z0s tengelymetszetét!

( )

D c
(@)
: m
R |
|
r iE
A - B

N\ J

frjuk fel a Pitagorasz-tételt az ABC derékszogti haromszogre: 4r2 + m? = 4R? €))

A henger palastja: P=2rmn, ez pont akkor maximalis, amikor a négyzete maximalis.



Fejezziik ki az (1) 6sszefliggésbol 47” —et és helyettesitsiik P? képletébe:

P? =4 7%m? = 2% (4R? —mz)m2 (0<m<2R).

9

( )

0 Y

- J

A kapott fiiggvény m*-ben masodfokt, melynek zérushelyei 0 és 4R? , sz€ls6értékét a zérushelyek
szamtani kozepén veszi fel. Az m?-ben masodfoku tag eléjele negativ, ezért a fiiggvénynek

maximuma van az m> = 2R? helyen.

A maximalis palast henger magassaga m = V2R, sugara r :% R. Az R sugaru gombbe irt

maximalis palasta henger palastja P, = 2R*r .

II. Megoldas:

A henger palastja akkor maximalis, amikor 2rm maximalis. Alkalmazzuk a szamtani és mértani
kozEép kozotti dsszefliggést, valamint az (1) egyenléséget:

2, .2
4r 4+ m
2 A Ame

2

=2R?, ami allando. A palast pontosan akkor maximélis, ha 472 = m?

NG

azaz, ha 2r =m. Igy (1) szerint 2m> =4R>, m=+2R, r :TR ,

2rm =\4r’m

az R sugart gombbe irt maximalis palasti henger palastja P, = 2R*r .

4. Adott R sugaru gombbe irt egyenes korkupok koziil melyiknek legnagyobb a térfogata?




Megoldas:

Adott R sugari gombbe irt r sugari kupok koziil annak nagyobb a térfogata, amelyiknek a
magassaga a gdomb sugaranal nem kisebb, ezért elég ezzel foglalkozni.

4 C )

Tekintsiik a gomb ¢és beirt kip kdzos tengelymetszetét! Thalész tétele szerint az ADC haromszog

derékszogi, ezért alkalmazhato ra a magassagtétel: P =m-x=m- (2R - m)
(Ugyanezt az 0sszefliggést megkapjuk az AEO haromszogre felirt Pitagorasz- tételbdl is. )

rz-ﬂ-m_mz-(2R—m)-ﬂ
3 3

A beirt kap térfogata V=

A szamtani és mértani kozép kozti Osszefliggést alkalmazhatjuk az m, m, (4R - 2m) pozitiv
szamokra (0<m < 2R) .

3
o _ m-m-(4R —2m)< (4TRJ , ami allando.
r

A beirt kup térfogata maximalis, ha egyenldség all fenn, ami m=4R —2m esetén teljesiil.

A maximalis térfogatt kip magassaga: m :% R, az alapkor sugara: r = 2\/3513. ,

32R 7

térfogata: J =
81

5. Adjuk meg az adott b oldalélii szabalyos négyoldalt giilak koziil a maximalis térfogatut!




I. Megoldas:
Ha a gula oldaléle o szbget zar be az alapsikkal, akkor magassiga M =b-sina, alapéle
3

a=by2 cosa , térfogata: V' = % -sina - cos? & . Mivel b adott allando, a kévetkezd fliggvény

maximumat keressiik: f(o)=sina - cos® & , ahol 0°<a <90°. Ez ott maximilis, ahol a négyzete :

1? (a) =sin® or-cos’ @ -cos* & maximalis.

A szamtani és mértani kozép kozotti Osszefliggés akkor alkalmazhatd, ha a szorzatban szerepld
(pozitiv) tényezdk Osszege allando. Ez konnyen megvalosithatd, ha az elsé tényezot, s igy a
szorzatot 2-vel megszorozzuk.

2-f2(05)=(2sin2 a)- cos? ot cos” a .

3 2‘fz(a)g2sin205J;2cos205 zg‘

2-f 2 (a) akkor maximalis, ha egyenléség all fenn. Ez pedig akkor teljesiil, ha a tényezok

egyenlok, azaz 2-sin” a = cos > o . Mivel ¢ hegyesszdg, ebbdl ctga =«/§,

( )

\_ e J

: 2 o . . 2
sin@ =—, cosa = 3 igy a maximalis térfogatl gula alapéle a = —b,

7

-



4/3p°

magassaga M = i, térfogata V' = .

J3 27

I1. Megoldas: (Szogfiiggvények nélkiil)

[rjuk fel a piros haromszogre a Pitagorasz-tételt!

2
M? +a?=b2 = allando; V :iazM

¥ maximalis, ha 97* maximalis.
92 =q%.a> M?

a’> +a’?+M? nem allandd, de a’ +a? +4M? = 4b? allandd; alkalmazhatd a szamtani és
mértani kozép kozotti osszefliggés.

V3er? =a® a® am? <22
gy 3672, s ezzel V is akkor maximalis, ha a® = 4M % azaz, ha a = 2M , amit visszahelyettesitve

M= adodik.

b 2b 3
—=, ¢és a =—=, a maximalis térfogatra pedig V. = 4430
V3 V3 27

. Hatarozzuk meg a +x —3 ++/7 — x kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét!

Megoldas:
A kifejezés a [3; 7] intervallumon értelmezett.

A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenség szerint:

Nx—=3+7-x g\/x—3+7—x _J/2.
2 2
Egyenléség akkor all fenn, ha vx -3 =+/7—-x ,azazhax = 5.

Az f(x)=+4x-3++7—x nemnegativ értékeket felvevd fliggvény helyett vizsgalhatjuk a
négyzetét: fz(x) =4+24Jx—-347—x >4 . Egyenl6ség akkor all fenn, ha x = 3 vagy x = 7.

Osszefoglalva: A vizsgalt kifejezés legnagyobb értéke W2, ezt az x =5 helyen veszi fel,
legkisebb értéke 2, amit az x = 3 és az x = 7 helyeken vesz fel.



7. a) Egy iskolaban két 2,2 m szélességii folyos6 merdlegesen keresztezi egymast. Mekkora az a
leghosszabb 1étra, amelyet vizszintes helyzetben - a létrat fliggbleges sikban tartva - az egyik
folyosordl a masikra at lehet vinni?

b)* Hogy mddosul a valasz, ha a két folyoso szélessége 8 illetve 27 hossziisagegységii?

Megoldas:

a)

b)

Y 22m

N\ J

A rendelkezésre allo helyet akkor hasznaljuk ki legjobban, ha a 1étra érinti a folyoso sarokélét,
feliilnézetben a 1étrat szemlélteté AC (A1C,) szakaszra illeszkedik a B pont. Az AC =x+y
szakasz hosszanak minimumat keressiik (A létra nem lehet ennél hosszabb.)

a = f egyallast szogek segitségével kifejezheto x és y:

2,2 22
y = —_—

cos o sina

cosa , sina
es

1 —
2,2 y 22

Alkalmazzuk a harmonikus és a négyzetes kozép kozotti egyenlbtlenséget % =

pozitiv szimokra, és hasznaljuk fel, hogy cos?a + sin?a = 1

cosa\2 | (sina\?
2 __ 2 G2 +G5) S S
ty 22 22 = 5 2,22
cosa sina
x+y>44-2.

Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha cosa = singa, azaz, ha @ = 45°. (Tehat a legrévidebb
hosszisag 45°-o0s szognél jon létre.) A leghosszabb létra, amellyel ezen a folyosén be

lehet fordulni ( a létra vizszintes helyzetében) 4,4 - /2 m~6,2 m hosszu.

8

)
cosa
egyenl6tlenséget, valamint a cos?a + sin®a = 1 azonossagot szeretnénk alkalmazni, akkor

x-et illetve y-t annyi egyenld tagra kell bontani, hogy a négyzetes kozép képletében szerepld
cos?a és sin?a egyiitthatéja megegyezzen.

y = 27 Ha ismét a fenti kozepek kozotti

sina

Ebben az esetben a két szakasz x =



24 tag
8 1 4 1 bt 1
cosa 3cosa 3cosa 3cosa

54 tag
27 1 + 1 R 1
sina 2sina  2sina 2sina

Erre a 78 tagra alkalmazzuk a harmonikus és a négyzetes kdzép kozotti egyenlétlenséget:

78 <
1 1 1 1 -
3cosa TV 3cosa T 2sine T T 2sina
24 54
24 54
9cos?a+--+9cos?a+4sin‘a+-+4sin®a _ [216(cos?a +sin’a) 6
- 78 B 78 - V13

87—827 kifejezés maximalis, ha egyenl6ség all fenn. Ez akkor teljesiil, ha 3cosa = 2sina,

cosa sina

azaz,hatga =15, a = 56,31°.

xty=—— + 2L minimalis, ha tga = 1,5 (a ~ 56,31°).

cosa sin @

A létra tehat nem lehet hosszabb (@

=) 13 - V13 egységnél.
Vi3

Megjegyzés: A feladat a fentihez hasonld modon oldhatdé meg, ha a két egymasra merdleges
folyoso szélességének aranya két egész szam hanyadosanak kobével egyenld.

Hatérozzuk meg az f(x) = x2+ 2 , x € R fuggvény legkisebb ¢és legnagyobb értékét!
x°+3

Megoldas:

Egy f fliggvény értékkészlete mindazon p valds szamok halmaza, amelyekre az f(x) =p
egyenletnek van megoldasa. Ha meghatarozzuk a kifejezés értékkészletét, akkor annak legkisebb,
ill. legnagyobb eleme (ha van) egyben a vizsgalt kifejezés minimuma, ill. maximuma is.
Ezzel a kifejezés szélsOértékének meghatarozasat visszavezetjiik egy paraméteres egyenlet
megoldasara.

x+2

> =p = pxz—x+3p—2=0
x“+3

10



p =0 esetén, x = -2
p # 0 esetén, a masodfoku egyenletnek akkor van valdés megoldasa, ha D > 0.
D=1-4p(3p—2)=-12p* +8p+1

V1 2+47

“12p* +8p+120, ha 2‘6 <p

IA

(p#0)

Osszegezve a két esetet, a kapott egyenletnek akkor van valds megoldasa, ha

2-47 2+47

7
<p< fennall.
6 I~ ¢

Igy a vizsgalt fiiggvény legkisebb értéke , legnagyobb értéke

2-7 2447
6 6

(A fuggvény szélséértékhelyeit megkapjuk, ha megoldjuk a masodfoku egyenletet p legnagyobb

¢és legkisebb értékére. Ezekre a masodfokil egyenlet diszkriminansa 0, az egyenlet gyokei:

21__ﬁ = —2 —+/7 , maximumhelye: Z.Ziﬁ =—-24++7)

6 6

X1 = ﬁ. A fliggvény minimumhelye:z.

. Adott r sugari gomb koré irhat6 forgaskupok koziil melyiknek legkisebb a térfogata?

Megoldas:

Tekintsiik a kiip és a gdomb kozos tengelymetszetét!

11



G )

Az AFC és OEC derékszogli haromszdgek hasonlok, mert ACF4 = FCB4, megfeleld oldalaik
aranya egyenlo:

R
= (m > 2r).
m? +R

A nevezokkel szorzas €és négyzetre emelés utan kapjuk:

r2m? + r2R? = m2R? — 2mrR? + r%R2.

Ebbél R? =

Ezt behelyettesitjiik a kap térfogatképletébe:

V:Z.Rz.mzl.rz. (*)
3 3

m-2r
Az elsé két tényezo konstans, elég a harmadik tényez6t vizsgalni.

Végezziik el a kovetkezo atalakitast:

m m? —4r? +4r? 4r? 4r?
= =m+2r+ =(m—2r)+
m-2r m-2r m-2r m-2r

4r?

m-2r

= 4r? = 4llands.

Az 6sszeg harmadik tagja konstans. (m — 2r)-

Ezért a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség alkalmazhato.

12



4r?

m-2r

A vizsgalt 6sszeg minimalis, ha (m - 2r) = ,azaz,ha m=4r, R= «/5 -r.

Az r sugari gomb koré irhaté minimalis térfogati kap térfogata V = % r’or.

A (*) egyenlettdl masként:

2

Vizsgaljuk, hogy az m milyen értékeket vehet fel.
m-2r

Adjuk meg, hogy az m___ p paraméteres egyenletnek, mely p szdmokra van megoldasa,
m

feltéve, hogy m > 2r.

Az egyenlet ekvivalens az m? - pm+2pr=0ecgyenlettel. Ennek akkor van megoldasa, ha a

diszkriminansa nemnegativ. D = p2 —8pr . A feltétel szerint p > 0, igy p = 8r. Ezzel megkaptuk

2
a

kifejezés minimumat, ami 8r.
m-2r

Igy az r sugara gomb koré irhaté minimélis térfogata kap térfogata V = g-rg T

10. Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény értékkészletét, ha xeR!

f(x)=5sinx+12cos x

Megoldas:
5 . 12 ,
f(x)=13 isinx+£cosx =13sin(x +a), ahol cosa =-—, é sina =-—, ez fenndll, ha
13 13 13 13
o ~67,38°.

Mivel —1<sin¢ <1 minden ¢-re, ezért —13 < f(x) <13.

(Az f figgvény a -13, illetve a 13 értékeket felveszi, példaul a 3 % —a , illetve a % — a helyeken;

valamint a kdzbenso értékeket is, mert folytonos. )

A vizsgalt fiiggvény értékkészlete [-13; 13].

13



4 )

11. a) Adjuk mega log ; (sin X + cos x)2 kifejezés H értelmezési tartomanyat!
2

(sin X +cos x)2 fliggvény

J

b) Hatirozzuk meg aH halmazon értelmezett  f(x)= log

N [—

szélsoértékeit! / Felvételi 2001. majus /

N\

Megoldas:

a) A kifejezés azokra az x valos szamokra értelmezett, amelyekre:

(sin x+cosx)’ =1+sin2x>0 e sin2x > 1.

) 3
Ebbél sin2x # —1, azaz x # %7‘[ +krx ,ahol k € Z, H= ]R\{Zﬂ+k7r}

b) A fentiek szerint az értelmezési tartomany x elemeire 0 <1+4sin2x <2. (**)
Felhasznalva, hogy az 1-nél kisebb alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton csdkken,

logl(1+sin2x)210gl2:—1.
2 2

A megadott fliggvénynek minimumértéke a —1, amit sin2x = 1 alapjan, x:%+kﬂ; (keZ)
helyeken vesz fel.

A figgvénynek nincs maximuma, mert az 1 + sin 2x kifejezés tetszdlegesen kis pozitiv szam
lehet, ha sin2x megkozeliti a —1-et. Egy ilyen szdm % alapu logaritmusa tetszélegesen nagy

pozitiv értéket vehet fel.
Masként:

Adjuk meg, hogy a p paraméter mely értékei esetén van megoldasa az alabbi egyenletnek

log | (sin x+cosx)2 =p.
2

P
.y . . 2
Definici6 szerint (sin x + cos x)* = [E) .

, 1 ,
A (**) egyenl6tlenség alapjan 0 < [5) <2,amibdl 27 > % =27,

¢s a 2 alapu exponencialis fliggvény szigorian monoton ndvekedése alapjan p >-1, az f

fiiggvény minimuma —1. .

14



. . . .
(Mivel 1+sin2x 0-tol valo tavolsaga tetszolegesen kicsi lehet, ezért (EJ tetszOlegesen nagy

értéket felvehet, igy az f fliggvény feliilrél nem korlatos, nincs maximuma.)

@

2. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény szélsoértékeit!

~

2x% —9x—11
:[0;5] > R, f(x)=———
f[ ] x2—5x—6

/ Felvételi 2000. majus /

_ J

I. Megoldas:

2x2 —9x—11= 2(x2 —5x— 6)+ x+1 atalakitas alapjan

x+1 1
S =2+ x—6)x+1 :2+x—6.
(x=6)x+1)

(A megadott értelmezési tartomany minden elemére fennall az egyenldség.)

Abrazoljuk a figgvényt!

a - A

v

e O e ———————————_—_—_—_— o ————

J

. 1 . , o . , . o e
Mivel x & ~—¢ Szigoriian monoton csokken az adott intervallumban, ezért f-re is ez teljesiil.
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f fiiggvény maximuma f'(0) = %, minimuma f(5) =1.

II. Megoldas

Hatarozzuk meg milyen p paraméter esetén van megoldasa a kovetkezo egyenletnek

2x% —9x—11 _

3 p a[0;5] intervallumon!
x°=5x-6

A feltétel szerint x#—1 és x # 6, ezért egyenletiink a vizsgalt intervallumon ekvivalens a

kovetkezdvel: 2x? —9x—11= p(x2 -5x-06).

A kijelolt szorzast elvégezve és rendezve kapjuk:

(p-2)* +(9-5p)x+11-6p=0.

p=2 esetén a —x — 1 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megoldasa x = —1, ami nincs

az értelmezési tartomanyban, ezért p # 2.

p #2esetén akkor van a masodfoku egyenletnek valds gyoke, ha a diszkriminansa

nemnegativ.
D=(9-5p) —4(p-2)11-6p)=49p> -182p+169=(7p-13),

tehat a D >0 minden p paraméterre teljesiil. (Minden p # 2 valds szam esetén van megoldasa a

masodfoku egyenletnek.)
Vegyiik figyelembe, hogy olyan p valds szamokat keresiink, amelyekre az egyenlet gyokei a
[0 ; 5] intervallumba esnek!

Ehhez hatarozzuk meg a masodfoku egyenlet gyokeit!

A megoldoképletbdl x; =—1, x, =

Mivel —1 nincs a megadott intervallumban, ezért olyan p szdmokat keresiink, amelyekre

6p—11

0< <5 fennall.
p—2
6p—11 1 1
- =6+ , igy 0<6+ <5 (innen latszik, hogy p<2).
p-2 p-2 -2
-6< ! <-I;
p—2
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1
-——2>2p-22-1
6 p

1 -
Felhasznalva, hogy az x+> — fiiggvény a negativ szamok halmazan szigortan monoton
X

csokken,
1< p< % adédik.

(Megjegyzés: Ennél a feladatnal ez az utébbi megoldas tdbb buktatoval jart, és hosszadalmasabb is
volt.)

13. Legyenek a, b és ¢ (— %)-nél nagyobb szamok és a+b+c=1.

Adjuk megav2a+1++vV2b+ 1++V2c+ 1 kifejezés maximumat!

Megoldas:

Tekintsiik az x(1; 1; 1) és az y (\/ 20 +1;2b+1;4/2¢ + 1) vektorokat. Ezek skalaris szorzata éppen

a megadott kifejezés.

Masrészt a skalaris szorzat definicidja és a cosinus fliggvény értékkészlete alapjan:

x-y =[x|-|y]- cos o <[x| [yl

A két vektor abszolttértéke: [x|=+/3 , illetve |y| =v2a +1+2b+ 1+ 2c +1=+5.

Igy a vizsgalt 6sszeg maximalis értéke V15, amit akkor vesz fel, ha a két vektor egyiranyt

(cosp =1, ¢ =0°), ami pontosan akkor teljesiil, ha a =b=c = 3

14.Igazoljuk a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlbtlenség felhasznalasaval, hogy az

n
a, = (l + —) sorozat szigorian monoton ng:
n

Megoldas:

Bizonyitando, hogy

n n+l
(1+1] <(1+ ! ) .
n n+l1
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A bal oldalon all6 szorzatot 1-gyel szorozva, alkalmazhatjuk az n+1 szam szamtani €s
mértani kozépe kozotti egyenldtlenséget :

1+n-(1+1

n+l]. 1+l : 1+l 1+l < n):n+1+1:1+ ! .
n n n n+1 n+1 n+1

Ennek n+1-edik hatvanya a bizonyitandé egyenldtlenség.

(Egyenl6ség nem all fenn, mert a tényezdk nem (mind) egyenldk.)

II1. Ajanlott feladatok:

1.

2.

e

Bizonyitsuk be, hogy barmely negativ szimnak és reciprokanak sszege legfeljebb (—2)!

Az A, B és C varosok egymastol valo tavolsaga AB= 600 km, BC=800 km, AC=800 km. A-bol B-
be és B-bol C-be egy idében indul egy-egy repiilégép. A gépek ugyanakkora sebességgel, azonos
magassagban, egyenes vonalban kitéré nélkiil repiilnek. Hany km-es Gt megtétele utan lesz a
repulék kozotti tavolsag a legkisebb? / Felvételi 2000. ma;./

Adjuk meg az f(x) = sin® x +cos® x figgvény szélsoértékeit!

Adott teriiletti téglalapok koziil melyiknek a keriilete minimalis?

. Hatarozzuk meg az ab szorzat maximumat, ha a >0, b >0 és 5a+7b=1!

(a+b)b+c)c+a)

Hatarozzuk meg az
abc

kifejezés minimumat, ha a, b és ¢ pozitiv szamokat
jelolnek!

Oldjuk meg a 12-es (kidolgozott) feladatot a nevezetes kozepek felhasznalasaval!

Legyenek a, b és ¢ (— %)-nél nagyobb szamok és a+b+c = 1.

Hatarozzuk meg a V2a+1++2b+1 ++/2c+1 kifejezés maximumat!

Azok koziil a téglatestek koziil, amelyek térfogata a felsziniik kétszerese, melyiknek legkisebb a
térfogata? /OKTV 2000./

2 2
L

y—-1 x-1

Bizonyitsuk be, hogy > 8, feltéve, hogy x>1, y > 1! (OKTV 1992-93)

10. Hatarozzuk meg az f: R* > R, f (x) = iz + x fliggvény minimumat!
X

11. Egy 30 cm oldali négyzet négy sarkabol vagjunk le 4 egybevagd négyzetet tigy, hogy a lap négy

szélének felhajtasaval a lehetd legnagyobb térfogatu dobozt kapjuk. Adjuk meg ennek a térfogatat!

12. Adott felszinl fedetlen hengerek koziil hatarozzuk meg a legnagyobb térfogatit!
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Egy hurtrapéz keresztmetszetli valy rovidebbik alapja és szarai ¢ dm hosszuak. Hatarozzuk meg
ezek koziil annak a trapéznak a szogeit, amelynek a teriilete a legnagyobb!

2
x“+x+1 i
Hatéarozzuk meg az f (x) = 2—1 ; x € R fiiggvény szélsoértekeit!
X+

3x% +18x + 23

Hatérozzuk mega —
x“+6x+10

kifejezés minimumat!

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvény szélséértékét!

f(x)=sin® x+2sinxcosx+3cos’ x, x € R

Hatarozzuk meg a kdvetkezo kifejezés minimumat, ha sinx # 0 és cosx # 0

2 2
. 1 1
K=[sin’x+——| +|cos’ x+—
sin” x cos’ x

1
Mutassuk meg, hogy a K = V5x — 4 — x? - |log,y| + Mogy2]. kifejezés értéke nagyobb 3/24-nél!

4x-3-x2

/ Felvételi 1996. majus/
Igazoljuk a szamtani ¢és mértani kozép kozti egyenldtlenség felhasznalasaval, hogy az

1 n
a, = (1 + —j sorozat feliilrél korlatos!
n

Megjegyzés:

n
Ebbdl és a 14. kidolgozott feladatbol kovetkezik, hogy az a,, = (1 + lj sorozat konvergens.
n

A sorozat hatarértékét e-vel jeloljiik Euler svajci matematikusrol. e = 2,71828)

Az ajanlott feladatok megoldasai

1.

Bizonyitsuk be, hogy barmely negativ szamnak és reciprokanak osszege legfeljebb (—2).

Megoldas:

1
Legyen a < 0 valds szam. Az allitas: a +—<-2.
a
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Legyen b = —a > 0. Alkalmazzuk b-re és Z-re a szamtani és mértani kozép kozti

egyenlGtlenséget:

Visszahelyettesitve b helyére (—a)-t, a bizonyitando egyenlétlenséget kapjuk. Egyenlség akkor
és csak akkor all fenn, ha b = 1, azaz a = —1.

(Megjegyzés: Ha ekvivalens atalakitasokkal egy igaz allitast kapunk, akkor ez az eredeti allitasra
is teljesiil. Ha az a+—<-2 egyenldtlenséget az a < 0 szammal szorozzuk, majd rendezziik,
a

akkor az a? + 2a + 1 = 0 egyenl6tlenséget kapjuk, ami minden a szdmra fennall.)

Az A, B és C varosok egymastol valo tavolsaga AB= 600 km, BC=800 km, AC=800 km. A-bol B-
be és B-bol C-be egy idében indul egy-egy repiilégép. A gépek ugyanakkora sebességgel, azonos
magassagban, egyenes vonalban kitéré nélkiil repiilnek. Hany km-es Gt megtétele utan lesz a
repulék kozotti tavolsag a legkisebb? / Felvételi 2000. ma;./

Megoldas:

4 )

Yy E 600 — y

Tegyiik fel, hogy a gépek y km-t repiiltek. A két gép kozotti d tavolsag négyzete az EBD
haromszdgre felirt koszinusztétellel kiszamolhato:

d? =y2 +(600_y)2 _2y(600—y)§, mivel cos f = %

Ebbdl rendezés utan a két gép tavolsaganak négyzetére a kovetkezd masodfoku fiiggvényt kapjuk:
11
f(y)zZyz ~1650y+360000, ahol 0 < y < 600.
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Teljes négyzetté kiegészités utan leolvashato az f fliggvény szélsdértékhelye és értéke.

f(y)=%(y—3oo)2 +112500.

f minimumbhelye y = 300.

A két gép kozti tavolsag 300km megtételekor minimalis. Ekkor a tavolsaguk
A112500 km~3354km.

Adjuk meg az f(x) = sin® x +cos® x figgvény szélsoértékeit!
Megoldas:
Végezziik el az alabbi atalakitasokat:

8

f(x)= sin® x + cos® x = (sin4 x+cos? x)z —2sin* x-cos? x

Alkalmazzuk a kdvetkezé azonossagot:
1= (sin2 x+ cos? x)z =sin® x+cos? x+ 2sin% x-cos? x.

igy f(x) = (l —2sin? x-coszx)2 —2sin* x-cos* x =
=1+4sin* x-cos*x—4sin?x-cos®>x—2sin* x-cos* x =
=1+2sin* x-cos* x — 4sin? x - cos? x:%sin4 2x —sin? 2x +1

Jeldljiik sin?2x -et a-val és vizsgaljuk az aldbbi masodfoku fiiggvényt:

g(a)=%a2—a+1; (0<a<.

Teljes négyzetté kiegészitéssel g(a) = %(a —4)? — 1 adédik.
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1.5

N\ J

Ez a fliggvény (a [0; 1] intervallumon) szigortan monoton csokken, maximuma g(0) =1,

1
minimuma g(1) = e

Az f fiiggvény maximumhelyét a sin?2x=0, minimumhelyét a sin?2x = 1 egyenletek megoldasai
adjak.

Az ffiggvény maximumhelyei: n - % ; n € Z, értéke: 1,

1
minimumhelyei: %+ n% ; n€EZ, értéke: p

Adott teriileti téglalapok koziil melyiknek a keriilete minimalis?
Utmutato:

t = ab adott.

> Jab =+t Osszefliggésbol azt

Az 1. kidolgozott feladat II. megoldasaban felirt % - er b
kapjuk, hogy az adott teriiletli téglalapok koziil a négyzet keriilete a legkisebb: k . = 4\/; .
Megjegyzés:

Felmeriilhet, hogy ha a fent emlitett feladatban sikeriilt masodfokt fiiggvény szélséértékének
meghatarozasaval megoldani a feladatot, akkor talan ez a probléma is megoldhato igy.

Itt azonban a k(a): 2a+2£, 0<a fuggvény szélséértéke adja a megoldast. Ez pedig nem
a

masodfoku fliggvény.
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5. Hatarozzuk meg az ab szorzat maximumat, ha a>0, >0 és 5a+7b=1!

Utmutaté:

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozti 6sszefiiggést az 5a és 7b szamokra!

o o . 1
Az ab kifejezés maximalis, ha g L és b= L, a maximum értéke: —.
10 14 14

6. Hatarozzuk meg az (a+b)(b;;c)(c+a) kifejezés minimumat, ha a, b és c pozitiv szamokat
aoc
jelolnek!
Utmutato:

Szorozzuk ossze az (a;b) , (b;c) és (c;a) szamparokra felirt szamtani és mértani kdzepekre
vonatkozd egyenl6tlenségeket!

A kifejezés minimuma 8, amit a = b = ¢ esetén vesz fel.

7. Legyenek a, b és c (— %)-nél nagyobb szamok és a+b+c = 1.

Hatarozzuk meg V2a+1++2b+1 ++2c+1 kifejezés maximumat!

Megoldas:
Alkalmazzuk a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenldtlenséget!
V2a+1+42b+1++2c+1 <\/2a+1+2b+1+20+1 _ 5

3 - 3 V3

Ezt 3-mal szorozva kapjuk: v2a+1++/2b+1++/2c+1<+/15 .

A kifejezés maximuma V15 ésezt a=b =c = 3 esetén veszi fel.

8. Azok koziil a téglatestek kozil, amelyek térfogata a felsziniik kétszerese, melyiknek legkisebb a
térfogata? /OKTV 2000./

Megoldas:
A feltétel szerint ¥ = abc = 4(ab + b +ca).

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenséget az ab, be, ca szorzatokra!
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V _ab+bc+ca
12 3
egyenld, azaz, ha a=b=c.

>3fab-be-ca =X/V? , ahol egyenlOség akkor all fenn, ha a harom szorzat

14 y3
Tehit — > Y2 e >V? amibél ¥ > 123 adodik.

Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a =b = ¢, ezért a feltételnek megfeleld téglatestek koziil a
12 egység ¢éli kockanak legkisebb a térfogata.

2 2
Bizonyitsuk be, hogy al 1 4 1 > 8, feltéve, hogy x>1, y > 1! (OKTV 1992-93)
y=1 x-

Megoldas:

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: a = x—1, b = y—1. Bizonyitando:

(a+1)2 +(b+1)
b a

2
>8.

(a + 1)2 & (b + 1)2

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenséget az ;
a

pozitiv szamokra.

(a+1) . (b+1)

2 2 2 2
b 4 2\/(a+1) (b+1) :\/a +2a+1 b +2b+1:\/(a+l+2)-(b+%+2)

2 ab a b a

A z > 0szamra z+122‘/z-1:2 alapjan, a jobb oldalon all6 szorzat értéke legalabb
z

z

(2+2)-(2+2) =4, igy a vizsgalt kifejezés értéke legaldbb 8.
Ezt az értéket a = b = 1 esetén veszi fel.
(Ekkor minden ,,2” helyett ,,=" all.)

Az eredeti egyenl6tlenség minden x, y 1-nél nagyobb szamra teljesiil.

xZ yZ

y-1 x-1

=8,hax =y =2.
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10. Hatérozzuk meg az f:R* - R, f (x) = iz + x fuggvény minimumat!
X
Utmutato:
Alkalmazzuk a iz , %, % pozitiv szamokra a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenséget.
X

A fiiggvény minimum értéke: 3, helye: 2.

11. Egy 30 cm oldalti négyzet négy sarkabol vagjunk le négy egybevagd négyzetet tigy, hogy a lap
négy szélének felhajtasaval a lehetd legnagyobb térfogati dobozt kapjuk. Adjuk meg ennek a

térfogatat!

Megoldas:
| |

s R 5 i R i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
esslleraie SiEEEEr ST SR o] e T
le, @ 30 — 2z
30 — 2z

Az abra jeldléseit hasznalva a doboz térfogata:

V=(30-2x)x 0<x<l5
47 =(30-2x)- (30— 2x)-4x

Mivel 30-2x+30—2x+ 4x =60 =konstans, ezért alkalmazhaté a szdmtani és mértani kozép
kozotti dsszefliggés:

3av =3/30-2x)- (30— 2x) - 4x s% =20

4V maximalis, ha 30 — 2x = 4x, azaz, ha x = 5.
A doboz maximalis térfogatt, ha 5x5 cm’-es négyzeteket vagunk le, és

V= 20-20-5cm’ = 2000 cm’.
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12.

13.

Adott felszin(i fedetlen hengerek koziil hatarozza meg a legnagyobb térfogatut!

Megoldas:

( )

m

- J

A=r’g+2rmn = 7'[(}’2 + 2rm) adott,
2

V=r“mm

Elég r*m maximumat meghatarozni. Ez pontosan akkor lesz maximalis, amikor a négyzete r*m?

maximalis.

Ha a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggést szeretnénk alkalmazni, akkor arra kell
torekedni, hogy a tényezok Osszege allando legyen.

Itt »* + m*nem allando, de a szorzat kovetkezé atalakitasaval: »2 -rm - rm mar a tényezok dsszege

5 A
konstans lesz: r* +rm +rm=—.
T

A szamtani és mértani kdzép kozti 6sszefliggés szerint:

2 2
|14 rY+rm+rm A , .
3[— :3\/r2-rm-rmg—:—=alland0.

3 RY4

A feliil nyitott henger térfogata maximalis, ha egyenléség all fenn. Ez akkor teljesiil, ha »2 = rm,

azaz r=m <= \[g), a henger magassaga az alapkor sugaraval egyenlo.

Egy hurtrapéz keresztmetszeti valyl rovidebbik alapja és szarai a egység hossziak. Hatarozza
meg ezek koziil annak a trapéznak a szogeit, amelynek a teriilete a legnagyobb!
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Megoldas:

- : J

Az O hegyesszogli trapéz magassaga a-sina, hosszabbik alapja a+2a-cosa, teriilete

a’ -sina - (1 +cosa). Elég a sina-(l+cosa) szorzat négyzetének a maximumat meghatarozni.

Alkalmazzuk a sin2a=(1—cosa)(1+cosa) Osszefliggést, majd a szamtani és mértani kozép

kozétti egyenlétlenséget az (1+cosa) , (1+cosa), (1 +cos Ol) , (3 -3 cosa) kifejezésekre.

i/(1+cosa)-(1+cosa)-(1+cosa)-(3—3cosa) <

ENJ N

e . 1 .
A trapéz teriilete maximalis, ha 1+cosa =3—3cosa, amibdl cosa = > a = 60° adodik, a
trapéz szogei 60°, 60°, 120°, 120°.

_x2+x+1

2

14. Hatarozza meg az f(x)
x°+1

; x € R fliggvény szélséértékeit!

Megoldas:

Egy f fiiggvény értékkészlete mindazon valds szamok halmaza, amelyre az fix) = p egyenletnek
van megoldasa.

¥ rx+1

2

Vizsgaljuk meg milyen p valos szamokra van megoldasa az 1
x°+

= p egyenletnek.

A nevezdvel (# 0) szorozva, ¢és rendezve kapjuk: ( p— 1)x2 -x+p-1=0.
Hap = 1, akkor x = p — 1 = 0, van megoldasa az egyenletnek;

Ha p# 1, akkor egyenletiink masodfok, amelynek pontosan akkor van valés gydke, ha a

diszkriminansa nemnegativ. Megoldand6 az 1— 4( p- 1)2 >0 egyenlétlenség.

Innen 4p2 —-8p +3<0.
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15.

16.

A4p2 —8p+3=0 egyenlet gyokei: %, és i A feltételt is figyelembe véve a masodfoku

2

egyenletnek akkor van valos gyoke, ha p e {% ; %} \{1}.
Osszegezve:

Az eredeti egyenletnek akkor van megoldasa ( a valoés szdmok halmazaban), ha p e[% ; %}

. . - 1 .
Ebbdl kovetkezik, hogy a vizsgalt fliggvény minimuma > maximuma 3 .

(A fiiggvény minimumhelye x = - 1, maximumhelye x = 1 .)

3x% +18x+23

Hatarozza mega —
x“+6x+10

kifejezés minimumat!

3x% +18x+23

x2 +6x+10

Utmutaté: Hatarozzuk meg azokat a p valds szamokat, amelyekre a
egyenletnek van valdés megoldasa!

-4 < p <3; akifejezés minimuma —4.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvény szélsoértékeit!

f(x) =sin® x+2sinxcosx+3cos’ x, x € R

I. Megoldas:
Alkalmazzuk az addicids tételeket:

1- 2 . 1 2 .
f(x)=¥+sm2x+3-$:2+sm2x+c052x:

=2+ ﬁ[%sin 2x+gcos 2xJ:2 + \/Esin[2x+%).

Felhasznalva, hogy —1< sin(2x + %) <1, kapjuk 2 - J2< f(x)<2+ V2 ,

tehat a fliggvény minimuma 2 — V2 , maximuma pedig 2 + V2.
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17.

(A fliiggvény minimumhelyei a sin(2x + %) =-1 egyenlet gyodkei: % +nm,n €Z,

maximumbhelyei a Sin(2x + %) =1 egyenlet gyokei: %+ km, k € Z.)

II. Megoldas:

Hatarozzuk meg azokat a p paramétereket, amelyekre az alabbi egyenletnek van megoldasa!

sin x +2sin xcosx+3cos’ x=p !
p=pcos® x+ psin? x felhasznalasaval kapjuk:

(1- p)sin® x +2sinxcosx +(3— p)cos® x=0.

p=1 esetén az egyenlet 2cos x(sinx + cos x) =0alakra hozhaté, amelynek
megoldasai a cosx=0 és a tgx=-1legyenlet gyokei. Ezért p =1 ecleme a fliggvény

értékkészletének.

p#1 esetén cosx =0 nem megoldas, (mert ez esetben sinx=0 is fennallna, ami

lehetetlen a sinx + cos?x = 1 azonossag miatt,) igy cos’x-szel oszthatunk és egyenletiink a
kovetkezo lesz:

(1—p)~tg2x+2~tgx+3—p=0.
Ez a feltétel szerint (tgx)-ben masodfokq, s akkor van megoldasa, ha D=4 — 4(1 - p)(3 - p)z 0.

A p-re kapott masodfoku egyenlétlenség megoldasa a [2 —V2;2+ \/E] intervallum.

Mivel a fenti intervallumnak p=1 eleme, ezért ez egyben a fliggvény értékkészlete, és igy a

fliggvény minimuma 2 — V2 , maximuma pedig, 2+ V2.

Hatarozzuk meg a kdvetkezo kifejezés minimumat, ha sinx # 0 és cosx % 0

2 2
. 1 1
K=[sm2x+ > j +[coszx+ > j !
sin“ x cos” x
Megoldas: Az elsé otlet az lehetne, hogy alkalmazzuk a tetszOleges pozitiv a szamra vonatkozo

2 1 2
j +[cos2x+ 5 j >2%242% -8.
cos“ x

2

sin“ x

1 , .
a+— =2 egyenldtlenséget: [sm2 X+
a

Kérdés, hogy K-nak minimuma-e¢ a 8, vagyis van-e olyan x valos szam, amelyre a kifejezés értéke

8. Egyenléség akkor allna fenn, ha sin® x = cos® x =1, ami nem lehetséges. Ezért bar a vizsgalt
kifejezés értéke legalabb 8, nem 8 a minimuma.
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Ennek oka az, hogy nem vettiink figyelembe egy fontos feltételt: sin®x+cos’x=1.

Alkalmazzuk a négyzetes és a szadmtani k6zép kozotti osszefliggést

a’>+b* _a+b

> , ahol g =sin’ x+ ——,é b=cos’ x + ——! (1)
2 2 sin © x cos” x
1 1 1
.2 2

sin” x + +cos” x+ l+——F1+—
K sin? x cos’x __ sin’xcos’x 1 2 1., 5
2 2 2 2 sin?2x 2 2

) )

1) (2)

A (2) egyenlétlenséget a 0 < sin? 2x <1 egyenltlenségbél kaptuk.

25 .
Négyzetre emelés utan K> > adodik.

25 .. o P
A > akkor minimuma a kifejezésnek, ha van olyan x valds szam, amelyre egyenldség all fenn.

A (2) egyenlétlenség akkor valik egyenléséggé, ha sin® 2x =1, azaz ha sin 2x == 1,

x=%+§ﬂ (k € Z). Ebben az esetben (1)-nél is egyenldség all fenn, ugyanis ezekre az

. 1 1
x-ekre sin? x + — = cos? x + >
Sin — x COoOS X

5 s
= 5 s igy ezekre az x valos szamokra

1 2
K=2{5+2} =125.

Tehat a K kifejezés minimuma 12,5.

N ey g2 oo U
18. Mutassuk meg, hogy a K = V5x — 4 — x2 - |log,y| + kifejezés értéke nagyobb V/24-nél!

4x-3-x2

Megoldas:
Allapitsuk meg, hogy a kifejezés a valtozok mely értékeire értelmezett!

x: Meghatarozzuk a —x2+5x —4>0 é a —x? + 4x —3 > 0 egyenlétlenségek kozos
megoldasait. 1 < x < 3;

y:y>0; y#1 (ezekre |log,yl > 0 ¢s |logy2| > 0).
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Mivel a fenti halmazon mindkét tag pozitiv értékdi, alkalmazhatd a szamtani és mértani kdzép
kozotti egyenlétlenség:

|log 2|
=+/5x —4 — x2 - |log,y| + ——
82Y ’—x- 3l
(Figyelembe vettiik az |logy2| |—y| azonossagot.)

A szamlalo és nevez0 szorzatta alakitasaval kapjuk:

K>2-

(x—4)-(1—x)_ ot 1
(x-=3)-(1—-x%) x—3

Vizsgaljuk az f (x) = 1 — —; xe]1; 3[ fiiggvényt.

(- )

-1 o 1 2 3 4 5 6 1 8 9

N\ J

Az ffiiggvény szigoriian monoton no,

x> 1 miatt 1 — ﬁ >1+ % = % ,igy K > 2- ‘L\E = 1/24, amit bizonyitani akartunk.

19. Igazoljuk a szdmtani és mértani kozép kozti egyenldtlenség felhasznalasaval, hogy az

n
= (1 + l} sorozat felilrél korlatos!
n
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Utmutaté:

Igazoljuk, hogy a sorozat egyik fels6 korlatja a 4. Ehhez a fenti n tényezds szorzatot szorozzuk
1

(—-—) -del, majd alkalmazzuk az igy kapott n+2 szamra a szamtani és mértani kozép kozotti

2 2

egyenlOtlenséget.

IV. Ellenorzo feladatok:

Mekkorak az a oldala szabalyos haromszogbe irt maximalis teriiletti téglalap oldalai?
Adjuk meg az x — 5-tgx + 20 - ctgx fliggvény értékkészletét!
Hatarozza meg az f:]0;4] - R; f(x) = x(6 — x)? fiiggvény maximumat!

Van-e maximalis, ill. minimalis térfogat a 3 dm alkotoju forgaskupok kozott? Ha van, mekkora a
sugara, a magassaga ¢s a térfogata?

Az 547 cm’® felszinii hengerek koziil melyiknek a térfogata maximalis? Adja meg a maximalis
térfogatu henger sugarat, magassagat és térfogatat!

Adott forgaskupba irhato forgashengerek koziil melyiknek legnagyobb a térfogata?

) 2x% +6x+6 .
Allapitsuk meg az f (x) = xz—x fliggvény szélséértékeit.
x“ +4x+5

Az ellenorzé feladatok megoldasai

1.

Mekkorak az a oldali szabalyos haromszogbe irt maximalis teriiletli téglalap oldalai?

V3

Megoldas: z, a-—
2 4

Adjuk meg az x — 5-tgx + 20 - ctgx fliggvény értékkészletét!

Megoldas: ]-c0; -20]U[20; oof

Hatarozza meg az f:]0;4] - R; f(x) = x(6 — x)? fiiggvény maximumat!
Megoldas: A maximum értéke 32, helye :2.

Van-e maximalis, ill. minimalis térfogati a 3dm alkotdji forgaskupok kdzott? Ha van, mekkora a
sugara, a magassaga és a térfogata?

Megoldas: Minimalis nincs, a maximalis térfogata forgaskiip magassaga \/5 dm, sugara JE dm,
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térfogata 2 - V37 dm’.

Az 547 cm’ felszinii hengerek koziil melyiknek a térfogata maximalis? Adja meg a maximalis
térfogatu henger sugarat, magassagat és térfogatat!

Megoldas: A maximalis térfogati henger sugara 3 cm, magassaga 6¢m, térfogata 541 cm’.
Adott forgaskupba irhato forgashengerek koziil melyiknek legnagyobb a térfogata?
Megoldas: Az R sugaru, M magassagi kupba irhaté maximalis térfogati henger alapkdrének

4
sugara: r:Z?R, magassaga: m:%M, V ax :2—R2 -T-M .

2% +6x+6

Allapitsuk meg az f (x) 5
x“+4x+5

fliggvény szélsoértékeit.

Megoldas: Minimuma: 1, maximuma: 3
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