19. Teriiletszamitas

I. Elméleti osszefoglalo
Sokszog teriilete:

Minden sokszdghdz hozzarendeliink egy pozitiv valds szamot. A hozzarendelés az alabbi
tulajdonsagokkal rendelkezik:

o Az egység (oldalt) négyzet teriilete 1 (teriiletegység);
e Egybevagd sokszogek teriilete egyenlo;

o Ha egy sokszoget két sokszogre bontunk, akkor e két sokszog teriiletének az 0sszege az
eredeti sokszog teriiletével egyenlo.

(Bizonyithat6, hogy ez a hozzarendelés lehetséges és egyértelmil.)

Jelolése: T, t, illetve az ABC haromszdg teriilete Typc vagy T (ABC). (Ebben a fejezetben az utdbbi
jelolést hasznaljuk.)

Osszefiiggések:

e  Haromszog teriilete

a-mg
T =
2
a-b-siny . otk
= (trigonometrikus teriiletképlet)
a?-sin B - siny
T=——o———7
2-sina
- a-b-c
4R
a+b+c

T =r-s, ahol s =

2

T = \/s ‘(s—a) - (s—b) (s—c) (Héron — képlet)

o Négyszog teriilete:

e-f -sin
T:M:

2 V
deltoid (és rombusz): ‘q
e f Q
T=_—>L
2




paralelogramma (rombusz):
T=a-mg=a-b-sinx= b

téglalap: T =a-b,

trapéz:

_a+c

m

z /

m

érint6sokszog:

2 )
ahol K a sokszog keriilete, » a beirt kor sugara;

e n oldald szabalyos sokszog:
R*-sinw  a-r
2 VT
360°
ahol w = ,
n

T=n-

R a koriil irt kor, r a beirt kor sugara.

Q
T =KkK" (
\_

A kor és a kor részeinek teriilete

P

©
Y

J

e Az sugara kor teriilte: 72 - .
e Az r sugart kor a kdzépponti szogl korcikkének a teriilete:

ri

= 2 y

a ra

360° 2

T=r%-m-

ahol a, illetve @ a kdzépponti szog mértéke fokban, illetve radianban, i a kdriv hossza.

e Az r sugaru kor a kdzépponti szogl korszeletének a teriilete:

— a rz-sina_rz-& r?-sin@
=7 3600 2 2 2
(A képlet akkor is jo eredményt ad, ha a > 180°.)
e —
/'//
"///
i
"\. /
\ y
\ y
\
\ \\\ /'/
k - T~ . _—




Tétel: Hasonlé sikidomok teriiletének aranya a hasonloésag aranyanak négyzetével egyenlo.

II. Kidolgozott feladatok

1. Egy trapézt két atloja négy haromszogre bontja. Igazoljuk, hogy a két szinezett haromszog teriilete
egyenlo.
D C
A B
Megoldas:

ABD ¢és ABC haromszogek teriilete egyenld, mert AB oldaluk kozos, és az ehhez tartozo
magassaguk a parhuzamos CD és AB egyenesek tavolsaga.

T(AED) = T(ABD) — T(ABE) = T(ABC) — T(ABE) = T(BEC),
amit igazolni kellett.

2. Hatarozzuk meg a hurtrapéz teriiletét, ha alapjai 9 cm ¢és 15 cm, atléi pedig merdlegesek a
szarakra!
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Megoldas:

Az ABC derékszogli haromszogre alkalmazzuk a magassagtételt: m =+12-3 = 6. A trapéz

. 549
teriilete: 1T+ 6 cm? = 72 cm? .

(3.

&

Az abrakon az ABCD paralelogramma, illetve a PQRS négyzet oldalfelezd pontjait jeloltiik meg\
Hatarozzuk meg, hogy a szinezett sikidom teriilete az eredeti négyszog teriiletének hanyad része!

a) b)
S R
D C
F
A® E *B
P Q
Megoldas:
a)
( )

A

\_ J

Az EFD haromszog ¢ teriiletét megkapjuk, ha az ABCD paralelogramma T teriiletébdl kivonjuk az
az EBF, az FCD és a DAE haromszogek teriiletét. Huzzunk parhuzamosokat a paralelogramma
oldalaival a felezépontokon keresztiil! Ujabb paralelogrammakat kapunk. Felhasznaljuk, hogy a
paralelogramma atldja felezi a paralelogramma teriiletét.

t=r—2r-tr_ Lty 3
T8 4 4 g

Tehat az EFD haromszog teriilete, a paralelogramma teriiletének g része.

Megjegyzés: A trigonometrikus teriiletképlet alkalmazasaval is kiszamolhatjuk, hogy az EBF, az

FCD és a DAC haromszogek terlilete hanyad része a paralelogramma teriiletének. (Példaul

T(EBF) = 1.2.0, sinf = lT, ahol a paralelogramma B cstcsba futd oldalai a és b, a kozbezart
2 2 2 8

sz0g pedig B.)



b) I. Megoldas:

Az abra szimmetrikus a négyzet atloira, ezért az azonosan jeldlt haromszogek egybevagok,
teriiletiik egyenld. A négyzet teriiletét az SQ atlo felezi. A PQS haromszog teriiletét felezi az SE
sulyvonal, a PXS haromszogét pedig az XF sulyvonal. Jeloljik t-vel a PXF haromszog teriiletét !
A fentiek szerint T(PES) = 3t, T(PQS) = 6t, és a PQRS négyzet teriilete 12t. igy a SXQY
négyszog terlilete 12t — 8t = 4t, a négyzet teriiletének harmada.

II. Megoldas:

(5 R)

F

P

\§

A szimmetria miatt a szinezett sokszdg rombusz, teriilete az SXQ haromszog teriiletének a

kétszerese. Vegyiik észre, hogy FQ és SE szakaszok a PQS haromszog sulyvonalai, X
metszéspontjuk a haromszog sulypontja. SXQ haromszog teriilete a PQS haromszog teriiletének

harmada, mert SQ oldaluk k&zos, az ehhez tartoz6 magassagukra X0 = %PO all fenn. Ezért a

5 (1 T)_T
3 2) 3

ahol T a PQRS négyzet teriilete. Tehat a szinezett teriilet a négyzet teriiletének harmada.

rombusz teriilete
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Megjegyzés:

e A rombusz (és igy a négyzet) teriilete, atloi szorzatanak a fele. A rombusz SQ atldja a
négyzet atlojaval egybeesik, XY atloja a négyzet atlojanak harmadaval egyenld. Ezért a
rombusz teriilete a négyzet teriiletének harmada.

o Az hogy PX és ezzel egyiitt YR és XY a négyzet atlojanak a harmada, a PXE és RXS
haromszdgek hasonlosagaval is igazolhatd. Tehat anélkiil, hogy felhasznalnank azt, hogy X
a PQS haromszog sulypontja.

4. Jelolje az ABC haromszogben a sulypont és az oldalfelezé pontok kozotti szakaszok felezopontjait
P,Q, és R. Allapitsuk meg a PQR ¢és az ABC haromszogek teriiletének aranyat!

Megoldas:

4 )

Az abra jeloléseit hasznaljuk. B;A; az ABC haromszog kozpvonala ezért ByA; Il AB és
BiA; = %AB. QP a B{A;S haromszog kozépvonala, ezért QP || B4, és QP = %BlAl. igy
QP Il AB és QP = %AB . Ehhez hasonloan igazolhaté a PQR haromszog masik két oldalarol, hogy
parhuzamos az ABC haromszog egy—egy oldalaval, és a hossza annak a negyede. Ebbdl
kovetkezik, hogy PQRA~ABCA, és a hasonlosag aranya %. Hasonlo sokszogek teriiletének aranya a
hasonlésag aranyanak négyzetével egyenld, ezért PQR a haromszog teriilete az ABC haromszog

w1 s 1,
teriiletének g része.

Megjegyzés: A feltételekbdl kovetkezik, hogy az S kdzépponta (— %) arany( hasonlosag az ABC

haromszoget a PQR haromszogbe viszi.




5. Egy haromszog teriilete 136 cm’, két oldala, 14 cm illetve 34 cm. Adjuk meg a haromszog
harmadik oldalat, beirt és koré irt korének sugarat!

Megoldas:

Legyen a két adott oldal a és b, a haromszog teriilete 7. Alkalmazzuk a trigonometrikus
teriiletképletet!

T a-b-siny ) 2T 0.5714
= = —x
> siny P ,

Az adatok nem hatarozzak meg egyértelmiien a haromszoget. y; = 34,85°, y, = 145,15°.

A haromszog harmadik oldalat koszinusztétellel lehet kiszamolni.
c? = a? + b? — 2ab - cosy
az adatokkal: ¢; = 23,89 cm, ¢, = 46,19 cm.

A Dbeirt kor sugarat a T = s - r képlet segitségével hatarozzuk meg. Az 1. haromszog félkeriilete:

s1 = 35,945 cm, a beirt kor sugara: r; = 51 ~ 3,78 cm, a 2. haromszogben s, = 47,09 cm, a beirt
1

kor sugara: r, = 2,89 cm. A koré irt kor sugarat az R = % Osszefliggésbol szamitjuk ki.
R, = 20,90 cm, R, = 40,42 cm.




6. Az ABC haromszog AC, illetve BC oldalara illeszkedd P, illetve Q pontokat 6sszekotd szakasz
parhuzamos AB-vel. Bizonyitsuk be, hogy a PBC haromszog teriilete mértani kdzepe az ABC és a
PQOC haromszogek teriiletének!

Megoldas:

4 )

N : . J

PQOC haromszog hasonld 4BC haromszoghdz, mert szogeik paronként egyenlok. A megfeleld

szakaszok aranyat jeloljuik A-val: A= %’ = %’ Fejezzilk ki a haromszdogek teriiletét!

! li

_&m e 8m
T(ABC) > T(PQC) > A >
c'*m-m") m" m c-m
T(PBC) = T(PBQ) + T(QCP) = . o=

Az ABC és a PQC haromszogek teriiletének mértani kozepe: \/ (%) . (AZ -%)=A . % =
T(PBC), amit igazolni kellett.

/7. Bizonyitsuk be, hogy az egybevagd negyedkorokben a szinezett sikidomok teriilete egyenld! \




Megoldas:

-

F

FOD4 = 0DC4 = a, mert valtoszogek, ezért a két egyenld atfogdjii derékszogli haromszog
egybevagd: OABA= DCOA, igy teriiletik is egyenld y =y Az EOC negyedkor teriilete
T=x+y+z+t=x+y +z+1t,

ezért az OBD korcikk teriilete és a CABD sikidom teriilete egyenld.

. Az ABC haromszog AB oldalat B-n til 34B-vel, BC oldalat C-n tal 3BC-vel AC oldalat
A-n tal 34C-vel meghosszabbitjuk. igy kapjuk az A’,B’,C’' pontokat. Hanyszorosa az A'B'C’
haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?

I. Megoldas:

-




Tekintsiik az ABC és a BA'B" haromszdget! Rajzoljuk be az AB, illetve a BA” oldallakhoz tartozd
magassagot! Ezek parhuzamosak, ezért alkalmazhatd a parhuzamos szelészakaszok tétele. Eszerint

3¢4Me — 12t, ahol t
az ABC haromszog teriilete. Hasonloan mutathaté meg, hogy a CB'C’ és az AC'A’ haromszdgek

teriilete szintén 12t. Ezért az A'B'C' haromszog teriilete T =t + t; + t, + t3 = 37t alapjan, az
ABC haromszog teriiletének 37-szerese.

a BA' oldalhoz tartozd magassag 4m., és igy a BA'B’ haromszog teriilete t; =

II. Megoldas:

A BA'C haromszog és az ABC haromszog AB oldalegyeneshez tartozo magassaga (C csucsnak az
AB egyenest6l mért tavolsaga) egyenld, ezért teriiletiik ardnya BA’ és AB oldalak aranyaval
egyenld, tehat T(BA'C) = 3t. Hasonlo okbol B’CA’ haromszog teriilete 3 -3t = 9¢t, illetve
T(BA'B") = 12t. Ugyanigy mutathaté meg, hogy a CB'C’ és az AC'A’" haromszogek teriilete is
12t. Ezért az A'B'C’ haromszog terlilete az ABC haromszog teriiletének 37-szerese.

III. Megoldas:

Kiszamolhatjuk a haromszogek teriiletét a trigonometrikus teriiletképlet segitségével is. Ha az ABC
haromszog oldalait a, b, c, szogeit «, 5,y jeloli, akkor a hozzairt haromszogek teriilete:

t, = 36-4a-51n2(180°—ﬁ) —12- c-a-;mﬁ =12t, t, = 3a-4b-smz(180°—y) —12- a‘b-siny — 12t, valamint
ty = w =12 bc% = 12t. Igy az A'B'C’ haromszog teriilete az ABC haromszog

teriiletének 37-szerese.

. Az ABC hegyesszogli haromszogben AB = 10 cm. Az A és B cstucsokbol indulé magassagvonalak
A’, ill. B’ pontban metszik a BC, ill. az AC oldalt. Az A’B’C haromszog teriilete az 4BC

haromszog teriiletének — része. Mekkora 4°B’ szakasz hossza?

10



Megoldas:

A
N ' J
A" és B' magassagtalppontok, ezért illeszkednek AB szakasz Thalész-korére. igy ABA'B’

hirnégyszog, BA'B'4 = 180°—«, tehat B'A'C4 =o. Ebbdl kovetkezik, hogy ABCA~A'B'CA,
hiszen két szogik, « és y, egyenld. Hasonld haromszogek teriiletének aranya a hasonlosag

‘o . . ,, A'B' ,,
aranyanak négyzetével egyenld, azaz ( ) = 2 =§, ebb6l az A'B’ szakasz hossza

AB
10
o cm=2-\/§cmz4,47cm.
V5

10. Egy haromszog harom magassaga 6 cm, 8 cm, 12cm hosszi. Szamitsuk ki a haromszog oldalainak
hosszat és a haromszog teriiletét!

Megoldas:
A haromszog teriiletének kétszerese: 2T = a-m, = b my = ¢ - m,, igy
2T AT
=T =1
2T 3T
~8 12
2T

C:E.

X = % (x > 0) jelolés bevezetésével, a = 4x, b = 3x, ¢ = 2x;. Irjuk fel a hdromszog teriiletét

kétféleképpen! A haromszog teriilete egyrészt a Héron-képlettel, s = %x figyelembe vételével:

9 1 3 5 3
— — Pp— PR— - —_ —_ - . 2
T—\[Zx 2x 2x 2x 4\/15 x*,

masrészt T = 12x. A %\/15 - x%2 = 12x egyenlet pozitiv gydke:

11




12 16V15

X

25
Ez alapjan a haromszog oldalai: a = 4x = 64f cm = 16,52 cm, b = 3x = 16VIS cm =~ 12,39 cm,
c=2x= 32f cm ~ 8,26 cm, teriilete: T = 12x = 64\5fﬁcm2 ~ 49,57cm?.

11. Egy szabalyos 10-szog teriilete 420 cm®. Mekkora az oldala, leghosszabb 4tloja és a beirt kor
sugara?

Megoldas:

A szabalyos tizszog 10 egybevagd egyenldszara haromszogre bonthatd. E haromszogek szarszoge
36°.

(
\_
2.qi o
Az ABO haromszog teriilete: 42 = %. Ebbdl a szabalyos tizszog koré irt korének sugara

, 84
R?=———~14291 = R~1195cm,
1

a leghosszabb atlo ennek kétszerese: 23,9 cm.

A beirt kor sugara az 4BO haromsz0g r magassaga: r = R - cos 18° = 11,37 cm. A tizszdg oldala
a=2"R-sinl18° = 7,39 cm.

12. Két metsz6 kor sugara 17 cm, illetve 39 cm, kézéppontjaik tavolsaga 44 cm. Hatarozzuk meg a két
kor k6zos hurjat, valamint annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet mindkét kor lefed!

12




Megoldas:

N\ J

A két kor kozos hurja az abran szerepld ABC haromszog AB oldaldhoz tartozd magassag
kétszerese. A haromszog harom oldalanak ismeretében kiszamithato a haromszog teriilete (példaul)

a Héron—képlet segitségével: T = \/s ‘(s—a)-(s=b) (s —c), ahol s = atb+c 5= 50,
T =+/50-33-11-6 = 330 (cm?). Masrészt a haromszdg teriilete négyzetcentiméterben

T = ‘MT'm = 22 -m. Innen m = 15 cm, a k6z6s har hossza30 cm.

A kozosen lefedett rész teriilete két korszelet teriiletének az Osszege. Ehhez ismerni kell a
megfeleld kozépponti szogeket, 2a-t és 2f-t, ahol a és [ az ABC haromszog szogei.
m 15

i == ~ 61 o
sina 17 17=>a: 61,93

i m _15 22,62°
=—— ~
Sinf=39=39— F~22
A fenti korszeletek teriiletét megkapjuk, ha a 2a, illetve 2 kozépponti szogli korcikk teriiletébol
kivonjuk a megfeleld egyenld szart haromszog teriiletét.

- 2a 172 172 - sin2a 192 38
17 3600 T 2 T e
2B 392 - sin2p
ty=—t _.392.0 22 P 60,48
2~ 3600 T 2

t1 +t, = 252,86
Tehat a két korlap kozos részének a teriilete 252,86 cm’.

Megjegyzés: A szogek illetve a korok kozos hirja meghatarozhatd a koszinusztétel tobbszori
alkalmazasaval is.
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I11.

Ajanlott feladatok

Az a oldalt szabalyos haromszoget tiikrozziik a stilypontjara. Hatdrozzuk meg az eredeti és a
tiikrozott haromszog kozos részének teriiletét!

Hogyan kell felvenni az ABC haromszog AB oldalan a D, AC oldalan az E pontot ugy, hogy az
ADE, a DEB és az EBC haromszogek teriilete megegyezzen?

Egy derékszogli haromszog koré irt korének sugara 17 cm, beirt kdrének sugara 6 cm. Mekkorék a
haromszdg oldalai és teriilete?

Az ABC haromszog AB oldalanak B-hez kozelebbi harmadoldpontja H, a BC oldal B-hez
kozelebbi negyedeldpontja ,, C-hez kozelebbi negyedeldpontja N>, A CA oldal felezépontja F.
Bizonyitsuk be, hogy az FHN, és az FHN, haromszogek teriiletének osszege az ABC haromszog
teriiletének a felével egyenld!

Egy trapézt két atloja négy haromszogre bontja. A parhuzamos oldalakon nyugvé haromszogek
teriilete T és t. Fejezziik ki ezek segitségével a trapéz teriiletét! (A miiszaki és természettudomanyi
jellegii egyetemekre palyazok felvételi feladata; 1975)

Az ABC haromszog CF sulyvonalan vegyilkk fel azt a P pontot, amelyre
CP:PF = 7:5. Adjuk meg a PBC és az ABC haromszogek teriiletének aranyat!

4 )

~1

A £ B

N _J
Egy konvex négyszog szemkozti oldalainak kozéppontjait Osszekdtve, az négy négyszogre
bonthatd. Ha ezek koziil haromnak a teriilete 8, 16, illetve 20 teriiletegység, akkor mekkora a

negyedik résznégyszog teriilete? (A tudomanyegyetemek természettudomanyi karaira, valamint a
miiszaki egyetemekre felvételizok feladata; 1995.)

Egy trapéz két parhuzamos oldalanak hossza a és b (a < b); egy ezekkel az oldalakkal
parhuzamosan huzott szakasz a trapézt két egyenld teriiletii részre osztja. Mekkora ennek a
szakasznak a hossza? (Potfelvételizok feladata; 1987)

Messe az ABC haromszog BC oldalaval parhuzamos egyenes az AB oldalt a D, az AC oldalt az £
pontban! Jeloljiik M-mel a BC oldal tetszés szerinti pontjat! Tudjuk, hogy az ABC haromszog
terillete 7, az ADE haromszog teriilete pedig ¢ Mekkora az ADME négyszog teriilete?
(Potfelvételizok feladata; 1986)

14



10.

11.

12.

13.

14.

Az ABC haromszog AC oldaldnak felezépontja F. AB = /10 egység, BC = V30 egység és
AC = 4 - BF. Szamitsuk ki az AC oldal hosszat és a haromszog teriiletét!

Egy +/13 egység sugart korbe olyan konvex hatszoget irunk, amelynek harom oldala 2a, masik
harom oldala S5a egység hosszu. Szamitsuk ki a hatszog teriiletét!

Az ABCD konvex négyszog alaka telek kovetkezd adatait mértik meg: AB = 20 m,
ABC4 = 105°; ABD4 = 60°;, DAB4 = 90° CAB4 = 45°. Szamitsuk ki a négyszog teriiletét!
(Budapesti Miiszaki Egyetem felvételi probadolgozat feladata; 1991.)

Egy kor 2r atméréje folé egyenld oldali haromszoget szerkesztiink. Mekkora a haromszog koron
kiviil fekvo részének a teriilete?

Harom 6nt6z6 berendezés az abran zolddel jeldlt kor alaku teriileteket latja el vizzel. Hatarozzuk
meg a korok kozotti, pirossal jelolt teriilet nagysagat, ha a korok sugara 12 m, 10 m és 7 m!

4 )
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1.

Az ajanlott feladatok megoldasai

Az a oldalt szabalyos haromszoget tiikrozziik a stilypontjara. Hatdrozzuk meg az eredeti és a
tiikrozott haromszog kozos részének teriiletét!

Megoldas:

~

c

N\ J

Az 4bra jeloléseit hasznaljuk. A tiikrozés miatt CS = C'S, masrészt S a haromszog sulypontja, ezért
CS = 2SF = 2x. Ezért DECA~ABCA, a hasonlosag aranya 1:3. Az ABC és A'B'C' haromszog

kozos része egy % oldali szabalyos hatszog. Ennek teriilete hat % oldalti szabalyos haromszog

teriiletének Gsszege

(53 @3
4 6

Hogyan kell felvenni az ABC haromszog AB oldalan a D, AC oldalan az E pontot ugy, hogy az
ADE, a DEB és az EBC haromszogek teriilete megegyezzen?

T=6:

Megoldas:




Az EBC ¢és az ABC haromszog haromszdgek EC, illetve AC oldaldhoz tartozé magassagaik
egybeesnek, ezért teriiletiik aranya EC és AC szakaszok aranyaval egyenl6. Mivel T(EBC) =

%T(ABC ), ezért E az AC oldal C-hez kozelebbi harmadoldpontja.

A feltétel szerint T(ADE) = T(DBE), és a két haromszog E cstcsbol induld magassiga
megegyezik, ezért az chhez tartozd oldalak is egyenlék: AD = DB. Tehat D az AB oldal
felezopontja.

Egy derékszogli haromszog koré irt korének sugara 17 cm, beirt kdrének sugara 6 cm. Mekkorak a
haromszdg oldalai és teriilete?

Megoldas:

&

Thalész-tétel szerint a derékszogii haromszog koré irt kdrének kozéppontja az atfogd felezépontja,
igy az atfogd 34 cm hosszil. A haromszog teriiletének kétszerese:

r-(a+b+c)=a'b=6-(a+b+34) =a-b.

A Pitagorasz-tétel alapjan

a? + b? = c? = a® + b? = 1156.

Alkalmazzuk az (a + b)? = a? + b? + 2ab azonossagot:

(a+b)? =1156 + 12(a + b + 34)
Jeloljik  (a+b)t x-szell! Az x?—12x—1564 =0 egyenlet pozitiv  gyoke:
x = 46.  Visszahelyettesitve, az Z-i_bb=:4gg} egyenletrendszert  kapjuk.  Innen

b=46—a, 46a—a’*=480

Az a? — 46a + 480 = 0 méasodfoku egyenlet gyokei: 30 és 16. A derékszdgli haromszdg befogoi
16 cm és 30 cm, teriilete 240 cm’.
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Megjegyzés:

Az a+ b =46 0Osszefiiggést a kovetkez uton is megkapjuk: Kiilsé6 pontbdl a korhoz huzott
érintészakaszok egyenldségét figyelembe véve, az azonos szinnel jeldlt szakaszok egyenld
hossziak. CD = CG =, mert a CDOG deltoid négyzet. igy az atfogd c = (a—1) + (b —1),
amibdl az adatokkal a + b = 46 kdvetkezik.

Az ABC haromszog AB oldalanak B-hez kozelebbi harmadoldpontja H, a BC oldal B-hez
kozelebbi negyedeldpontja ,, C-hez kozelebbi negyedeldpontja N>. A CA oldal felezépontja F.
Bizonyitsuk be, hogy az FHN, és az FHN, haromszogek teriiletének 0sszege az ABC haromszog
teriiletének a felével egyenld!

Megoldas:

4 )

\R

A megoldas soran felhasznaljuk, hogy ha két haromszog egyik szoge k6zos, akkor teriiletiik aranya
a kozos csucsba futo oldalak szorzatanak aranyaval egyenld. Ez a trigonometrikus teriiletképletnek
egyszerii kovetkezménye. A HN;F haromszog teriiletét megkapjuk, ha az ABC haromszog
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teriiletébol kivonjuk az AHF, BHN; és az N;CF haromszogek teriiletét. Ugyanezzel a modszerrel
jutunk a HN, F haromszog teriiletéhez.

21 11 31
T(HN,F) = T(ABC) — T(AHF) — T(BHN;) — T(N;CF) =T — §-E-T—§-ZT—Z-E-T=

_24-8-2-9 . 5
- 24 24

21 13 11
T(HNZF)=T(ABC)—T(AHF)—T(HBNZ)—T(NZCF)=T—§-E-T—§-ZT—Z-E-T=

_24-8-6-3 - 7 .
- 24 24

fgy a két haromszog teriiletének osszege az ABC haromszog teriiletének a fele (i + i = %), amit

igazolni kellett.

Egy trapézt két atloja négy haromszogre bontja. A parhuzamos oldalakon nyugvé haromszogek
teriilete T és ¢. Fejezziik ki ezek segitségével a trapéz teriiletét!
(A miszaki és természettudomanyi jellegli egyetemekre palyazok felvételi feladata; 1975)

Megoldas:
4 )
D G c C
o ° o
A B
N y

ABEA~CDEA, mert szdgeik paronként egyenlok. (AEBA = CED4, mert csucsszogek, EAB4 =
ECD4#, mert valtészogek.) A hasonldo haromszogek teriiletének aranya megfeleld szakaszaik

2
négyzetének aranyaval egyenlo: % = (%) . Ebbdl kovetkezik: % = \E AED haromszog teriilete

aM+m aM a
t, = T(ABD) — T(ABE) =¥—7=7_

t

% = VTt. igy a trapéz

L
M

=

Az 1. kidolgozott feladat szerint t; = t,. Masrészt % =

teriilete: T+ ¢ + 2vTt = (VT +VE)".
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Megjegyzés: A t; =Tt Osszefiiggés a kovetkezOképpen is megmutathatd: t; = % —hez
hasonldan levezethetd t, = % .t; =t, alapjan am = cM és igy

amcM aM cm
t1°ty =T=7'7=T't=>t1=t2=\/’r_t.

6. Az ABC haromszog CF sulyvonalan vegyiik fel azt a P pontot, amelyre CP: PF = 7:5. Adjuk
meg a PBC és az ABC haromszdgek teriiletének aranyat!

( )

- J

Megoldas:

Az FBP haromszog és a PBC haromszog B csucshoz tartozo magassaga kozos, ezért teriiletiik
aranya a B csuccsal szemben fekvo oldalaik PF:CP = 5:7 aranyaval egyenld. Tehat

T(FBP) =§t, és T(FBC) =%t ahol t a PBC haromszog teriilete. Az ABC haromszég CF

sulyvonala a haromszoget két egyenld teriiletii hdromszogre bontja. igy T(ABC) = 2+ T(FBC) =
T(PBC) _ 7.

G t, tehat a két haromszog teriiletének kérdezett aranya: =—
7 T(ABC) ~ 24

7. Egy konvex négyszog szemkozti oldalainak kozéppontjait Osszekdtve, az négy négyszogre
bonthatd. Ha ezek koziil haromnak a teriilete 8, 16, illetve 20 teriiletegység, akkor mekkora a
negyedik résznégyszog teriilete? (A tudomanyegyetemek természettudomanyi karaira, valamint a
miiszaki egyetemekre felvételizok feladata; 1995.)

Megoldas:

-




A kozépvonalak O metszéspontjat kossiik 6ssze a csucsokkal. Az AOB haromszognek EO szakasz
sulyvonala, mert £ felezi AB-t. Az AEO és EBO haromszogek teriilete egyenld, mert az egyenld
hosszusagi AE és EB oldalakhoz tartoz6 magassaguk egybeesik. Hasonléan BOC, COD, DOA
haromszogek teriiletét felezik az FO, GO, HO szakaszok. Az abra jeloléseit hasznalva (a
négyszogek teriiletét a-val, b-vel, c-vel, illetve d-vel, a részhdromszogek teriiletét x, y, zés ¢
betiikkel jeldlve), kapjuk: a +c=t+x+y+ 2z =>b + d , azaz a feladatban szerepl6 négyszogek
koziil a szemkoztesek teriiletének Osszege egyenldé. Harom lehetéség van aszerint, hogy az
ismeretlen teriiletli négyszog a 8, a 16, vagy a 20 egység teriiletii négyszoggel fekszik-e szemben.

1. eset:T =16+ 20—8 =28
2. eset: T=8+20—-16=12
3. eset: T=8+16—-20= 4
Tehat a negyedik négyszog teriilete 28 teriiletegység vagy 12 teriiletegység vagy 4 teriiletegység.

Egy trapéz két parhuzamos oldalanak hossza a és b (a < b); egy ezekkel az oldalakkal
parhuzamosan huzott szakasz a trapézt két egyenld teriiletii részre osztja. Mekkora ennek a
szakasznak a hossza? (Potfelvételizok feladata; 1987)

Megoldas:

EF a trapéz alapjaival parhuzamos, a trapéz teriiletét felezé szakasz. Hosszat jeldljik x-szel! Az

( )

- : J
EFBA és DCFE trapézok magassagat m;-gyel, illetve m,-vel jeloljiikk. Hizzunk parhuzamost az AD
szarral a B és az F pontokon keresztiil! Ezek az EF, illetve a DC szakaszt H , illetve G pontokban
metszik. A szogek egyenlésége miatt GCFA~HFBA. Megfeleld szakaszaik aranya egyenlo:
b—x m,

x—a my
A feltétel szerint EFBA és DCFE trapézok teriilete egyenld, ezért

b+x _a+tx
2 T

my.

A két egyenletbdl kapjuk:

b—x_a+x
x—a b+x
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b? — x? = x?> — a?, ahonnan

, a*+b*
x? = és
2
a? + b2
X = :
2

Tehat a trapéz teriiletét felezd, az alapokkal parhuzamos szakasz hossza az alapok hosszanak
négyzetes kdzepe.

9. Messe az ABC haromszog BC oldalaval parhuzamos egyenes az AB oldalt a D, az AC oldalt az E
pontban! Jeloljik M-mel a BC oldal tetszés szerinti pontjat! Tudjuk, hogy az ABC haromszog
terillete 7, az ADE haromszog teriilete pedig ¢ Mekkora az ADME négyszog teriilete?
(Potfelvételizok feladata; 1986)

Megoldas:

ED || BC = T(EDM) = T(EDB), mert a két haromszog ED oldala és a hozza tartozé magassiga
egyenld. Jeloljiik ezt a kozos teriiletet t'-vel. ADE és DBE haromszogek AD = x, illetve DB =y
oldalahoz tartozé magassaga kozos, ezért teriiletiik aranya a kozos magassaghoz tartozo oldalak
aranyaval egyenlo:

"y
==, 1
T €]

ABC és ADE haromszogek hasonlok, mert szogeik paronként egyenlok. Teriiletik aranya a
hasonlésag aranyanak négyzetével egyenlo:

<x+y)2_T
x Tt

Ebbdl 1 +% = \E = % = \E — 1. Az (1) Osszefiiggést is figyelembe véve kapjuk: t?= \E -1,

amibél t’ kifejezhetd: t' = Tt — t. igy az ADME négyszog teriilete t + t' = VTt.
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10. Az ABC haromszog AC oldalanak felezépontja F. AB = V10 egység, BC = 30 egység és
AC = 4 - BF. Szamitsuk ki az AC oldal hosszat és a haromszog teriiletét!

Megoldas:

-

Av
g | Y,
Ha FB = x, akkor AF = FC = 2x. Irjuk fel a koszinusztételt az ABF és a BFC haromszégek AB,
illetve BC oldalara!

10 = 4x?% + x? — 4x? -cos6}
30 = 4x? + x? — 4x? - cos 5§’

8" =180°— 8 = cos 8’ = —cos, ezért a fenti két egyenlet Osszege: 40 = 10x2, ahonnan

x =2, AC = 8 egység. A teriiletet meghatarozhatjuk akar a Héron-képlettel, akar a haromszog

egyik szogének meghatarozasa utan, a trigonometrikus teriiletképlettel. Ez utobbi modszert

valasztjuk. Felirjuk a § szogre a koszinusztételt:

64 = 10 + 30 — 2v300 - cos f5.

Innen cos f = — 2(2)—4\/5 = - 5‘;\/5. A sin? B + cos? f = 1 azonossag alapjan
W1 cot g1 12 13
si = cos? B = 5% = 75
igy (sin B > 0 figyelembe vételével) sinf = %, a haromszog teriilete
1 V13
T = 5 v10-v30 - = = V39 teriiletegység.

Megjegyzések:

e A teriilet pontos értékének meghatarozasahoz sin § pontos értékére volt sziikség, ezért 8
meghatarozasa nélkiil, azonnal a sin? @ + cos? @ = 1 azonossagot alkalmaztuk.

o Az x =2 egyenl6ség koszinusztétel felirasa nélkill is megkaphat6. Ehhez a kovetkezd
tételt kell tudni: A paralelogramma atloinak négyzetdsszege az oldalak négyzetdsszegével
egyenld. (A tétel bizonyitasa a 14. Vektorok fejezetben megtalalhat6.) Ha az ABC
haromszdget F-re tikrozzik, az ABCB’ paralelogrammat kapjuk, amelyre alkalmazzuk a
fenti tételt.
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11. Egy +/13 egység sugarti korbe olyan konvex hatszdget irunk, amelynek harom oldala 2a, masik
harom oldala 5a egység hosszll. Szamitsuk ki a hatszog teriiletét!

Megoldas:

-

A 2a és 5a oldalak kozott biztosan lesznek olyanok, amelyek egymas mellettiek. Az abra egy ilyen
részletet mutat. A kor kdzéppontjabol az AC hir ¢ =120°-os szdgben latszik. A kdzépponti és
keriileti szogek tétele alapjan § a 360° — @ = 240° fele, tehat [ is 120°. Az AOC és az ABC
haromszdgekre felirt koszinusztétellel a meghatarozhato.

AC? =13+ 13 —2-13-cos 120° }
AC? = 4a% + 25a% — 2+ 10a? - cos 120°
Innen 39 = 39a?, tehat a = 1 egység. A hatszdg teriilete az OABC négyszog teriiletének
haromszorosa. A négyszog teriilete az OAC és az ABC haromszogek teriiletének Osszege. A
hatszog teriilete:
S (1 V3 1 \/5) 69v3

5 13 5 + ch 10 - =2 teriiletegység(29,88 teriiletegység).

12. Az ABCD konvex négyszdg alaka telek kovetkezd adatait mértik meg: AB = 20 m,
ABC#4 = 105°; ABD4 = 60°; DAB4 = 90° CAB4 = 45°. Szamitsuk ki a négyszog teriiletét!
(Budapesti Miszaki Egyetem felvételi probadolgozat feladata; 1991.)

I. Megoldas:
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Az ABCD négyszoget a BD atlo két haromszogre bontja. Az ABD derékszogli haromszog befogoi
AB=20m, AD =20-v/3m, atfogdja BD = 40 m,terilete T; = 200-+v/3 m>. Az ABC
haromszdg BC oldala szinusztétel alkalmazasaval kiszamithat6. ACB4 = 30°, igy

BC sin45°
AF = sim3oc — BC=20V2
V2
BD - BC-sin45° 40-20vV2-

A BCD haromszog teriilete: T, = = 400 (m?).

2 2
A telek teriilete: Ty + T, = 200(v3 + 2) m? ~ 746,4 m?,

II. Megoldas:

(- )

N\ J

Az adott szdgek alapjan kiszamolhatd6 ADB4 = ACB4 = 30°. A DAB derékszogli haromszog koré
irhaté kor AB hiirja a D és a C pontokbo6l 30°-0s szogben latszik, ezért C is rajta van a koron. Mivel
a kor atméréje a BD szakasz, ezért Thalész-tétel szerint BCD4 = 90°. Az ABD derékszogl
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haromszog befogéi AB =20 m, AD = 20-+/3 m, atfogéja BD = 40 m, teriilete 200 - /3 m’.
BCD derékszogli haromszog B-nél 1éve hegyesszoge 45°, tehat ez a haromszog egyenld szaru,
befogoi: 20v/2 m, teriilete: 400 m?. A telek teriilete: 200(V/3 + 2) m? = 746,4 m?.

13. Egy kor 2r atmérdje f61é egyenld oldali haromszoget szerkesztiink. Mekkora a haromszog koron
kiviil fekvo részének a teriilete?

I. Megoldas:

-

A haromszog oldalainak a korrel vald metszéspontjaibol az atmérd, Thalész tétele szerint
derékszogben latszik. Az ADO, DEO és EBO haromszogek szabalyosak. A szinezett sikidom
teriiletét megkapjuk, ha az ABC szabalyos haromszog teriiletébdl kivonjuk az ADO és az EBO
szabalyos haromszog teriiletét, valamint a DOE 60°-0s kodzépponti szogi korcikk teriiletét.

2r)%2 /3 r2-\J3 r2g r2-\J3 rig
T=( ) 2 = —T(z 0,3412)

4 4 6 2
II. Megoldas:

Thalész tétele szerint D és E pontokbdl az AB atmérd derékszogben latszik. Mivel az ABC
haromszog szabalyos, ezért a D és E pontok egyben oldalfelezdé pontok, és az ODCE négyszog r
oldalti rombusz. A vizsgalt sikidom teriiletét megkapjuk, ha az ODCE rombusz teriiltébol kivonjuk
a DOE 60°-o0s korcikk teriiletét. A rombusz két szabalyos haromszdggé bonthatd ezért a sikidom
teriilete:

r2-\J3 rig

— s 2y
T = > 6( 0,34r%)
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14. Harom 06nt6z6 berendezés az abran zolddel jelolt kor alaka teriileteket latja el vizzel. Hatarozzuk

4 )

- J

meg a korok kozotti, pirossal jeldlt teriilet nagysagat, ha a korok sugara 12 m, 10 m és 7 m!

Megoldas:

4 )

- J

Két egymast érintd kor kozéppontja és az érintési pont egy egyenesre illeszkedik. Ebbol
kovetkezik, hogy a korok kozéppontjai altal meghatarozott 4BC haromszog oldalai, a = 17 m,
b =19m és ¢ = 22 m hossztak. A pirossal jelolt sikidom teriiletét megkapjuk, ha a haromszog
terliletébdl kivonjuk a harom korcikk teriiletét. A haromszdg teriilete  Héron-képlettel
meghatarozhato.

s =29, T(ABC) =+29-7-12-10 = V24360 ~ 156,08.

A korcikkek teriiletének meghatarozasahoz ki kell szamolni a haromszog szogeit. Ehhez
hasznalhatjuk a koszinusztételt vagy a trigonometrikus teriiletképletet. Ez utobbival dolgozunk
ugy, hogy a két kisebb szdget szamoljuk ki elészor, mert ezek, 1évén hegyesszogek, a képletbol
egyértelmiien megadhatok.

b-c-sina ) 2-T(ABC)

T(ABC) = — = sina = 3 - 0,7468 = a ~ 48,31°,
c-a-sinf ) 2-T(ABC)

T(ABC) = — = sinf = e - 0,8346 = B =~ 56,58°

ésy = 180° —48,31° — 56,58° = 75,11°.
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Ha a korcikkek teriiletét t,, t;,, t. jeloli, akkor

48,317 60,71 t, = 102 56,587 4937, t, =72 75117
360° Ot B T AU R AL te = T a0

A vizsgalt sikidom teriilete (156,08 — 60,71 — 49,37 — 32,12 =) 13,88 m".

ty = 1221 - ~ 32,12.

IV. Ellenorzo feladatok

1. Egy trapéz alapjai 15 cm és 36 cm. Hanyszorosa a trapéz teriilete a kiegészitd haromszog
teriiletének?
2. Egy hegyesszogii haromszog magassagpontja M. Az ABM, MBC, AMC haromszogek stlypontjai
rendre 7, U, V. Hatadrozza meg a TUV és az ABC haromszdgek teriiletének az aranyat!
3. Az ABC haromszog AA,, BB4, CC; sulyvonalainak metszéspontja S.
a) Hanyadrésze az FSC; haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének, ha F az AS szakasz
felezépontja?
b) Hanyadrésze a sulyvonalakbol szerkeszthetd haromszog teriilete az eredeti haromszog
teriiletének?
4. Bizonyitsa be, hogy az abrakon szinessel jelolt teriiletek egyenlék! (A két abran szereplé 4B, AC

¢s CB atmér6ji félkorok egybevagok.)

5. Az ABC haromszog AB oldalat D, BC oldalat E pontban metszi az AC atmér6ji kor. Szamitsa ki a
haromszog teriiletét, ha tudja, hogy CE = 1 egység, BE = 4 egység és AD = 4BD!

6. Hatarozza meg a 10 cm atméréji
a) korbe irt szabalyos tizenotszog teriiletét;
b) kor koré irt szabalyos tizenotszog teriiletét!

7. Egy konvex négyszog oldalai rendre 14 m, 23 m, 18 m, és 15 m. Az els6 két oldal altal bezart szog
63,5°. Szamolja ki a négyszog teriiletét!

8. Egy hegyesszogli haromszodg szogei «a,f,y, teriilete 7. Szamitsa ki annak a haromszognek a
teriiletét, amelynek csiicsai a haromszog magassagainak talppontjai!
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9. Két 6 egység sugart kor ugy metszi egymast, hogy mind a ketté kozéppontja a masik kor keriiletén
van. Hatarozza meg a szinezett sikidom teriiletét!

4 )

- J

10. Az ABC derékszogii haromszogben az 4B atfogd hossza 18 cm, a B cstcsnal levo szog 30°. A

haromszog koré irhatd kornek és a B kozéppontu BC sugart kornek a metszéspontja C és D.
Szamitsa ki a két kor AD, illetve CD rovidebb ive és az AC szakasz altal hatarolt sikidom teriiletét!

Az ellenorzo feladatok megoldasai

1. Egy trapéz alapjai 15 cm és 36 cm. Hanyszorosa a trapéz teriilete a kiegészitd haromszog
teriiletének?

Megoldas:

8

kl‘"l'.l

-

Az ABE és DCE haromszogek hasonlok, mivel szogeik paronként egyenld. A hasonlosag aranya,

megfeleld oldalaik aranyaval egyenlo: i—g = % = 2,4. Teriiletiik aranya a hasonldsadg aranyanak
négyzetével egyenld, ezért ;Egig = 5,76, azaz T(ABE) = 5,76t. A trapéz teriilete: T(ABCD) =

5,76t — t = 4,76t, tehat a trapéz teriilete a kiegészitd haromszog teriiletének 4,76-szorosa.
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2. Egy hegyesszogii haromszog magassagpontja M. Az ABM, MBC, AMC haromszogek stlypontjai
rendre 7, U, V. Hatdrozza meg a TUV és az ABC haromszdgek teriiletének az aranyat!

Megoldas:

4 C )

U a BCM haromszog sulypontja, ezért U az MA, szakasz A;-hez kozelebbi harmadolopontja.
Hasonloképpen V és T pontok az M By, illetve az MC; szakasz B;-hez, illetve a C;-hez kozelebbi

harmadolopontja. Ezért az M kozépponta % aranyl hasonlosag az A;B,C; haromszdget az UVT

haromszogbe viszi at, tehat UVTA~A, B, C,A.. Masrészt A;B;C;A~ABCA, hiszen elébbi oldalai az
ABC héromszég kozépvonalai. Ezekb6l UVTA~ABCA kévetkezik a hasonlésag aranya,

VT = Bl Cl = (UVT)

1
3 BC = —alapjan 1:3. Teriiletiik aranya: T(BC) 9.

E
3. Az ABC haromszog AA4, BB4, CC; sulyvonalainak metszéspontja S.
a) Hanyadrésze az FSC; haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének, ha F az AS szakasz

felezépontja?
b) Hanyadrésze a sulyvonalakbol szerkeszthetd haromszog teriilete az eredeti haromszog
teriiletének?

Megoldas:

(" )

\UJ




a)

b)

A sulyvonal felezi a haromszog teriiletét, mert a két részharomszog egy-egy oldala a felezés
miatt egyenld, az ezekhez tartozdo magassag pedig egybeesik. (Példaul itt AC; = (4B, az
ezekhez tartozo magassag, a C pontnak az AB egyenestdl vald tdvolsaga.) Az AC;S haromszog

teriilete az AC;C haromszog teriiletének harmada, mert C;S = %Cl(] , hiszen S a sulyvonal
csucstol tavolabbi harmadolopontja, illetve a két haromszog kozds oldalegyeneshez tartozo
magassaga azonos. C;F az AC;S haromszog sulyvonala, ezért felezi a haromszog teriiletét.
Tehat:

1 11 111 1

azaz FSC; haromszog teriilete az eredeti haromszog teriiletének tizenketted része.
Megjegyzés: TetszOleges ABC haromszogb6l kiindulva, a fenti leirds szerint kapott FSC;

haromszog oldalai az eredeti haromszog stilyvonalainak egyharmadai. Ebbdl kdvetkezik, hogy
barmely haromszdg sulyvonalaibol szerkeszthetd haromszog.

Az a) megoldas megjegyzésébal kovetkezik, hogy a sulyvonalakbol szerkeszthetd haromszog,
¢s ez az FSC; haromszoghoz hasonlo. A hasonlosdg aranya 3:1. Ezért a sulyvonalakbol
szerkesztett haromszog teriilete az FSC; haromszog teriiletének 9-szerese, az ABC haromszog

.. , 3,
teriiletének , Tésze.

4. Bizonyitsa be, hogy az abrakon szinessel jelolt teriiletek egyenlok! (A két abran szerepld 4B, AC
¢s CB atméroji félkorok egybevagok.)

A®

Megoldas:

Jeloljiik az AC atmérdji kor sugarat x-szel, a CB atmérdji kor sugarat y-nal! A sargaval szinezett

_ (x+y)?m-x*n-y’m

sikidom teriilete: T; = = xym. Thalész tétele szerint ADBA = 90°. Az ADB

2

derékszdgii haromszogre alkalmazzuk a magassagtételt: DC? = 2x - 2y = 4xy. A DC atméréji kor

2
teriilete: T, = (DZ—C) ' =xym. Tehat T = T,.

Az ABC haromszog AB oldalat D, BC oldalat E pontban metszi az AC atmér6jii kor. Szamitsa ki a
haromszog teriiletét, ha tudja, hogy CE = 1 egység, BE = 4 egység és AD = 4BD!

Megoldas:
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A szelOszakaszok tétele szerint, az abra jeloléseit hasznalva, kapjuk: x - 5x = 4 - 5. Innen x = 2.

Thalész tétele szerint AECA = 90°, ezért az AEB haromszog derékszogli, alkalmazhatjuk a
Pitagorasz-tételt: AE? = 102 — 42 = 84, az ABC haromszdg BC oldalhoz tartozé magassiga

2+/21, a haromszog teriilete T = 5221 _ 5v21 teriiletegység.

Megjegyzés:
AE és CD az ABC haromszog magassagvonalai. A 10. kidolgozott feladat megoldasaban igazoltuk,
hogy DBEA~CBAA. A megfelel6 oldalak aranya:
DB BE X 4
—_—=— =
CB BA 5 5x
Hatarozza meg a 10 cm atméréji

a) korbe irt szabalyos tizenotszog teriiletét;
b) kor koré irt szabalyos tizenotszog teriiletét!

Megoldas:
a)
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A 10 cm atmér6ji korbe irt szabalyos tizendtszog 15 egybevago egyenld szarti haromszogre

. , ... 360° . i .
bonthato. Ezek szara 5 cm, szarszoge T 24°. Ezért a sokszog teriilete:

52 - sin 24°
T|= 15-T ~ 76,26 cm?.

b)

N " ° Y
Azr =5 cm sugaru kor koré irt szabdlyos tizenodtszog 15 olyan egybevago egyenl szaru

haromszogre bonthatd, amelyek alaphoz tatozé magassaga 5 cm, szarainak a szoge 24°. A
sokszog oldala a = 10 - tg12°, terllete: T = 15 % ~ 79,71 cm?.

7. Egy konvex négyszog oldalai rendre 14 m, 23 m, 18 m, és 15 m. Az els6 két oldal altal bezart szog
63,5°. Szamolja ki a négyszog teriiletét!

Megoldas:

-
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Az ABCD konvex négyszoget BD atloja két haromszogre bontja. Ezek teriiletének Osszege a
négyszog terlilete. Az ABD haromszdg teriilete:
_a-d-sina 23-14-sin63,5°
= 2 B 2
A BCD haromszog teriiletének meghatarozasahoz elGszor kiszamitjuk a BD 4tlo hosszat a
koszinusztétel alkalmazasaval. e? = 142 + 232 —2-14- 23 - cos 63,5° ~ 437,65; e ~ 20,92 m.

~ 144,08(m?).

Kiszamitjuk a négyszdg y szogét, majd alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet. y-t
megkapjuk, ha felirjuk a BCD haromszog e oldalara a koszinusztételt.
437,65 = 182 + 152 — 2- 18- 15 - cos ¥, ahonnan

_ 111,35 7810°
COSY =—gu5 y = 78,10°.
A BCD haromszog teriilete:
18-15-sin78,10° )
T, = > ~ 132,10(m*).

Igy a négyszog teriilete: 276,18 n’.
Megjegyzés:
e A megoldas soran kihasznaltuk azt a feltételt, hogy a négyszog konvex.

e BCD haromszog teriiletét, az e atlo meghatarozasa utan, a Héron-képlet segitségével is
kiszamithatjuk.

8. Egy hegyesszogli haromszog szogei a,f,y, teriilete 7. Szamitsa ki annak a haromszognek a
teriiletét, amelynek csiicsai a haromszog magassagainak talppontjai!

Megoldas:

(" )

A talpponti haromszog ¢ teriiletét megkapjuk, ha az ABC haromszog teriiletébdl kivonjuk a
csucsoknal 1év6 haromszogek T, T, illetve T, teriiletét.

1
TC=E-CBl-CA1-siny=E-a-cosy-b-cosy-siny=E-a-b-coszy-siny=T-coszy.

Hasonloan a mésik két haromszog teriilete: T, = T - cos? a, T, = T - cos? 3.
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Tehatt = T (1 — cos? @ — cos? B — cos? y).

9. Két 6 egység sugarti kor igy metszi egymast, hogy mind a ketté kozéppontja a masik kor keriiletén
van. Hatarozza meg a szinezett sikidom teriiletét!

4 )

Megoldas:

/

_ Y,

A feltétel szerint ABC és ABD haromszogek szabalyosak, igy a = 120°. A vizsgalt sikidom
teriiletét megkapjuk, ha a 6 egység sugaru kor teriiletébdl kivonjuk a két 120°-o0s korszelet teriiletét.
A DBC korszelet teriilete, a DAC 120°-os korcikk és a DAC egyenl6 szaru haromszog teriiletének a
kiilonbsége. Ennek a haromszognek a teriilete az ABC szabalyos haromszog teriiletével egyenld.
(Ez, a szimmetriat felhasznalva, atdarabolassal igazolhat6.) Tehat a DBC, és a vele egybevagd

DAC korszelet teriilete: 6;—” — 624—\/5 = 121 — 9/3. A keresett teriilet:

T = 62w — 2+ (12 — 9V3) = 127 + 18V3 ~68,88 teriiletegység.
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Megjegyzés: A kérdéses sikidom teriiletét tigy is meg lehet kapni, ha a kor tertiletébdl kivonjuk a
két szabalyos haromszo6g, valamint a 4 darab 60°-os korszelet teriiletét.

10. Az ABC derékszogii haromszogben az AB atfogd hossza 18 cm, a B cstcsnal levd szog 30°. A
haromszog koré irhatd kornek és a B kozéppontu BC sugart kornek a metszéspontja C és D.
Szamitsa ki a két kor AD, illetve CD rovidebb ive és az AC szakasz altal hatarolt sikidom teriiletét!

Megoldas:

p A

A szimmetria miatt a BCD haromszog szabalyos, 0BD# = 30°. A haromszog oldala /3 = 9+/3.

A kozépponti és kertileti szogek tétele alapjan COA4 = AODZ = 60°. A szinezett sikidom teriiletét

megkapjuk, ha az OCA, OBC, OBD haromszogek és az AOD korcikk teriiletének 0Osszegébdl

kivonjuk a CBD 60°-0s korcikk teriiletét. (Az emlitett haromszogek teriilete egyenld, ami
r?-sin60°  r?-sin120°

atdarabolassal vagy az = > azonossaggal igazolhatd.)

2
V3 rim (rV3)'m r2V3  r?’m 2433

=3 — 4 — > 7 3. = —27m = 20,4 2).

T=3 ) + e c 3 2 3 ) 7 0,40 (cm?)
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