I.

20. Integralszamitas

Elméleti osszefoglalo

Az ¢l6z6 fejezetben sokszogek és a kor részeinek teriiletével foglalkoztunk. Ebben a fejezetben olyan
korlatos sikidomok teriiletét is meghatarozzuk, amelyeket egyenes szakaszok és fliggvénygdrbék
zarnak kozre. Az alkalmazott mddszerek alkalmazasi teriilete ennél Iényegesen szélesebb. Erre is
latunk példat: kiszamoljuk forgastestek térfogatat, valamint fizikai problémakat oldunk meg.

Legyen f: [a; b] — R fliggvény folytonos és minden x € [a; b] esetén legyen f(x) > 0.
Keressiik az y = f(x)gorbe, az x tengely, az x = a és az x = b egyenesek altal bezart (korlatos)

sikidom teriiletét.

Osszuk fel az [a; b] intervallumot n részre; az osztopontok: a = xy < X1 < Xp <+ < Xpoq < Xp =
b. Mivel f zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvény, ezért (Weierstass tétele szerint) minden
[x;_1; x;] intervallumban van a fliggvénynek maximuma (M;), illetve minimuma (m;).

Képezziik a beirt téglalapok teriiletosszegét, az ugy nevezett alsé kozelito dsszeget:

n

5, =my () =xq)+my (o, —x; )+t m, (x, —x,)= Zlmi(xi —x;1),
1=

¢s a korulirt téglalapok teriiletosszegét, a felso kozelito osszeget:

n
Sy :Ml(xl —xo)+M2(x2 _x1)+"'+Mn(xn _xn—l):ziMi(xi _xi—l)-
-

Mivel m; < M; minden i-re, ezért s, <S§,. (Az alabbi abrakon az f:R — R; f(x) =%x2,

a =2, b=>5.Az[a;b] intervallumot n = 10, illetve n = 40 egyenld részre osztottuk.)

&
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61 fels6 6sszeg:21.1 61 fels6 6sszeg:19.9
n=10 n=40
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also 0sszeg:17.95 alsé 6sszeg:19.11
2 2
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A sikidomba beirt és koriilirt sokszogek teriiletével kozelitettiik meg a sikidom teriiletét. Ha csak egy
olyan szdm van, amely az Osszes beirt téglalap teriiletosszegénél nagyobb vagy egyenld és az Osszes
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koriilirt téglalap teriiletosszegénél kisebb vagy egyenld, akkor ezt a szamot tekintjilk a sikidom
teriiletének.

A hatarozott integral

A H C R feliilr6] korlatos (nem fires) szamhalmaz legkisebb felsé korlatjat, a szdmhalmaz felso
hataranak, vagy szuprémumanak nevezziik. Bizonyithato, hogy ez 1étezik.

A H S R alulrol korlatos (nem fiires) szamhalmaz legnagyobb also korlatjat, a szamhalmaz also6
hataranak, vagy infimumanak nevezziik. Bizonyithato, hogy ez l1étezik.

(Korlatos fiiggvény felsd, illetve alsé hatara, értékkészletének felsd, illetve also hatara.)

Legyen f az [a ; b] intervallumon értelmezett korlatos fliggvény. Osszuk fel az [a ; b] intervallumot n
(nem feltétleniil egyenld) részre az xg, X1, X3, ..., Xn_1, Xn, pontokkal, ahol a = xy < x; < xp < -+ <
Xn—1 < X, = b. Ehhez a felosztashoz tartozo also kozelité 0sszegnek nevezziik az

8, =my (x = x0 )+ my(x, = x) )+ .+ m,, (x, —x, )= imi(xi — X1 ) Bsszeget, felsé kdzelits
i=1

osszegnek pedig az S, =M1(X1 —x0)+M2(x2 _x1)+"'+Mn(xn _xn—l): f‘,Ml-(xl- _xi—l)
i=1

osszeget, ahol m;, illetve M ; az f fiiggvény also, illetve fels6 hatara az [x;_y; x;] intervallumon.

Nyilvan adott felosztashoz tartozo alsd kozelitd Osszeg nem nagyobb a felsd kozelitd Osszegnél:
Sn < Sy,

Tétel:
Minden korlatos f:[a; b] — R fliggvény esetén barmely alsé kozelité osszeg legfeljebb akkora, mint
barmely fels6 kozelito Gsszeg.

Az [a; b] intervallumon értelmezett korlatos f fiiggvényt integralhatonak nevezziik, ha egyetlen
olyan szam van, amely az f fliggvény egyetlen als6 kozelité dsszegénél sem kisebb és egyetlen felso
kozelito 0sszegénél sem nagyobb.

Ezt a szamot az f fiiggvény [a; b] intervallumon vett (Riemann-féle) hatarozott integraljanak
nevezziik.

b b

Jelolése: [ f(x)dx, illetve [ f.Kiolvasasa: integral a-tol b-ig fix) dx, illetve integral a-tol b-ig f.
a a

Elnevezések: a és b az integral also és felsé hatara.

Tétel:
Az [a ; b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény akkor és csak akkor integralhatd, ha tetszéleges
€ pozitiv szamhoz van az [a ; b] intervallumnak olyan felosztasa, amelyre S,, — s, < €.

Tétel:
Ha az ffiiggvény az [a ; b] intervallumon folytonos, akkor ezen az intervallumon integralhato.

Tétel:
Ha az ffiiggvény az [a ; b] intervallumon monoton, akkor ezen az intervallumon integralhato.



Megjegyzés:

b
Ha az [a ; b] intervallumon értelmezett f fiiggvény folytonos és f(x) = 0, akkor [ f(x)dxaz x

a
tengely [a ; b] intervalluma, az x = a, az x = b egyenesek ¢és az f grafikonja altal kdzrezart korlatos
sikidom teriiletét adja meg.

Ha az [a ; b] intervallumon értelmezett f fliggvény folytonos és f(x) < 0, akkor az x tengely [a ; b]
intervalluma, az x = a, az x = b egyenesek és az f grafikonja altal kdzrezart korlatos sikidom

b
teriilete: — [ f(x)dx.

A hatarozott integral tulajdonsagai:
e Haazffiiggvény az [a ; b] intervallumon integralhato és a < ¢ < b, akkor

fbf(x)dx = ff(x)dx+fbf(x)dx.

e Ha az f fiiggvény az [a; b] intervallumon integralhat6 és c tetszéleges valds szam, akkor cf
fliggvény is integralhato és
b b
fcf(x)dx = cff(x)dx.
a a
e Ha az f é a g fiiggvény az [a;b] intervallumon integralhatd, akkor f+g ¢é f—g
fliggvények is integralhatok és
b b b b b b
f(f+g)(x)dx = ff(x)dx+ fg(x)dx és f(f—g)(x)dx = ff(x)dx—fg(x)dx.
a a a a a a
e Ha az f é a g fuggvény [a;b] intervallumon integralhatdé és f(x) = g(x) az [a;b]
intervallum minden x elemére, akkor
b

fbf(x)dxz fg(x)dx.

a
e Ha az f fliggvény az [a;b] intervallumon integralhatd és az [a; b] intervallum minden x

elemére k < f(x) < K, akkor van olyan m szam, amelyre
b

kSmSKésff(x)dx=m(b—a).

a

a b a
Megéllapodunk abban, hogy [ f(x)dx=0,és | f(x)dx =—] f(x)dx.
a a b

Tudjuk, hogy az [a; b] intervallumon értelmezett f folytonos fliggvény integralhato. Ertelmezheté a
X

kovetkezd fiiggvény: F:[a;b] = R ;F(x) = | f(x)dx . Az F fiiggvényt az f fiiggvény (a ponthoz
a

tartozo) integralfiiggvényének nevezziik.



A differencialszamitas és az integralas kozotti kapcsolatra vilagit ra a kovetkezo tétel.

Tétel:
X
Ha f az [a;b]-n értelmezett folytonos fiiggvény, akkor az F:[a;b] — R; F(x) = [ f(x)dx

a

integralfiiggvény is folytonos az [a ; b]- n, differencialhaté |a; b[- n és derivaltja F'(x) = f(x).

A hatarozatlan integral

Legyen az f fiiggvény az [a; b] intervallumon értelmezve. Ha 1étezik olyan F' fliggvény, amely az
]a; b[ intervallumon differencialhat6 és ]a; b[ minden x elemére F'(x) = f(x), akkor az F fiiggvényt
az f fiiggvény [a ; b] intervallumhoz tartoz6 primitiv fiiggvényének nevezziik.

Tétel:
Ha az f fiiggvény az [a;b]intervallumon folytonos, akkor ezen az intervallumon van primitiv
fliggvénye.

Tétel:
Ha az F fuggvény az f flggvény [a;b] intervallumhoz tartozd primitiv fiiggvénye, akkor az
ffliggvény Osszes primitiv fliggvénye F(x) + C alakq, ahol C tetszdleges valds szam.

Az f fliggvény primitiv fliggvényeinek halmazat f hatarozatlan integraljanak nevezzik és igy
jeloljiik: [ f(x)dx vagy [ f. Tehat ha F'(x) = f(x), akkor [ f(x)dx = F(x) + C.

Tétel (Newton—Leibniz-formula):
Ha az f fliggvény folytonos az [a ; b] intervallumon, és az F fliggvény az f flggvény egyik primitiv
fiiggvénye [a ; b]-n, akkor

b
ff(x)dx = F(b) — F(a).

Néhany tanult fiiggvény hatarozatlan integralja:

o [kdx=kx+C

. fx"dx=tln—:+(] (nez\{-1})

. fx“dx=’;a—:+C(aeR\{—1},xeR+)
. f%dx=ln|x|+(] (x € R\{0})

e [sinxdx=—cosx+C

e [cosxdx=sinx+C

. J

dx=—ctgx+C (x € lkm;(k+ Dn[; ke Z)

sinZ x



dx=tgx+C (x € ]—(Zk?)”;—(%:nn[; ke Z)

. J

o [e¥dx=e*+C

cosZx

o a"dx=a—x+(] (>0, a#1)
Ina

A hatarozatlan integral tulajdonsagai:

e Ha az f fliggvénynek van hatarozatlan integralja valamely [ intervallumon, akkor kf
fliggvénynek is van hatarozatlan integralja /-n (ahol & tetszlleges valds szam), és

[kf(x)dx =k [ f (x)dx.

e Ha fés g fiiggvénynek van hatarozatlan integralja valamely / intervallumon, akkor f + g
fliggvénynek is van hatérozatlan integrélja I-n, és [(f + g)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

o Az Gsszetett fliggvények derivalasi szabalya (,,]lancszabaly”) alapjan:
Ha az [a; b] intervallumon értelmezett f o g fiiggvény folytonos, valamint g fliggvény az
]la; b[ intervallumon derivalhato és az f fliggvény egyik primitiv fiiggvénye az F fliggvény,
azaz F'(x) = f(x), akkor

ff(g(x)) g'()dx =F(g(x)) +C.

o specialisan, ha g(x) = ax + b: [flax +b)dx = @ +C (haa=#0)

n+1
o specialisan, ha f(x) = x" : [g"(x) - g'(x)dx = gn—éx) +C (han=#-1)
e , g2 (x)
o specialisan, ha f(x) = x : fg(x) g (x)dx = ==+
o specialisan, ha f(x) = % X fi(f)) dx = In|g(x)| + C

Alkalmazasok:

Folytonos fiiggvénygorbe alatti teriilet:

Az [a;b] intervallumon folytonos f fliggvény grafikonja, az x tengely, az x =a és az x =b
egyenesesek altal kdzrezart (korlatos) sikidom teriiletét ugy hatarozzuk meg, hogy

o f zérushelyei segitségével az [a ; b] intervallumot részekre bontjuk,

o meghatarozzuk az egyes részintervallumokon a fliggvény hatarozott integraljat,

o majd a kapott integralok abszolut értékét dsszeadjuk.

Forgastestek térfogata:

Legyen f az [a; b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény. Az f fiiggvény grafikonjanak az x
tengely koriili megforgatasaval kapott test térfogata:

b
V= nffz(x)dx.
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II.

Munka

Ha egy pontszerti test, allandé F erd hatasara elmozdul A pontbol B pontba, és az elmozdulas vektora
s= Z—ﬁ, akkor az F er6 W = F-s = |F| - |s| - cos ¢ munkat végez, ahol az eré és az elmozdulas
vektoranak szoge ¢. Ha ¢ = 0°, azaz az er6 és az elmozdulas iranya megegyezik, akkor a munka
W = F - s, ahol F = |F| és a test altal megtett Gt s.

A tovabbiakban azzal az esettel foglalkozunk, amikor a test egyenes vonalii mozgast végez a rahato
er iranyaban. A palya egyenesét feleltessilk meg az x tengelynek. Legyen a testre hatd erd a palya
tetszOleges x pontjaban az F(x) folytonos fliggvény. Ekkor az F er6 altal végzett munka, mig a test az
x = a pontbol az x = b pontba jut:

b
W = fF(x)dx.

Mozg6 tomegpont elmozdulas—ido fiiggvényének meghatarozasa:

Egyenes vonali palyan mozgd pont elmozdulas—id6 fliggvényét s(t), sebesség—idd fliggvényét
v(t), gyorsulas—ido fiiggvényét a(t)-vel jeldljik. Tudjuk, hogy a mozgéasokat leird fliggvények
folytonosak és derivalhatok (értelmezési tartomanyukban): s'(t) = v(t), valamint v'(t) = a(t). Ez
alapjan a v(t) fliggvény egyik primitiv fliggvénye az s(t) fliggvény. A konkrét fliggvény
meghatarozasahoz a sebesség—id6 fiiggvényen kiviil ismerni kell, hogy egy adott idépontban hol van
a tomegpont, példaul adott s(0) értéke. (Hasonldan kaphato meg a sebesség—idd fiiggvény, a
gyorsulas—ido fliggvény és a sebesség egy adott pillanatbeli értékének ismeretében.)

Masként:

Ha a v(t) sebesség—id6 fiiggvény folytonos, akkor a [ty;t,] idGintervallumban a test elmozdulasa:

7
(6) = s(6) = [ v(®,

ty

(A fentiek altalanosithatok nem egyenes vonalii mozgasokra.)

Kidolgozott feladatok

r

1. Szamitsuk ki az f: [0; a] — R; f(x) = x? fiiggvénynek
a) a [0; a] intervallum 4 egyenlé részre osztasaval kapott also és felsd kozelité Gsszegét;

b) a [0; a] intervallum n egyenld részre osztasaval kapott alsé és fels6 kozelitd osszegét;

¢) A b) feladat megoldasat felhasznalva adjuk meg a fliggvénygorbe alatti teriiletet!




Megoldas:
a)

v

a a 3agq
4 2 4

- J

2 2
A beirt téglalapok x tengellyel parhuzamos oldala %, y tengellyel parhuzamos oldalai (%) , (%a) ,

2
(%a) egység hosszuak. Az alsé kozelitd 6sszeg, a beirt téglalapok teriiletének Gsszege:

w5 (6 G () )@ e -G

2
A koriilirt téglalapok x tengellyel parhuzamos oldala %, y tengellyel parhuzamos oldalai (%) ,

2 2
(%a) , (%a) és a? egység hossziak. A felsd kozelitd dsszeg, a koriilirt téglalapok teriiletének

ossegersu =5 () + () + () + () ) = () are ez =
b)
SRS R
X LY
a a .
oy




Az also kozelit6 Osszeg:

e S
Pm-Dn-2n-1 a 1 1
e el ()

A fels6 kozelitd Osszeg:

g((g) e .+(£;)2) @) a2+ 2 4 em)
a (n

n- +1)-2n+1) a3<1+1> <2+1>
“nd 6 6 n n/’

c) Jeloljiik a gorbe alatti teriiletet T-vel! (Az alabbiakbol kdvetkezik, hogy ez 1étezik.) Minden

3
nres, <T <S, és llm(S —sn)—hma——O

—oo N
Ezért tetszdleges ¢ pozitiv szamhoz van a [0 ; a] intervallumnak olyan felosztasa, amelyre

3
a nooz I
Spn—sp<e(n> - egyenlO részre osztas.)

A gorbe alatti teriilet a beirt és koré irt téglalapok teriiletosszegének kozos hatarértéke:

e a® m-1n-@2n-1) i ad (1 1) (2 1) _a3
= e \ 73 6 a6\ 6 n n)| 3

(-t (5 o) o (.(002)-(24) =)

(2. Adjuk meg az alabbi hatarozatlan integralokat! )
3 _ 442 _
a) f(x3—5x+6)dx b)f4\/x5dx c)fx A U 1dx
Vx
d) f(4x —1)?dx e) f V7x + 6 dx 1) f(3x7 + 4x2) - (21x°% + 8x)dx
) fsinx-cosxdx h) fsinSx-siandx f 2% —
< D x? —4x + 6
\_ Y,
Megoldas:

4 2

X X
a) (x3—5x+6)dx=Z—57+6x+C

x3 —4x?> +7x -1
c)f dx

Vx
8 5 2 1 3 11 38 21 5 3 2
= 3 — 4x3 3—x3 =—x3 ——x3+—x3 ——x3
f(x x3 + 7x X )dx 11x 2x + 5x 2x +C

16
d) f(4x—1)2dx=f(16x2—8x+1)dx=?x3—4x2+x+C



4x —1)3
masként f(4x—1)2 dx=(3T)+C’
_64x3—48x2+12x—1+cv_16 e 4 1 L
= 12 =3 -t tx oo

4
I 1 7x + 6)3 3
37
3x7 + 4x?)?
Iy f(3x7+4x2)-(21x6+8x)dx=%+c
2
g°(x)
S +C

Felhasznaltuk, hogy f g(x) - g'(x)dx =

sin?x
2

9) fsinx-cosxdx=fsinx-(sinx)’dx= +C

1 1
masként: fsinx-cosxdx=f5-sin2xdx=—Zc052x+C’.

Megjegyzés: A két megoldas kiilonbozének tiinik. Mivel

sinx ( 1 ) ) sinx N cos?x — sin%x 1
2 08X 2 4 Yy

tehat konstans, mindkét fiiggvény f(x) =sinx-cosx primitiv fliggvénye, igy
barmelyikkel meg lehet adni a hatarozatlan integralt.

2
h) fsinsx-sinZde = 2-fsin6x-cosxdx = ;sin7x+ C

2x — 4
_ 2 _ _ 2 _
l)fx2 P +6dx—ln|x 4x+6|+C=In(x* —4x+6)+C

3. Adjuk meg az f(x) = 7x — 3 fliggvénynek azt a primitiv fliggvényét, amelynek a grafikonja
atmegy a P(2;3) ponton!

Megoldas:
2
f primitiv fiiggvényei F(x) = [(7x —3) dx = % — 3x + C alakuak. A feltétel szerint F(2) = 3,

2
azaz 14 — 6 + C = 3, C = —5. A keresett primitiv fliggvény: F(x) = % —3x — 5.

4. A Newton—Leibniz-formula segitségével szamitsuk ki az alabbi integralokat!

z

a) f(x—2x3)dx b) fx _36 c)fxz—sdx d) fsinxdx
3 ™

—12

4

Megoldas:

a) f(x—2x3)dx—[——2—] [2-8—(4,5—40,5)] = 30.



9 9 9
b [Eo3n [E2OC0, 1 g 1 _
) |~ 12% =) T Tz ) tedx=giotex| =
7 7 7 7
—181+54 (49+42>]—14
2102 2 ST
4 4 4
J‘Zd_zx‘4 P 1 (1)_255 0498
O | =12Z| =|=Z| T sz \52) Terg ¥ 04
1 1 1
3 o e cosa T = —cos™  (—cos(—TY) = _ 1, V2 _vZ-1
d) f_%smxdx—[ cosx]_%— cos - ( cos( 4))— St = ~ 0,207.
2
Legyen f(x) =—%+3%+%x—a,aholapozitiv valds szam és x € R..
Igazolja, hogy
a
ff(x)dx=—a3+a.
0
(Emelt szinti érettségi feladat (els6 része) 2010. majus.)
Megoldas:
a
4x3  3x? 2x 4x*  3x3  2x? ¢ a* a® a*
f——+—+——a= ——t——4——ax| =——+—+——a?-0=
a a a 4a  3a 2a 0 a a a
=—-a*+a*+a—-a*=-a+a.

Hatarozzuk meg az y = 4x — %xz parabola alatti teriiletet az x = 1 és x = 6 hatarok kozott!

Megoldas:

- N

0 2 4 2\ 10 °

N\ J

A fliggvény folytonos, és az [1; 6] intervallumon pozitiv értékeket vesz fel. A gorbe alatti teriilet
meghatarozasahoz a Newton-Leibniz formulat alkalmazzuk:
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3716

6
1 x 1 1 ) ,

T = f <4x — —xz) dx = |2x? ——| =72-36— (2 — —) = 34— =~ 34,17 (teriiletegység).
2 6 1 6 6

1

7. Szamitsuk ki az f(x) = cos x fliggvénygorbe és az x tengely kozotti teriiletet az x; = 0 és az
X, = 2m hatarok kozott!

Megoldas:

Els6 otletként kiszamitjuk a kdvetkezo hatarozott integral értékét:
2m
f cos x dx = [sinx]3" = sin2m —sin0 = 0
0

Biztosan nem 0 a keresett teriilet. Mi az oka annak, hogy 0-t kaptunk? Vazoljuk fel a fliiggvény
grafikonjat!

( )

A fiiggvény grafikonja a vizsgalt intervallumban két helyen is metszi az x tengelyt. % és 3771 kozott

a fliggvény negativ értékeket vesz fel, ezért

3n
2
f cosxdx <O0.
n
2
A keresett teriiletet megkapjuk, ha kiilon-kiilon kiszamitjuk az integral értékét 0 és %, % és 3771,

valamint 3771 ¢s 2m kozott, majd a kapott értékek abszolut értékét Osszeadjuk. A jelen esetben

felhasznalhatjuk a grafikon tengelyes és k6zéppontos szimmetriajat:

T
2
T T
T=4-fcosxdx=4-[sinx]§ =4-(sin§ —sin0)=4.
0

8. Szamitsuk ki az f(x) = %(x —4)-(x+2) (x—1) fiiggvénygorbe és az x tengely kozotti

teriiletet az x; = —3 és az x, = 3 hatarok kozott!
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Megoldas:
Az adott fliggvény folytonos, grafikonja felvazolhato.

4 y )

N - Y

A szorzatalakbdl kiolvashato, hogy a gorbe az x tengelyt a —2, az 1 és a 4 pontokban metszi. A

keresett sikidom teriilete harom sikidom teriiletének Gsszege. Az eldjeleket is figyelembe véve:
-2 1 3
T = ff(x)dx + ff(x)dx + ff(x)dx.
-3 -2 1

A hatarozatlan integral eléallitasahoz megkeressilk a fliggvény polinomalakjat. A szorzas

elvégzése utan kapjuk: f(x) = %x3 - %xz — %x + 2. A sikidomok teriilete:

T, = f Goda| = [ -2 3, _2—|1+2 3—4 (81+27 27 6)|
1= fxx_1644x3_ 16 4 4
_3 -
49
16
1
r,= [ r@a B S S S N D SO PP PR |
2= [ fdx=|Te—Jr-—-+2x , 16 4 4 ~ 16
_2 -
3
T_f Wdx| = x* X3 3x2+ 81 27 27 (1 1 3+2>|_7
3= |) fWdx| = |lqe - -+ 16 4 4 16 4 4 2

A keresett tertilet: T =T, + T, + T3 = % = 11,625 (teriiletegység).
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0.

a) Mekkora teriiletet fognak kézre azy = 2x? — 10x + 16 és az y = 3x2 — 12x + 13 egyenletii
parabolak?

b) Hatérozzuk meg az f(x) = 2x2 — 10x + 10 és a g(x) = 3x2? — 12x + 7 fliggvénygdrbék altal
bezart sikidom teriiletét!

Megoldas:

a) Abrazoljuk a két parabolat egy koordinatarendszerben. Ehhez teljes négyzetté egészitjiik ki a
masodfoku kifejezéseket:

2x% —10x +16 = 2(x? = 5x) + 16 = 2[(x — 2,5)2 — 6,25] + 16 = 2(x — 2,5)? + 3,5;
3x2 —12x+13=3(x2—4x) +13 =3[(x — 2)? — 4] + 13 = 3(x — 2)? + 1.

A két parabola metszi egymast. A metszéspontok els6 koordinatai a

2x% —10x + 16 = 3x%2 — 12x + 13 egyenlet gyokei. Egy oldalra rendeziink, majd megoldjuk a
kapott masodfokil egyenletet. Az x? — 2x — 3 = 0 egyenlet gydkei: —1 és 3. A két gorbe kozotti
teriiletet megkapjuk, ha kiszamitjuk a két gorbe alatti teriilet kiilonbségét a [—1; 3] intervallumon.

(- A )

y
30

254

1

3 3

2 2 2
T, = f(2x2—10x+16)dx=[§x3—5x2+16x =18—45+48—<—§—5—16)=42§

1
-1

3
T, = f(3x2 —12x +13)dx = [x® — 6x* + 13x]3, =27 - 54+ 39 — (-1 - 6 — 13) = 32.
-1

Tehat a keresett teriilet: 10 % tertiletegység.

b) Az el6z6 feladat mintéjara teljes négyzetté kiegészités utan abrazoljuk a fliggvényeket:



2x%2 —10x +10 = 2(x —2,5)> — 2,5 és3x2 — 12x + 7 = 3(x — 2)? — 5.

4 )

Els6 ranézésre az el6z6nél nehezebbnek tlinik a teriilet meghatarozasa, mert a két gérbe metszi az
x tengelyt. Vegyiik észre, hogy a b) feladatban szereplé parabolak az a) feladatbeliekkel
egybevagok, azok (0; —6) vektorral valo eltolasaval kaphatok meg. Ebbdl kovetkezik, hogy az

altaluk bezart sikidomok is egybevagok, teriiletiik egyenld: 10% (teriiletegység).
Megjegyzés:

Ha két fiiggvénygorbe altal kdzrezart sikidom teriiletét kell meghatarozni, el6fordulhat, hogy a
sikidom részben vagy egészben nem az x tengely felett helyezkedik el. Ebben az esetben mindig
van olyan y tengellyel parhuzamos alkalmas vektor, amellyel eltolva a két fiiggvénygorbét, azok a
vizsgalt intervallumban a x tengely folott lesznek. Tegyiik fel, hogy f és g folytonos fiiggvények
grafikonja kozotti sikidom teriiletét kell meghatarozni. A grafikonok kozOs pontjanak elsé
koordinatajat az f(x) = g(x) egyenlet megoldasaval kapjuk meg. Ezutan mar csak a legkisebb és
legnagyobb gyok kozotti intervallumban vizsgaljuk a fliggvényeket. Ismert, hogy =zart
intervallumon folytonos fliggvénynek van minimuma (Weierstrass-tétel), ezért van olyan d szam
amelyre minden x € Dy N Dy esetén f*(x) = f(x) +d = 0¢és g*(x) = g(x) +d = 0 teljesiil. Ha
a gorbék két szomszédos metszéspontjanak elsé koordinataja a, és b, akkor a gorbék e két pont
kozotti teriiletét az alabbi kifejezés adja meg:

b b b b
ff*(x)dx—fg*(x)dx = f(f*(x)—g*(x))dx = f(f(x)—g(x))dx.

e Tehat elészor megoldjuk az f(x) = g(x) egyenletet. Ha az egyenlet gydkei x; < x, <
- < xp, akkor

e a szomszédos gyokok altal megadott n — 1 intervallumon kiszamitjuk a két fiiggvény
kiilonbségének hatarozott integraljat, majd ezek abszolut értékét 6sszeadjuk.
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A fentiek szerint nem kell megvizsgalni sem azt, hogy két metszéspont kdzott melyik fiiggvény
vesz fel nagyobb értéket, sem azt, hogy a grafikonok az x tengelyhez képest hogy helyezkednek el,
azaz nem feltétleniil kell abrazolni a két fliggvényt.

10.

Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = x? + 7 parabola, a parabola 2
abszcisszaju P pontjara illeszkedd érint6 és az y tengely bezar!

Megoldas:

A parabola P pontjanak masodik koordinataja: 11. A P pontbeli érint6é iranytangense az f(x) =
x%2 + 7 fliggvény 2 helyen vett differencialhanyadosa. f'(x) = 2x, f'(2) =4. Az érintd
egyenlete: y — 11 = 4(x — 2), azazy = 4x + 3.

A kérdéses sikidom teriiletét megkapjuk, ha az f fiiggvény [0;2] intervallumon szamitott
hatarozott integraljabol kivonjuk az érintd alatti teriiletet ugyanezen hatarok kozott. Ez utobbi
sikidom olyan derékszogli trapéz, amelynek parhuzamos oldalai 3 és 11 egység, magassaga 2
egység, teriilete 14 teriiletegység. A parabola alatti teriilet x = 0 és x = 2 kozott:

’ 8

2

3
f(x2+7)dx= [x—+7x] =—4 14.
J 3 s 3

A parabola, a (2;11) pontbeli érintdje és az y tengely altal hatarolt sikidom teriilete gz 2,67
teriiletegység.

(

B

6 -4 -2 / 0 2 4 6 8
-2

\_ J

11.

Az x? = 2y egyenletii parabola az x? + y? < 8 egyenletii korlapot két részre vagja. Mekkora a
konvex rész teriilete? Szamolasa soran ne hasznalja a w kozelitod értékét!
(Emelt szinti érettségi 2010. oktober)
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Megoldas:

A parabola tengelye az y tengely, tengelypontja az origd. A kor kdzéppontja az origd, sugara
V8 = 24/2 egység. A két gorbe metszéspontjainak masodik koordinatija az y* +2y —8 =10
egyenlet gyokei (—4 és 2) koziil a pozitiv, a 2. A két metszéspont A(2; 2) és B(—2; 2).

4 )

= %

N ' Y

A parabola és a kor altal meghatarozott sikidomok koziil a pirossal szinezett a konvex. Ennek

teriiletét megkapjuk, ha a 2v/2 sugaru félkor teriiletébdl kivonjuk a parabola alatti teriiletet —2 és 2
hatarok kozott, valamint a szimmetriat felhasznalva, az AA’ hir altal hatarolt kisebbik (kékkel

szinezett) korszelet teriiletét.
2 2

fl 24y 2 fl 24y = o [1 3]2_2 4 8
_22x X = 02x Xx=2:|zx ,"2%373
Az ADC# = 45°, mivel AC = DC = 2, ezért ADA'4 = 90°, a korszelet teriilete:
Sm 4=2m—4
2 =2r — 4.
A két gorbe altal meghatarozott konvex sikidom teriilete:
8t 8

4
~ 3" Qmr —4) =21 + 3~ 7,62 (teriiletegység).

Megjegyzés:
A vizsgalt sikidom teriilete Gigy is megkaphatd, ha az ADB korcikk teriiletéhez hozzaadjuk a
parabola és az y = x egyenesek altal kozrezart parabolaszelet teriiletének kétszeresét. A

parabolaszelet teriilete a [0; 2] intervallumon szamitott parabola alatti teriilet és az ADC
derékszogi haromszog teriiletének kiillonbsége.

-
12.

Egy egyenl6 szaru haromszog szarainak metszéspontja a C(0;7) pont, a szarak hossza V53 egység.

A haromszog masik két csticsa (4 és B) illeszkedik az y = — ixz + 1 egyenletii parabolara.

a) Szamitsa ki az 4 és a B pont koordinatait!
b) Mekkora teriiletli részekre bontja az ABC haromszoget a parabola ive?

(Emelt szinth érettségi feladat (részlet) 2009. oktober)
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Megoldas:

a) A lefelé nyitott parabola szimmetrikus az y tengelyre, tengelypontja a (0;1) pont.

Az egyenld szar(i haromszog alapjanak végpontjai a C csucstol V53 egység tavolsagra

vannak, ezért illeszkednek a C kozéppontu V53 egység sugart korre. A és B pont a kor és a
| ’ x>+ -7)?%=53
parabola metszéspontjai: __ % X241

A miésodik egyenletbdl kifejezziik x?-et és behelyettesitjiik az elsd egyenletbe:
—4y +4+y%?—14y + 49 =53
y?—18y = 0.

A masodfoku egyenlet gyokei: 0 és 18. Ezek koziil csak a 0 jo, mert a parabolanak nincs olyan
pontja, amelynek masodik koordinataja 1-nél nagyobb lenne. A metszéspontok elsd
koordinatai az 0 = —%xz + 1 egyenlet gyokei: —2 és 2. Tehat a haromszdg hianyzo csucsai
A(—=2;0) és B(2;0).

(" )

y

76C
5
o
a
a
o

T T T T 0 T B T T T X

5 4 -3/2\-0\4:_/\ 3 4 5

- J

b) A parabola az x tengelyt az 4 és B pontokban metszi. A parabola és az x tengely altal bezart

sikidom teriilete:

2
ne [(heat)a-[2a] oS —2o(-2e2-0) -8
Ry Rl B TR 1277 T 3 ~3
) -2 0
~ 2,67 (teriiletegység).
A masik sikidom teriiletét megkapjuk, ha ezt a teriiletet a haromszog teriiletébdl kivonjuk.

4-7 8 34 .
L= —3=73 ~ 11,33 (teriiletegység).
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13. Igazoljuk az r sugarti gomb térfogatképletét az integralszamitas segitségével!

Megoldas:

GOombot kapunk, ha egy félkort megforgatunk az atméréje koriil. Helyezziik el a félkort a
koordinata-rendszer I. és II. siknegyedébe ugy, hogy kdzéppontja az origd legyen.

( , )

N J

Az origd kozéppontu r sugart kor egyenletébdl fejezzik ki y-t! (Most y = 0.)

x2+y2=r2=>y=m

A megfelel fiiggvény: f:[-r;r] = R; f(x) = Vr? —x2. A gdbmb térfogata:

r

G=n [ (V=) ax=

-r

r X3 r3 4
= 27Tf(r2 —x¥)dx =2n [rzx ——] =27 <r3 - O) =—7r3m.
] 3 0 3 3

14. Hatarozzuk meg annak a testnek a térfogatit, amelyet az f(x) = 2x% + 4 fiiggvény gorbéje,
valamint az A(—1;6) és a B(3;22) pontokon atmend egyenes altal hatarolt sikidom x tengely
koriili forgatasaval nyertink!

Megoldas:

Behelyettesitéssel megallapithatjuk, hogy a két pont illeszkedik a parabolara. Az adott masodfoku
fiiggvény konvex, ezért az AB szakasz az AB parabolaiv felett van. A forgastest térfogatat
megkapjuk, ha az AB szakasz x tengely koriili megforgatasaval nyert csonkakip térfogatabol
kivonjuk a parabola, az x tengely, valamint az x = —1 és x = 3 egyenesek altal kdzrezart sikidom
megforgatasaval kapott test térfogatat. A csonkakup sugarai 6 és 22 egység, magassaga 4 egység,

ezért térfogata:

4 2608
Ves = 5m(36 + 132 + 484) = ——.

A parabola ivvel hatarolt sikidom x tengely koriili forgatasakor keletkezo forgastest térfogata:
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3 3

X X . X 4x>  16x3
I/;,=7Tf(2x +4) dx=nf(4x +16x% +16)dx = |— +
-1 -1

5

- [972+144+48 ( 4 16 16)}_ (208+3008)_6128
i - 15 ) 15 ©

3
+ 16x]
-1

A keresett térfogat:
13040 6128 6912
e T T = 460,87 (térfogategység) =~ 1447,6(térfogategység).

e )
15. Egy tomegpont egyenes vonali egyenletesen gyorsuld mozgast végez. Gyorsuldsa a = 4522,

kezddésebessége vy = 40 %
a) Irjuk fel a mozgas sebesség-idd fiiggvényét!

b) frjuk fel a mozgis ut-idd fiiggvényét, ha a test t = 6s pillanatban a kezdéponttél 656 m
tavolsagra van! J

Megoldas:
a) A sebességfliggvény a gyorsulasfiiggvény integralja. A Newton—Leibniz-formula szerint:

t

f at) dt = v(t) — v(0).
0
t

v(6) — v(0) = f 4 dt = [4t]t = 4¢.
0

Innen v(t) = v(0) + 4t = 40 + 4t (%)
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b)

t

A megtett ut f v(t) dt = s(t) — s(0), tehat
0

s(t) —s(0) = f(40 + 4t) = [40t + 2t2]5 =40t + 2t%2,  igy s(t) = s(0) + 40t + 2t2.

0
Tudjuk, hogy s(6) = s(0) + 240 + 72, azaz 656 = s(0) + 312, s(0) = 344.
Az Ut-id6 fiiggvény: s(t) = 344 + 40t + 2t%(m).

III. Ajanlott feladatok

1.

Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozatlan integralokat!

x2

3 4,92 .2
d)f ’ [ \/_dx (x € R e) f(Zx + 7)* - 2x%dx 1) fsm x dx

2
) f&%dx (xE]O;ED h) fsin6x-cos 2x dx 0 fsin3x dx

D [egxar GelosnD o [wrar (relol]) o [

o f4x — 5x% + 6x —7 dx (xeRY) b) f(s 3% —3x)dx ) fcos(8—9x)dx

frjuk fel az f: R — R, f(x) = 7x — 8 fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek egyik
zérushelye a —2!

Szamitsuk ki az y = x2 — 5x — 14 parabola és az x tengely kozotti teriiletet az x; = —1 és az
x, = 8 hatarok kozott!

Viélasszuk meg a k szamot ugy, hogy az y = x2 + 3x + 4k és az y = kx? + 3x + 4 egyenletii
parabolak altal kozrefogott sikidom teriilete 16 egység legyen!

Adjuk meg a p? szamot gy, hogy az y = p? —25x2 és az y =

koziil az egyik négyszer akkora teriiletli sikidomot fogjon kozre az x tengellyel, mint a masik!

Szamitsuk ki annak a korlatos, zart sikidomnak a teriiletét, amelyet az f(x) =vx—1, a
g(x) =V2x —2 ésah(x) = x — 1 fuggvények grafikonjai hatarolnak!

Az y = —%xz + x + 12 egyenletli parabola —2 abszcisszaju P pontjahoz tartozoé érintd és az x

tengely két sikidomot fog kdzre. Szamitsuk ki mindkét sikidom tertiletét!

a) Igazoljuk, hogy az f(x)=—-x3+2x?>+26 é a g(x)=—x3+2x%2+7x—2 valés
szamok halmazan értelmezett fliggvények grafikonjara illeszkedik a (4; —6) pont!

b) Hatarozzuk meg azt a 4-nél kisebb p szamot, amelyre az f és a g fliggvény grafikonja,
valamint az x = p egyenes 3,5 egység teriilet(i sikidomot hatarol!
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10.

11.

12.

Mekkora térfogatu forgastest keletkezik, ha az x tengely koriil megforgatjuk az y = sin 2x gorbe,
valamint az x = 0, azx = 7 és az y = 0 egyenesek altal hatarolt sikidomot?

Szamitsuk ki annak a testnek a térfogatat, amely az f:R$ — R, f(x) =+2x fliggvény
grafikonja, az x tengely és a gorbe P(8;4) pontbeli érintdje altal hatarolt zart sikidomnak az x
tengely koriili forgatasakor keletkezik!

Egy pontszer(i test harmonikus rezgémozgast végez, sebességfliggvénye
v(t) = 0,05 - cos (6t + %) (%) A test a megfigyelés kezdetekor a nyugalmi allapoton haladt at,
azaz s(0) = 0 (m). Hatarozzuk meg a kitérés-id6 fiiggvényt!

Egy rugd hossza megfeszitetlen allapotban 30 cm, a rugoéallandé D = 0,5 % Mennyi munkaval

lehet a rugot 35 cm-rél 40 cm-re nygjtani? (A rugalmas eré6 F = —Dx.)

Az ajanlott feladatok megoldasai

1.

Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozatlan integralokat!

Q) f4x — 5x° + 6x — dx (xeR*) b f(S - 3% —x)dx ) fcos(8 — 9x)dx
) si;iii’; poc (efog) o fameccozeac o faeas

D [egxar e oD o [wrar (relol]) b [T
Megoldas:

f4x3—5x2+6x—7
a)

5 -1 -2
%7 dx=f<2x—5+3-x —=-x )dx=

S
=X ZX nxzx.

5 3,
.2x _ 3 - .2x __ 4
b) f(s 3% — x)dx =3 4\/x +C.

1
) f cos(8 — 9x)dx = —gsin(8 —9x) + C.

1 1 1 11 12 23 12
d)f ’x-3/x2-\/§dx=f<x5-x§-xﬁ> dx=fxﬁdx=§-xﬁ+(]=§-12\/x23+(].

1 1 (2x*+7)° 2x3 +7)°
e) f(2x3+7)4-2x2dx=—-f(2x3+7)4-6x2dx=—-¥+(]=¥+(].
3 3 5 15
f.z d _fl—costd _X sin2x+C
f) | sin®xdx = B — x—2 2
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3 cos 2x cos?x — sin’x ) )
9) dx =3 —— dx =3 | (cosx —sinx)dx = 3(sinx + cosx) + C.
sinx + cos x sinx + cos x

) 1 . . cos8x cos4x
h) fsm6x -cos2x dx = Ef(sm8x + sin4x)dx = — & 8

0 fsin3x dx = fsinzx-sinx dx = f(l —cos?x) - sinx dx =

cos3x
=fsinx dx+fcos2x-(—sinx)dx=—cosx+ 3 +C.
')ftz p _fcoszxd _fl—sinzxd . i
j cgixdx = | = dx = sz, 4X = otgx —x .
sinx —sinx cos' x
k)ftgxdx=f dx=—f dx=—f dx = —Incosx + C.
cos x cos x cos x
f 3 sin 2x 3 stinx-cosx _ s (sin2x+10)’d — 3 In(sin?x 4+ 10) 4+ C
D) snzxx 10 sinfx+10 ° " °) Tsin2x 410 X T 2SI '

frjuk fel az f: R — R, f(x) = 7x — 8 fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek egyik
zérushelye a —2!

Megoldas:

Az f fliggvény primitiv fiiggvényét F(x) = [(7x — 8)dx = %xz — 8x + C alakban keressiik. A
feltétel szerint F(—2) = 0. Behelyettesités utdn 14 + 16 + C = 0, tehat C = —30. A keresett
fiiggvény F(x) = Zx? — 8x — 30,

Szamitsuk ki az y = x2 — 5x — 14 parabola és az x tengely kozotti teriiletet az x; = —1 és az
x, = 8 hatarok kozott!

Megoldas:
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El6szor meghatarozzuk a gorbének az x tengellyel vald metszéspontjait. Ehhez megoldjuk az
x? — 5x — 14 = 0 egyenletet. Az egyenlet gydkei: —2 és 7. A [—1; 8] intervallumban a gérbe az
x = 7 pontban metszi az x tengelyt. A keresett teriilet két sikidom teriiletének Osszege:

7 8
T = f(xz—Sx—H)dx +f(x2—5x—14)dx
-1 7

7

f(z 5x — 14) d _[1 ., 5, 14 ]7 343 245 08 ( 1 5+14>_ 352
T X=[3* 7% 1,73 T2 372 R
-1
8
f(z 5x —14) d —[1 3 2.2 14 ]8—512 160 — 112 (343 245 98)—29
X X X = 3x 2x x7— 3 3 > =%
7
_352+29_733_1221(t ileteayséa)
== 6= 6 " G eruletegyseg).

4. Vialasszuk meg a k szamot gy, hogy az y = x? + 3x + 4k és az y = kx? + 3x + 4 egyenletii
parabolak altal kozrefogott sikidom teriilete 16 egység legyen!
Megoldas:
Els6szor meghatarozzuk a két parabola metszéspontjait.
x?2+3x+4k = kx> +3x+4
x>’(1-k)—-41-k)=0
1-k)x*—-4)=0.

Ha k =1, akkor a két parabola egybeesik. A feladat szempontjabol a k # 1 eset érdekes. A
metszéspontok elsé koordinataja —2, illetve 2. Visszahelyettesitéssel megkapjuk a masodik
koordinatakat. A metszéspontok: (—2; 4k — 2),(2;4k + 10). A két parabola altal meghatarozott
sikidom teriilete:

2

3
(1—k)-[%—4x]

2
T= f(xzm ) — 401 — ) dx| =
)

=|(1—k)-<§—8—<—§+8))|=§-Ik—1l.

A feltétel szerint % |k — 1| =16, azaz |k—1| = % Innen k = g, illetve k = —%. (Ezekre

teljesiilnek a feltételek.)

2

2
2;’; egyenleti parabolak

5. Adjuk meg a p? szamot ugy, hogy az y =p? —25x2 ésaz y =1 —

koziil az egyik négyszer akkora teriiletli sikidomot fogjon kdzre az x tengellyel, mint a masik!

Megoldas:

A tort miatt p # 0. Feltehetjiik, hogy p pozitiv. A parabolak x tengellyel valé metszéspontjai a
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2
p? —25x% =0, illetveaz 1 — 215:2( = 0 egyenlet gyokei. A két gdrbe azonos pontokban metszi az

x tengelyt a (—% ; 0), valamint a (g ; 0) pontokban. Kiszamitjuk a parabolak és az x tengely altal

kozrezart sikidom teriiletét. A sikidomok szimmetrikusak az y tengelyre.

p

D
25x3]5 <p3 p3> 4p3
3

5
T1=2f(p2—25x2)dx=2[p2x— =
0

T2=2

r
25x2 25x3]5 p D 4p
( pZ )dx [x 302 |, (5 15) 15

Két eset lehetséges: T; = 4T, esetén, 4p> = 16p (p = 0), p? = 4; T, = 4T, esetén, 4p = 16p3,
amibol p? = - adodik.
Szamitsuk ki annak a korlatos, zart sikidomnak a teriiletét, amelyet az f(x) = Vx — 1,

ag(x) =v2x —2 ésah(x) =x — 1 flggvények grafikonjai hatarolnak!

Megoldas:

Meghatarozzuk a gorbék paronként vett metszéspontjait:

f)=gx): Vx—1=V2Vx—1 & x=1;
fX)=h(x): Vx—-1=x-1e Vx-1(1-Vx-1)=0 © x=1vagyx = 2;
g =h(x):V2x-2=x-1 o Vx—1(V2-Vx-1) =0 & x = 1 vagy x = 3.

Az abra jelolései szerint az ABC sikidom teriiletét keressiik. Ezt megkapjuk, ha ff g(x)dx

hatarozott integral értékébol kivonjuk a DECB trapéz teriiletének és a fl f(x)dx hatarozott
integralnak az dsszegét.

a2

~
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fmdx=ﬁ-[§-m]j =¥w§-o)=§;
fmdx=[§-m]j

2 2
==(1-0)==;
3( ) 3

a trapéz teriilete: % A vizsgalt sikidom teriilete: T = g - % - % = % (teriiletegység).

7. Azy= —%xz + x + 12 egyenletli parabola —2 abszcisszaji P pontjahoz tartozo érintd és az x

tengely két sikidomot fog kdzre. Szamitsuk ki mindkét sikidom tertiletét!

Megoldas:

Az f(x) = —%xz + x + 12 fiiggvény zérushelyei az —%xz + x + 12 = 0 egyenlet gydkei: —4 és
6. P pont masodik koordinataja f(—2) = —% 4 —2+12 = 8. A parabola P pontjahoz tartozd
érinté meredeksége, a fliggvény —2 pontbeli derivaltja. f'(x) = —x+1; f'(-2)=3. A P
pontbeli érintd egyenlete: y — 8 = 3(x + 2); y = 3x + 14. Az érint6 az x tengelyta — 13—4 pontban

metszi.

( o )

N\ J

Az abran pirossal jelolt sikidom teriilete egy derékszogi haromszog és egy parabolikus haromszog
teriiletének a kiilonbsége. A haromszog befogdi —2 — (— 13—4) =§ ¢és 8, terllete % A parabola

alatti teriilet a masodfoku fiiggvény hatarozott integralja a —4 és 2 hatarok kozott:
-2

1 1, 1, 24 32 26
f(——x2+x+12)dx= ——x3+=-x +12x] =—+2—24—<—+8—48)
2 6 4 3 3

2 ER

-4
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32 26
T, = — — — = 2 (terliletegység).
3 3
A kékkel jelolt sikidom teriiletét megkapjuk, ha a parabola és az x tengely altal bezart teriilethez

hozzaadjuk a T teriiletet.
6

1 1, 1, ¢ 32 250
f(——x2+x+12)dx= —=x3+-x? +12x =—36+18+72—<—+8—48)=—.
2 6 2 —4 3 3
~4
_250 6 256

= == iletegység).
2 3 + 3=73 85,33 (teriiletegység)

a) Igazoljuk, hogy az f(x)=—-x3+2x?>+26 é a g(x)=—x3+2x%2+7x—2 valés
szamok halmazan értelmezett fliggvények grafikonjara illeszkedik a (4; —6) pont!

b) Hatarozzuk meg azt a 4-nél kisebb p szamot, amelyre az f és a g fliggvény grafikonja,
valamint az x = p egyenes 3,5 egység teriiletli sikidomot hatarol!

Megoldas:

a) f(4)=—-64+32+26=-6, g(4) =—-64+32+28—-2=—6.

b) Vizsgaljuk meg hogy van-e a két fliggvény gorbéjének mas kdzos pontja! Ehhez megoldjuk az
f(x) = g(x) egyenletet. —x3 + 2x% + 26 = —x3 + 2x? + 7x — 2, ha 26 = 7x — 2. Ebbdl
x = 4. Tehat a két gorbének egyetlen kdzos pontja a (4; —6) pont. Az is megallapithato, hogy
x < 4 esetén f(x) > g(x). igy a sikidom teriilete:

4

f(f(x) —g(x)dx = f(—7x + 28) dx.
P

p

A feltétel szerint:

x? *
[—77 + 28x] = 3,5, azaz
p

2
564112 + 7%— 28p = 3,5

7p% — 56p + 105 = 0,
p? —8p+15=0.
A masodfokl egyenlet két gyoke 3 és 5 koziil a p < 4 feltételnek csak a 3 felel meg, tehat p = 3.

Mekkora térfogatu forgastest keletkezik, ha az x tengely koriil megforgatjuk az y = sin 2x gorbe,
valamint az x = 0, az x = 7, és az y = 0 egyenesek altal hatarolt sikidomot?

Megoldas:
T T
V= f 12 20) dy = fl—cos4xd _n[ sin4x]”_n( 0—0) =
=n| (sin“2x)dx=m > x—zx 2 O—Zn =
0 0

7'[2
=~ (térfogategség).
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10.

11.

12.

Szamitsuk ki annak a testnek a térfogatat, amely az f:R$ — R, f(x) =+2x fliggvény
grafikonja, az x tengely és a gorbe P(8;4) pontbeli érintéje altal hatarolt zart sikidomnak az x
tengely koriili forgatasakor keletkezik!

Megoldas:

( )

El6szor meghatarozzuk az érinté meredekségét. Ez a fliggvény derivaltjanak a 8 helyen vett
1
Vax’
y—4= %(x —8),azazy = %x + 2. Az érint6 az x tengelyt a (—8; 0) pontban metszi. Az érintd

1
helyettesitési értéke. f'(x) = % (2x)72:-2 = m=f'(8) = %. Az érint6 egyenlete:

(—8;0) és (8;4) szakaszanak x tengely koriili forgataskor egy forgaskupot ir le. A forgaskup

2.
4 7;16 = 25% (térfogategység). A parabola

(0;0), (8;4) ivének x tengely koriili forgatasakor keletkezd test térfogata:

sugara 4 egység, magassaga 16 egység, térfogata: V; =

8
V, = nf 2x dx = m[x?]8 = 64m (térfogategység).
0
A vizsgalt test térfogata: Vi, — V, = :ﬁn — %n = %n ~ 67,02 (térfogategység).

Egy pontszer(i test harmonikus rezgémozgast végez, sebességfiiggvénye
v(t) = 0,05 cos (6t + %) (%) A test a megfigyelés kezdetekor a nyugalmi allapoton haladt at,
azaz s(0) = 0 (m). Hatarozzuk meg a kitérés-id6 fiiggvényt!

Megoldas:

s(t) =f0,05 cos (6t+g) =6?ﬁ-sin(6t+g)+ C.

Ide behelyettesitjiik s(0) = 0-t, 0 = j- sin% + C. Ebbél C = —ﬁ, és a kitérés-idé fliggvény:

5 ) T 1
s(t) = ﬁ sin (6t +g) —m (m).

Egy rugod hossza megfeszitetlen allapotban 30 cm, a rugéalland6 D = 0,5 % Mennyi munkaval
lehet a rugot 35 cm-rél 40 cm-re nyujtani? (A rugalmas eré6 F = —Dx.)
Megoldas:

Ha a rug6 hossza 35 cm, akkor az eredeti hosszahoz képestx; = 5 cm-rel, ha 40 cm, akkor
X, = 10 cm-rel nyujtottuk meg. A mértékegységek figyelembe vételével (x; = 0,05 m,x, =
0,1m) a megnyujtas kozben végzett munka:
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0,1

2% 1
W = f 0,5x dx = |— =-—(0,01 —0,0025) = 0,001875.
4 4
0,05 0,05

tehat 1,875 - 10~3] munkaval lehet a rugét 35cm-rdl 40 cm-re nyujtani.

Megjegyzés: A munka az F(x) erbfiiggvény x; =5cm=0,05m, x, =10cm =0,1m
hatarokkal szamolt gorbe alatti teriiletével egyenlo.

IV. Ellenorzo feladatok

1. irjafel az f:R — R, f(x) = 3x% + 4x + 13 fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek
grafikonja illeszkedik a (—3; —20) pontra!

2. Adja meg a kovetkezo fliggvények hatarozatlan integraljat az értelmezési tartomanyukon!

1 23
a) a(x)=5x4—zx‘5+2; x € R\{0} b) b(x) = %}; x € Rt

¢) c(x) = 5cos?x +

= ]O;E[ d) d(x) = 3x-sin(x?); x €R
cos?x 2

3. Szamitsa ki a p valds szamot, ha

14 14

f(sz —x)dx = f(sz —1dx.

0 1

4. Szamitsa ki annak, az abran szinessel jelolt sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = 1 — sinx
. . r s " )
gorbe, valamintaz y = 2 ésaz x = > egyenletli egyenesek hatarolnak!

(" : )

-3m/2 o 2 0 w2 ™
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Mekkora teriiletet vag le az y = x2 — 4 egyenletii parabolabol a (—1; —3) ponton atmend 2
iranytangensli egyenes?

Szamitsa ki azy = x3 ésazy = —2x2 + 15x egyenletii gorbék altal kozrezart sikidom teriiletét!

Hatarozza meg annak a korlatos sikidomnak a teriiletét, amelyet az f(x) = 2vx + 1 fliggvény
grafikonja, az x tengely valamint az y = 2x — 2 egyenes hatarolnak!

Vezesse le az integralszamitas segitségével a (forgas) csonkakup térfogatképletét!

Szamitsa ki annak a forgéstestnek a térfogatat, amelyet azy = %xz egyenletli parabola, a parabola

8 ordinataji pontjaira illeszkedd érint6i és az x tengely altal hatarolt sikrész, x tengely koriili
forgatasakor kapunk!

Az ellenorzé feladatok megoldasai

1.

3.

frja fel az f:R — R, f(x) = 3x% + 4x + 13 fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek
grafikonja illeszkedik a (—3; —20) pontra!

Megoldas:

A fiiggvény primitiv fiiggvényei F(x) = x3 + 2x? + 13x + C alakaak. F(—3) = —20, igy
—27 + 18 — 39 + C = —20. Ebbdl C = 28, a primitiv fiiggvény F(x) = x> + 2x? + 13x + 28.
Adja meg a kovetkezo fliggvények hatarozatlan integraljat az értelmezési tartomanyukon!

x +23x
— =

a) a(x) = 5x* —%x‘s +2; x € R\{0} b) b(x) = ; x €ERY

¢) c(x) = 5cos?x +

; XE ]O;E[ d) d(x) = 3x -sin(x?); x ER

cos?x 2

Megoldas:

1 1
a) f<5x4—5x‘5+2> dx=x5+§x‘4+2x+(]

x +2¥x PR 1 3
b)f(—x4 )dx—f(x + 2x 3>dx——ﬁ——4w+(]

f(s 2x + > )d —Sfmd + 5t +C—5 +§'n2 +5tgx + C
) cos“x oy x = > X gx —Zx 451 X gx

d) f(3x - sin(x?)) dx = %f sin(x?) - 2x dx = —%cos(xz) +C

Szamitsa ki a p valds szamot, ha

P P
f(sz —x)dx = f(sz — 1dx.
0 1
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Megoldas:

P
2x3  x21P 2p3 pz
2 _ = |l— — — = —

f(Zx x)dx 3 2] 3 i
0 - 0
‘ 223 " 2p3 2 2p3 1

2x% —1 =|—— =—— _(__1)=__ —
f (@x" = Ddx = |~ x]l 3 P73 3 P73
| i
Meghatarozandoé az a p valds szam, amelyre
2p3 2 2p3 1
%—%=%—p+§, azaz 3p? — 6p + 2 =0 fennall.

Az egyenlet gyokeip = 1 + g ésp=1- g (Mindkét szamra teljesiil az egyenléség.)

Szamitsa ki annak, az abran szinessel jelolt sikidomnak a teriiletét, amelyet az y = 1 — sinx
. . r s " )
gorbe, valamintaz y = 2 ésaz x = > egyenletli egyenesek hatarolnak!

(" v )

- | J

I. Megoldas:

A sikidom teriiletét megkapjuk, ha a w egység és 2 egység oldalu téglalap teriiletébol kivonjuk a

[— %; %] intervallumon szamitott gorbe alatti teriiletet.

T

2

z i T
T =2 — f(l—sinx)dx=2n—[x+cosx]2n=2n—[—+0—(——+0)] =T.
| -z 2 2

2
Tehat a sikidom teriilete 7 teriiletegység.

II. Megoldas:

A (—%; 0) , (g, 0) , (g, 2) , (—%; 2) csucsu téglalap és a gorbe is kdzéppontosan szimmetrikus a

(0; 1) pontra, ezért a szinessel jelolt sikidom teriilete a téglalap teriiletének a fele, 7 teriiletegység.
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5. Mekkora teriiletet vag le az y = x? — 4 egyenletii parabolabdl a (—1; —3) ponton atmend 2

iranytangensli egyenes?

Megoldas:
Az egyenes egyenlete: y+ 3 = 2(x + 1), azaz y = 2x — 1. Meghatarozzuk az egyenes és a

parabola metszéspontjait:

x> —4=2x—-1
x> —=2x—3=0
x,=-1; x, =3.

A metszéspontok A(—1; —3), B(3;5).

-

_'5 _r5 _'4 _'3

N\

A 9. kidolgozott feladathoz flizott megjegyzést figyelembe véve, a vizsgalt sikidom teriilete:

x3 3
[? — x2 — 3x]
-1

1 32
= |9 -9-9- (—§ -1+ 3)| =5 = 10,67 (teriiletegység).

3 3
T=|[{x?-4—-0Q2x—1D}dx|=] | (x? —2x — 3)dx| =
J J

6. Szamitsakiazy = x3 ésazy = —2x% + 15x egyenletli gorbék altal kozrezart sikidom teriiletét!
Megoldas:
A két gorbe metszéspontjait az x> = —2x2 + 15x egyenlet megoldasaval hatarozzuk meg.

x3+2x2—-15x =0
x(x? +2x—15)=0
x(x+5)x—-3)=0

A metszéspontok elsé koordinatai az egyenlet gydkei: —5,0, 3. (A metszéspontok (—5; —125),
(0;0), és (3;27).)
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N\

A gorbék két sikidomot fognak kozre. Terletik:

T, = fo(x3 + 2x% — 15x)dx| = [£+E_ 15x2]0 =| _<625_250_375)|
kA 4 3 2 5 4 3 2
7 1375
= 114E:T
3 . 3
3 ) 5 IIE 2x3  15x? |81 135 3
T, = f(x + 2x% — 15x)dx| = [Z+T— 5 L = T+18_7_0|_29'25'
0

A két gorbe altal kozrefogott sikidom teriilete: % teriiletegység ~ 143,83 teriiletegység.

7. Hatarozza meg annak a korlatos sikidomnak a teriiletét, amelyet az f(x) = 2vVx + 1 fliggvény
grafikonja, az x tengely valamint az y = 2x — 2 egyenes hatarolnak!
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Megoldas:

4 T )

Az egyenes ¢s a félparabola 4 metszéspontjanak els6 koordinataja a 2vx + 1 = 2x — 2 egyenlet
gyoke. Mivel a baloldal nem vehet fel negativ értéket, ezért x legalabb 1. Négyzetre emelés és
rendezés utan kapjuk:

x+1=x%—-2x+1,

x? —3x =0.
A feltételt figyelembe véve csak x = 3 lehetséges. Az A pont masodik koordinataja 4.
2Vx+1=0< x=—-1; 2x —2 = 0 & x = 1. Tehat az x tengelyt a parabola a —1 pontban, az
egyenes a +1 pontban metszi. Az AB parabolaiv, a BD szakasz, valamint a DA szakasz altal
meghatarozott teriiletet megkapjuk, ha a [—1; 3] intervallumban kiszamitjuk az f fiiggvény
hatarozott integraljat, majd ebbdl kivonjuk a DCA derékszdgi haromszog teriiletét.

3

2-4 2 3 4 32
T=vax+1dx—T=[2-§\/(x+1)3 ] —4:5-(8_0)_4=?_4
-1
-1

A vizsgalt sikidom teriilete ? (= 6,67 ) teriiletegység .

8. Vezesse le az integralszamitas segitségével a (forgas) csonkakup térfogatképletét!
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Megoldas:

Helyezziik el a koordinata-rendszerben az m magassagu r és R alapu derékszogi trapézt az abra
szerint, majd forgassuk meg az x tengely koriil! A trapéz (x tengelyre nem illeszkedd)

4 y )

NS ' J

, , , R-1 R-1
szaregyenesének meredeksége — egyenlete y = Xt

A csonkakup térfogata:
T R—r1 2 T R—1\2 ) R—r1 )
V= f( x+r> dx=nf ( >x+2- ‘rex+re)dx =
m m m
0 0
R—-nm\*x®> R-r " on
- ( >_+ re? +12x| =—=[(R—1)*m+ 3[R —r)rm+ 3r?m] =
m 3 m 0 3
T m
= Em[R2 —2Rr + 124+ 3Rr —3r? + 3r2] = —[R?* + Rr +1?%].

Szamitsa ki annak a forgéstestnek a térfogatat, amelyet azy = %xz egyenletli parabola, a parabola

8 ordinataju pontjaira illeszkedd érint6i és az x tengely altal hatarolt sikrész x tengely koriili
forgatasakor kapunk!

Megoldas:

Az érintési pontok elsé koordinatai az %xz = 8 egyenlet gyokei 4 és —4. A két érintési pont
P(4;8) és P’'(—4;8). Az abra az y tengelyre szimmetrikus, ezért a forgastest térfogata az els6
siknegyedbeli sikidom forgatasaval kapott test térfogatanak kétszerese. A P pontbeli érintd

iranytangense m = f’(4) = 4, (ahol f(x) = %xz). Az érint6 egyenlete: y — 8 = 4(x — 4), azaz
y = 4x — 8. Az érint6 az x tengelyt a (2;0) pontban metszi.
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A forgastest térfogatat megkapjuk, ha a [0;4] intervallumhoz tartozoé parabolaiv alatti APC sikidom
x tengely koriili forgatasakor keletkezo test térfogatabol kivonjuk a BCP derékszogli haromszog
megforgatasakor keletkezo forgaskup térfogatat.

2

4 4
. f(l 2) T f agy T[] _m 1024 256
R A e T A T

_64m-2 128
k= 3 = 3 TT.
A két érint6, az x tengely és a P'AP parabolaiv altal kozrezart sikidom forgatasaval keletkezd test
térfogata:

256
V= 2(Vp — V) = =" (= 53,62) térfogategység.
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