21. Térgeometria

I. Elméleti osszefoglalo

Térelemek:

A pont, az egyenes ¢s a sik fogalmat nem definialjuk, alapfogalomnak tekintjiik.

Térelemek kolcsonos helyzete

Két egyenes metsz0, ha egy k6zos pontjuk van.

Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nincs kdzos pontjuk.

Két egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban.

Egy egyenes illeszkedik egy sikra, ha minden pontja a sikon van.

Egy egyenes metsz egy sikot, ha egy kdzos pontjuk van.

Egy egyenes parhuzamos a sikkal, ha nincs kdzds pontjuk.

Két sik metszi egymast, ha a két siknak van kozos pontja. Ekkor a kdzos pontok egy
egyenesre, a két sik metszésvonalara illeszkednek.

Két sik parhuzamos, ha nincs kézo6s pontjuk.

Sikra merdleges egyenes tétele:

Ha egy egyenes merdleges egy sik két nem parhuzamos egyenesére, akkor merdleges a sik minden

egyenesére.

Térelemek hajlasszoge

Két metsz6 egyenes hajlasszoge a két egyenes altal meghatarozott két-két egyenl6 szog koziil
a nem nagyobbik. Két parhuzamos egyenes szoge 0°.

Két kitér6 egyenes szogét a tér egy tetszOleges pontjan at az egyenesekkel huzott
parhuzamosok szogével hatarozzuk meg.

Egy egyenes merdleges egy sikra, ha mer6leges a sik minden egyenesére. A sikra meroleges
egyenes tétele alapjan elegend6 belatni, hogy az egyenes a sik két nem parhuzamos
egyenesére merdleges.

Ha egy egyenes metsz egy sikot, de nem merdleges ra, akkor az egyenest a sikra merélegesen
vetitve egy egyenest kapunk. Az egyenes és a sik hajlasszoge az egyenesnek a merdleges
vetiiletével alkotott szdge.
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e Ha egy egyenes parhuzamos egy sikkal, akkor az egyenes és a sik szoge 0°.

o K¢t metsz6 sik hajlasszogének meghatarozasa: A két sik metszésvonalanak egy tetszdleges
pontjaban merdlegest allitunk a metszésvonalra mindkét sikban. Ennek a két egyenesnek a
sz0gét nevezziik a két sik szogének.
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e Parhuzamos sikok szoge 0°.

Térelemek tavolsaga

o K¢t pont tavolsaga a pontokat 6sszekotd szakasz hossza.

e Pont és egyenes tavolsaga a pontbol az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza.

e Pont ¢és sik tavolsaga a pontbol a sikra allitott merdleges szakasz hossza.

o K¢t parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes egyik pontjanak a masik egyenest6l mért
tavolsaga.

e Parhuzamos egyenes és sik tdvolsdga az egyenes egyik pontjanak a siktol mért tavolsaga.

e Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egyik pontjanak a masik siktol mért tavolsaga.

o Két kitérd egyeneshez egyértelmiien 1étezik két parhuzamos sik, amelyekre az egyik illetve a
masik egyenes illeszkedik. A két kitéré egyenes tavolsaga ennek a két parhuzamos siknak a
tavolsagaval egyenld. Megmutathatd, hogy van olyan szakasz, amely Osszekoti a két kitérd
egyenest és mindkettore merdleges. Ezt a két Kkitéré egyenes normaltranszverzalisainak
nevezziik, ennek a hossza egyenlo a két egyenes tavolsagaval.




Harom egymasra meroleges egyenes tétele

Ha egy P pontbdl merdlegest allitunk a P pontot nem tartalmazo S sikra és a sik egy e egyenesére,
akkor a két talppontot 6sszek6té egyenes merdleges az e egyenesre.

Sikidomok vetiiletének teriilete

Az S sikban 1évO sokszoget mer6legesen vetitjiik az S; sikra. Ha a két sik altal bezart szog a, a
sokszog teriilete T , akkor a vetiilet teriilete T' = T - cos a.

Nevezetes ponthalmazok a térben:

e Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek egy adott ponttdl adott tavolsagra vannak
egy gombfeliilet.

e Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek egy adott egyenestdl adott tavolsagra
vannak egy hengerfeliilet.

o K¢t adott ponttol egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a térben a szakasz felezémerdleges
sikja.

Euler-féle poliédertétel

Ha egy konvex poliéder cstcsainak a szamat c-vel, éleinek a szamat e-vel, lapjainak a szdmat [-lel
jeloljiik, akkor

c+l=e+2.
(Ez az Osszefliggés a poliéderek tagabb korére, az egyszeri poliéderekre is igaz. Egy poliédert
egyszeriinek neveziink, ha ,,gombbé fajhato fel.”)

Szabalyos poliéderek
Szabalyos poliédereknek nevezziik azokat a konvex poliédereket, amelyeknek élei egyenlok, élszogei

egyenldk és lapszdgei is egyenlok.

A definiciobol kdvetkezik, hogy a szabalyos poliéderek lapjai szabalyos sokszdgek. Otféle szabalyos
poliéder létezik: a szabalyos tetraéder, a kocka, az oktaéder, a dodekaéder és az ikozaéder.




Térbeli Pitagorasz-tétel

Ha egy téglatest egymasra paronként merdleges éleinek a hossza a, b, ¢ , akkor az e testatlé hosszara
teljesiil:
e? =a%+b?+ 2
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Testek felszine, térfogata

A felszint A-val, a térfogatot VV-vel jeloljiik.

e kocka
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egyenes hasab

Az alaplap teriilete T,
az alaplap kertilete k,
a magassag m.

A=2T +km

V=Tm

ferde hasab

Az alaplap teriilete T,

a magassag m,

az oldallapok teriiletének
Osszege, a palast P.

A=2T+P
V=Tm
gula
Az alaplap teriilete T,

a magassag m,
az oldallapok teriiletének
Osszege, a palast P.

A=T+P
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csonkagila 4

Az alaplap teriilete T,
a fedodlap teriilete ¢,
a magassag m,

az oldallapok teriiletének
Osszege, a palast P.

A=T+t+P

V_m(T+\/ﬁ+t)
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egyenes korhenger e

Az alapkor sugara 1,
a magassag m.

A=2nmr(r+m) | | odes —

.
egyenes kup 4
Az alapkor sugara 1,
a magassag m,
az alkot6 a.
A=mnr(r+a)
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az alkotd a, a magassag m.

Az alapkor sugara R,
a fed6lap sugara r, ﬁv a

A=n[R?+1%+a(R +71)]

mm
V=T(R2+RT‘+T‘2)




e gomb

Sugér: r.
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A térbeli geometriai transzformaciokkal a 11. témakorben foglalkozunk. Ebben a témakdrben
az egybevagosag €s a hasonlosag fogalmat, tulajdonsagait hasznaljuk fel:

Két alakzat egybevago, ha van olyan egybevagdsagi transzformacid, amely egyiket a masikba viszi.
Egybevago alakzatok megfeleld szakaszai, szogei egyenlok.

Két alakzat hasonlé, ha van olyan hasonlosagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi.
Hasonl6 alakzatok megfeleld szogei egyenldk és a megfeleld szakaszok ardnya egyenlo.

Tétel:

e Hasonlo testek felszinének aranya egyenld a hasonldsag aranyanak a négyzetével.
e Hasonlo testek térfogatanak aranya egyenld a hasonlosag aranyanak a kobével.



II.

Kidolgozott feladatok

Hany részre osztja a teret a kocka lapjainak hat sikja?

Megoldas:

A kocka belsejében van 1 térrész. A kocka minden lapjahoz csatlakozik egy tartomany, ilyenbdl 6
darab van. Az élekhez csatlakozo tartomanyok szama 12, a cstcsoknal pedig 8 darab térrész
szamolhatd meg. Tehat 6sszesen 27 részre osztjak a teret a kocka lapsikjai.

Egy konvex testet 8 haromszog és 6 nyolcszog hatarol. Hany éle és hany csticsa van ennek a
testnek?

Megoldas:

A 8 haromszognek és a 6 nyolcszognek dsszesen 8 -3 + 6 - 8 = 72 ¢éle van. Minden ¢élt két lapnal
vettiink szamitasba, ezért az élek szama ennek fele, 36. Alkalmazhatjuk az Euler-féle poliédertételt
(c+l=e+2):

l=14;e=36 = c=24.
Tehat a testnek 24 csticsa van. Ilyen test valoban 1étezik, ha példaul egy kocka csiicsainal levagunk
egy-egy kis tetraédert, akkor egy ilyen poliédert kapunk.
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3. Hatarozzuk meg az a ¢€li kocka csucsainak a kocka egyik testatlojatol valé tavolsagat!

Megoldas:

( N
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A B és H csucsok rajta vannak a BH testatlon, ezért ezeknek a pontoknak az atlotol mért tavolsaga
0. Az A pontot és a BH atlot befoglaljuk az ABH haromszogbe. Az A pont és a testatld tavolsaga a
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testatlora merdleges AT szakasz hossza. AB merdleges az ADHE oldalra, ezért mer6leges az oldal
sikjanak minden egyenesére, ezért BAH4 = 90°. Az ABH derékszogli haromszog teriiletét kétféle

modon felirva ki tudjuk szamitani az AT szakasz hosszat. Az a oldalt kocka lapatloja AH = av/'2, a
testatloja BH = a+/3.
a-av2 AT-aV3 AT_a\/i_a\/g

=

2 2 V3 3

A kocka tobbi cstcsa ezzel egybevagd haromszogbe foglalhatd be, ezért azok is ilyen tavolsagra
vannak a testatlotol.

T(ABH) =

Huzzuk meg egy téglatest egyik testatlojat. A testatlo az élekkel a, [,y szogeket zar be.
Bizonyitsuk be, hogy cos? a + cos? B + cos? y = 1!

Megoldas:
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Az a,B,y szogeket az abra szerint derékszogli haromszogekbe tudjuk foglalni és a szogfligg-

vényeket a megfeleld oldalakkal kifejezziik:
a2 (b\*  en2
2 2 2., - (= Z e
cos“ a + cos” f§ +cos“y = (e) +<e> +(e) .
Az igy kapott kifejezést atalakitjuk és felhasznaljuk a térbeli Pitagorasz-tételt
a2 (b\* e\ a?+bE 4 e?
@ +Q) +Q) =—%—=a=

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Az a egyenes az S sikkal 30°-os szoget zar be. Hizzunk az S sikban az a egyenes talppontjan (az
a egyenes ¢s az S sik metszéspontjan) at az a egyenes merdleges vetiiletével 60°-os szoget bezaro
b egyenest. Hatarozzuk meg az a és b egyenesek szogét!

Megoldas:

Az a egyenes az S sikot a T pontban metszi. Az a egyenesen felvesziink egy A pontot és
merdlegesen vetitjiikk az S sikra, a merdleges talppontja A;. Az A pontbol merdlegest bocsatunk a b
egyenesre, a merdleges talppontja a B pont. A harom merdleges egyenes tétele alapjan A;B
merdleges b-re. A feladat szerint @« = 30°, 8 = 60°. Szogfiiggvények hasznalataval:




S
~ J
TA; = AT - cos 30° = T-?
BT =TA - cos 60° =AT-§-%
cos(ATB%) = % = ? % = ? = ATB4 = 64,34°,

igy az a és b egyenesek szoge 64,34°.

6. Bizonyitsuk be, hogy egy szabalyos tetraéder éleinek felezGpontjai egy szabalyos oktaéder
csucspontjai!

Megoldas:

B
\ .
Az ABD haromszogben az EH szakasz kdzépvonal, ezért hossza a tetraéder élének felével egyenld.
Ugyanez belathat6 a keletkezett test minden élérdl. Igy egy olyan test keletkezett, amelyet 8 darab

szabalyos haromszog hatarol, egy csucsban négy ilyen haromszog csatlakozik. Ez a test valoban
szabalyos oktaéder.

Megjegyzés: Megmutathatd, hogy a szabalyos oktaéder éleinek felez6pontjai kockat alkotnak.

10




7. Egy szabalyos haromszog alapu hasab alapéle 12 cm. A palast teriilete az alaplap teriiletének az
Otszorose. Mekkora a hasab felszine és térfogata?

Megoldas:
4 ] )
D E
C
A a B
\. J

Az alaplap egy 12 cm oldali szabalyos haromszdg, ezért a

2
teriilete T = # =36vV3 (cm?). A palast harom

téglalapbol all, igy a teriilete P =3-12-m =36-m. A
feladat szerint:

36-V3:5=36-m = m=5V3cm.
Ezekkel az adatokkal:
A=2-36V3+36-5V3 =192V3 (cm?),
V =36-V3-5V3 =540 (cm?).

8. Egy egyenes haromoldalt hasab alapélei a = 3 cm,b = 4 cm, ¢ = 5 cm. A hasabot Ggy metssziik
el egy sikkal, hogy a metszet egyenlé oldali haromszog legyen. Mekkora ennek a szabalyos

haromszognek az oldala?

Megoldas:
4 . ™)
D E
Q
xr q x
C
b a
P
xr
P
A B
. ‘ v,

A metszet egyik csucsa legyen a hasab A cstlicsa, a masik
két csucs B-t6l p, C-t6l q tavolsagra van. A szabalyos
haromszog ismeretlen oldalat x-szel jeldljiik. A Pitagorasz-
tétel alapjan:

x? = c? +p? (D
x? = b? + g2 2
x*=a*+(qg-p)? (3

Ebben az egyenletrendszerben x, p és q az ismeretlen.

A (3) egyenletet atrendezziik, (1)-et és (2)-t felhasznaljuk:

x2=a’+q*>—-2pq+p?=a®+x?>—-b%—-2pq+x?— c?

2pq = x*>+a? — b? — c?

4p2q? = 4(x® — c®)(x? — b?) = (x%+a® — b% — c?)?

Behelyettesitjiik a, b, ¢ értékét és rendezziik az egyenletet:

3x* — 100x2 + 576 = 0.

Az x?-ben masodfoku egyenletet megoldva:

x? = 25,93 vagy 7,41.
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Az x legalabb 5, ezért x = /25,93=5,09 (cm).

9. Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder éleit merdlegesen felezo sikok egy ponton mennek at, és ez a pont
a tetraéder koré irhatdo gomb kdzéppontja!

Megoldas:

-

. J

Az AB élt merdlegesen felezi az S; sik, a BC élt az S, sik. AB és BC nem parhuzamos, ezért S; és

S, sem parhuzamos, tehat metszik egymast. A két sik metszésvonala az m egyenes. Az S; sik
minden pontja egyenld tavol van az A és B ponttdl, az S, sik minden pontja pedig a B és C ponttol
van egyenld tavol. Ezért az m egyenes minden pontja az A, B,C pontoktdl egyenld tavol van.
Legyen az S5 sik a CD szakaszfelez6 merdleges sikja. Az m egyenes merdleges az ABC sikra, de
S3 nem, ezért az S3 sik metszi az m egyenest. A kdzos pontot jeloljiik O-val. OC = OD, mert O az
S5 sik egy pontja, 0A = OB = OC, mert O rajta van az m egyenesen. Ezért az O pont egyenld tavol
van a tetraéder mindegyik csucsatol. Ebbol kovetkezik, hogy minden él felezé6 merdleges sikja
tartalmazza ezt a pontot, tehat ezek a sikok egy ponton mennek at. Az O kézéppont, OA sugar
gomb atmegy a tobbi csucson is, igy O a koriilirt gomb koézéppontja.

10. Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos tetraéder valamely bels6 pontjanak az oldalaktol mért tavolsagait
Osszegezve a test magassagaval egyenlo értéket kapunk!

Megoldas:

Legyen T a tetraéder egy lapjanak teriilete, m a tetraéder magassaga. Jeldlje az adott P bels6 pont
tavolsagat a tetraéder négy oldallapjatol: x, y, z, v. Ha a P pontot 0sszekotjiik a tetraéder csticsaival,
akkor az eredeti tetraédert 4 kisebb tetraéderre bontjuk. Ezek térfogatanak Osszege a szabalyos
tetraéder térfogataval egyenlo:
Tm_Tx+Ty+Tz+Tv
3 3 3 3 3
Ebbdl megkapjuk a feladat allitasat: m = x +y + z + v.
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11. Az ABCDE szabalyos négyoldalu gtla alapja az ABCD négyzet. A gula alapéle 28 egység hosszu.
Legyen F a CE oldalélnek, G pedig a DE oldalélnek a felez6pontja. Az ABFG négyszog teriilete
504 teriiletegység. Milyen hosszl a gula oldaléle?

(Emelt szinti érettségi vizsga, 2008. oktober)

Megoldas:

4 )

\ J

A DCE haromszogben GF kozépvonal, tehat GF = 14 és GF parhuzamos DC-vel, igy AB-vel is.
Ezek alapjan az ABFG négyszog trapéz, a két alap AB és GF, a magassag pedig az abra szerinti FT
szakasz. A trapéz teriiletét kifejezve:

28+ 14
504 = > ‘FT = FT =24.

ABFG szimmetrikus trapéz, ezért BT = 7. Pitagorasz-tétel segitségével kiszamitjuk BF hosszat:
BF? =24 +7? = BF =25.

4 )
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A BCE haromszog egyenld szara, ezért az M pont a BCszakasz C-hez kozelebbi negyedel6 pontja.

fgy BM = 21 és MC = 7. Két Pitagorasz-tétel alapjan:
N2
x2 =252 =217 & (5) =x%+72 =257~ 212 477 = 233
a
5= 233~ 15,26 = a=2-v233 = 30,52.

A gula oldaléle 30,52 egység hosszu.
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12. Szabalyos csonkagula alaplapjai a és b oldalu négyzetek. A négy oldallap teriiletének Gsszege
megegyezik a két alaplap teriiletének osszegével. Szamitsuk ki a csonkagila magassagat!

Megoldas:

H G

! :
[ b
of

e ]

L

a B
\ J
A feladat feltételei szerint:
a+b)m
aZ+b2=4- g
2
tehat
3 a® + b?
Mo = 2(a+b)’

Az abra szerint vesszik a BC,FG,EH,AD élek felezopontjat. Ezek a pontok egy szimmetrikus

trapézt hataroznak meg, amelyben az RM szakasz egyben a csonkagiila magassaga is.
a—b>b

Pitagorasz tétele alapjan

2 2 _ MQ2 <az+b2>2 (a—b)z
m® =mgy” — = - ,

2(a +b) 2
, (@+b)*—((a+b)a—b)"  4a%b? _ a?b?
me= 4(a + b)? “4(@+b)? (a+b)?’
Igy
_ ab
m_a+b'

13. Egy 20 cm és 30 cm oldalu téglalapot kétféleképpen csavarhatunk hengerré. Hogyan aranylik
egymashoz ennek a két hengernek a térfogata?

Megoldas:

Ha a téglalap oldalai a és b és az a oldalt tekerjiik 0ssze, akkor az a oldal a henger alapkorének a

keriilete lesz, ezért az alapkdr sugara r = i, a magassaga b. Ezekkel az adatokkal a henger

2 2
térfogata V; = (i) m+b. Ha a b oldalt tekerjiikk Ossze, akkor a térfogat V, = (i) Tra. A

térfogatok aranya:

Vi, _a’b
V2 - bza

a 2
b3
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14. Mekkora a forgaskup kiteritett palastjanak a szoge, ha az alkotdja 13 cm, magassaga 12 cm?

Megoldas:

-

y

. J

Pitagorasz-tétel segitségével kiszamitjuk az alaplap sugarat:
r=+a?—-m? =v169 — 144 = 5.

A kiteritett palast olyan korcikk, amelynek a hatarolo korive a kup alapkorének keriilete, ezért:

T 5
-2ar > Q= 7 360° = 'R 360° =~ 138,46°.

A kiteritett palast nyilasszoge 138,46°.

15. Egy vizszintesen fekvo forgashenger alaku tartaly atmérdje és magassaga is 1 m. A tartdlyban
15 cm magasan all a viz. Milyen magasan lesz a hengerben a viz, ha a tartalyt felallitjuk?

Megoldas:
4 )

e

NS

100 cm

- J

A viz egy olyan hengerszeri testet alkot, amelynek az alapteriilete egy korszelet. Az abra szerinti ¢
szoget szogfliggvénnyel szamoljuk ki:

35
cos @ = 0= 0,7 = ¢ =4557°
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Az ACB 1iv altal hatarolt korszelet teriilete:

2¢ 502 - sin 2¢

T = . 20 _
360° 50°m

= 738,61 (cm?).

A viz térfogata:
V=T-m=738,61-100 = 73861(cm?)

Ha felallitjuk a tartalyt, akkor a viz egy olyan hengert alkot, amelynek alaplapja az 1m atmérdjii
korlap. Ennek a hengernek a magassaga:

v 73861
r2m 5021

A felallitott tartalyban 9,4 cm magas lesz a viz.

=940 (cm)

16. Mekkora a gomb térfogata, ha a gombbe irhatdé egy olyan egyenes korkup, amelynek az alkotoja
25 cm és alapkorének sugara 15 cm?

Megoldas:

4 o )

15 em R
B
A v

Az abran a kup tengelyére illesztett sikmetszet lathatd. A kap magassagat Pitagorasz-tétel

segitségével meghatarozva CF = 20 cm. A gdmb sugarat R-rel jeldlve az AFO derékszogi
haromszog oldalai: AO = R, OF = 20 — R, AF = 15. Pitagorasz tétele alapjan:

R? = (20 — R)? + 152
R? =400 —40R + R* + 225 = R =15,625cm.
A gomb térfogata:

AR31T
V= 3 15979 cm3.

16




III. Ajanlott feladatok

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Adott a térben 10 egyenes és rajtuk kiviil 7 pont. Legfeljebb hany olyan sik van, amely pontosan
egy adott egyenest és egy adott pontot tartalmaz?

Adott két metszé sik és egy rajuk nem illeszkedd pont. Allitsunk a pontbdl a sikokra merdleges
egyeneseket. Bizonyitsuk be, hogy a merdlegesek talppontjait 6sszekotd egyenes merdleges a két
sik metszésvonalara!

Egy téglatest egyik csticsabdl induld harom élének Osszege 42 cm, testatloja 27 cm. Hatarozzuk
meg a téglatest felszinét!

Mekkora a téglatest egy élének és egy hozza képest kitérd testatldjanak a tavolsaga, ha a téglatest
éleinek hossza 12 cm, 8 cm, 5 cm!

Egy paralelepipedon oldalai egybevagd rombuszok. A rombuszok oldalai 12 cm hossziak és
szogilik 60°. Szamitsuk ki a paralelepipedon felszinét és térfogatat!

Egy gulanak az alaplapja szabalyos haromszog, oldallapjai egyenld szaru, egybevago
haromszogek, amelyeknek a teriilete az alaplap teriiletének a %- szorosa. Mekkora az

oldallapoknak az alaplappal bezart szoge?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder lapjai egybevagok, akkor a stlypontja és a koré irt gomb
kdzéppontja egybeesik!
(OKTV 1967. 2.fordulo)

Legyen egy tetraéderbe irt gomb sugara r, a tetraéder magassagai m4, m,, ms, my. Bizonyitsuk be,
1 1 1 1 1
fm =
hogy " m1+m2+m3+m4.
Egy 15 cm magas négyzet alapt csonkagula alaplapjanak éle 25 cm. Az oldallapok 70°-os szdget
zarnak be az alaplappal. Hatarozzuk meg a felszinét és a térfogatat!

Egy egyenes korhenger felszine 32000 cm’, az alaplap sugaranak és a magassignak az aranya
5:12. Mekkora a henger térfogata?

Kocka alaki hazunkra olyan, két egyenldszarti haromszogbol és két szimmetrikus trapézbol allo
haztetot készitliink, melynek élei egyenldek, és barmely két szomszédos lapja ugyanakkora szoget
zar be egymassal. Hanyszorosa a haztet éle a kocka élének?

(KOMAL 2010/3.szam; B.4261)

Egy egyenes korkup Kkiteritett palastjanak a teriilete t. A Kkiteritett palast kdzépponti szoge 120°.
Mekkora a kup térfogata?

Egy gomb két parhuzamos, egymastol 6 cm tavolsagra 1év6 metszésikja a gombot 20 cm, illetve
25 c¢m sugart korokben metszi. Mekkora a gomb sugara?

Egymast kiviilrél érinté két gomb sugara 5 cm és 8 cm. Vegyiink egy kipot, amely mindkét
gombot érinti. Mekkora a kip palastjanak az a része, amelyik a két érintkez6 kor kozott van?

Egy tetraéder egy cstcsabdl kiinduld a, b, c élei paronként merdlegesek egymasra. Hatarozzuk
meg a korilirt és a beirt gomb sugarat!
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Az ajanlott feladatok megoldasai

1.

Adott a térben 10 egyenes és rajtuk kiviil 7 pont. Legfeljebb hany olyan sik van, amely pontosan
egy adott egyenest és egy adott pontot tartalmaz?

Megoldas:

Az egyenesek koziil egyet 10-féle mddon, a pontok koziil egyet 7-féle modon valaszthatunk ki. Ez
10-7 = 70 valasztasi lehet6ség. Egy egyenesre és egy ra nem illeszkedd pontra egy sik
illeszkedik. Ha ezek k6zott van azonos sik, akkor ennél kevesebb sikot kapunk.

Adott két metsz6 sik és egy rajuk nem illeszkedd pont. Allitsunk a pontbol a sikokra merdleges
egyeneseket. Bizonyitsuk be, hogy a merdlegesek talppontjait 6sszekotd egyenes merdleges a két
sik metszésvonalara!

Megoldas:

(&

. /

Az S; és S, sik metszésvonala az e egyenes. A P pontbdl a sikokra bocsatott merdlegesek
talppontjai a Ty és T, pontok. PT; merdleges az S; sikra, ezért a sik minden egyenesére is, igy
PT; 1 e. Hasonléan PT, Le. Az e egyenes merdleges a PT;T, sik két nem parhuzamos
egyenesére, ezért a metszésvonal a sikra merdleges egyenes tételének alapjan merdleges a PT; T,
sik minden egyenesére . Ebbol kdvetkezik, hogy az e metszésvonal merdleges Ty T, -re.

Egy téglatest egyik csticsabdl induld harom élének Osszege 42 cm, testatloja 27 cm. Hatarozzuk
meg a téglatest felszinét!

Megoldas:
Ha a téglatest éleit a, b, ¢ vel jeloljik, akkor a + b + ¢ = 42. Ezt négyzetre emelve:
a? + b? + c% + 2ab + 2ac + 2bc = 1764.
A térbeli Pitagorasz-tétel alapjan:
a?+b% +c? =27% =729.
Ezek alapjan a téglatest felszine:

A = 2ab + 2ac + 2bc = 1035(cm?).

4. Mekkora a téglatest egy élénck és egy hozza képest kitérd testatlojanak a tavolsaga, ha a téglatest

éleinek hossza 12 cm, 8 cm, 5 cm!
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Megoldas:

m
P
-

A 12 em B

\. J

Az AE ¢l és a BH atl6 kitéro, ezek tavolsagat hatarozzuk meg. AE || DH, ezért a kitéré egyenesek
tavolsaga egyenl6 az AE €l és a BFHD atlosik tavolsagaval. Ez a tavolsag az EFH haromszogben
a HF oldalhoz tartoz6 magassaggal adhatdo meg, mert az EFGH sik merdleges a BFHD sikra. Az
EFH haromszog teriiletét kétféle médon kiszamitva megkapjuk ezt a tavolsagot.
HF =+/82 4+ 122 =+/208. 2-T(EFH) = 12-8 = /208 - ET, igy:
p_12:8_ 96
V208 208

Az abrardl leolvashato a normaltranzverzalis (SK) meghatarozasanak modja is.

=~ 6,66(cm).

Hasonlé modon hatarozhato meg a 12 cm-es él, illetve a 8 cm-es él tavolsiga a megfelel
s (40 60

testatlotol. (\[ﬁ illetve E)

Egy paralelepipedon oldalai egybevagd rombuszok. A rombuszok oldalai 12 cm hossziak és a

szogilik 60°. Szamitsuk ki a paralelepipedon felszinét és térfogatat!

Megoldas: \
H G
1
1
/
I
/
/
/
/
E 7
; F
/
1
/
,/ 12 em
I
c
I N -
7
'
7
7
15 1\ 12 em
s 603
’ M
7
A 12 em B

- J

A paralelogramma felszine 6 rombuszbol all, ezért

A=6-12-12-sin60° = 432 -3 ~ 748,25 (cm?).
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A térfogat kiszamitasahoz meg kell hataroznunk a paralelepipedon magassagat. Az E pontbol

merodlegest bocsatunk az ABCD lapra, igy megkapjuk a hasab EM magassagat. Ha az E pontbol

mero6legest bocsatunk az AD-re, akkor a harom merdleges tétele alapjan TM is merdleges az AD

¢lre. Az oldallapok egybevagd rombuszok, ezért az alaplapon a B csticsbol indulé magassag

talppontja is a T pont lesz. Ezzel az EM magassagot befoglaltuk az ETB haromszogbe. Az ABE

haromszog szabalyos, az ATB ¢és az ATE haromszogek pedig 60°-os derékszogii haromszogek, igy
EB =12 cm.

ET:BT:AE-sin60°=12-§=6-\/§ (cm).

4 )

B

N\ J
Ses7601 ha sohd] sin? — 6 — V3 5 Vo 5?0 ?
A TBP derékszogli haromszogbol sin, === Ebbdl cos— = 51n<p—251n2 cos— =
_,. B _27
- 3 3 3°

A TME héromszdghl EM = 6v3 +sing = 6v3- 2% = 4 V6.

A hasab térfogata:

V3
V=12-12-7-4-\/6=864\/§z1221,9cm3.

6. Egy gulanak az alaplapja szabalyos haromszdg, oldallapjai egyenld szaru, egybevagd
haromszogek, amelyeknek a teriilete az alaplap teriiletének a %- szorosa. Mekkora az

oldallapoknak az alaplappal bezart szoge?

Megoldas:

Ha az oldallapok az alaplappal ¢ szdget zarnak be, akkor az oldallapok vetiiletének teriilete az
eredeti teriilet cos ¢ szerese lesz. A glla csucsanak vetiilete az alaplap kozéppontjaba esik. Az

alaplap tertiletét jeloljik T-vel, ekkor a % T teriilet vetiilete %T lesz, tehat cos @ = 0,5; @ = 60°.
Az oldallapok az alaplap sikjaval 60°-os szoget zarnak be.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder lapjai egybevagok, akkor a stulypontja és a koré irt gomb
kdzéppontja egybeesik!
(OKTV 1967. 2.fordulo)
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Megoldas:

A tetraéder lapjai csak ugy lehetnek egybevagodak, ha a szemben 1évo élek egyenldek. A stulypont a
sulyvonalak metszéspontja. A BC oldal felezopontja F. A BCD lap sulypontja S;, az ABC lap
sulypontja S,, a tetraéder sulypontja az AS; és DS, sulyvonalak S metszéspontja. A tetraéder lapjai
egybevagoak, ezért a lapok megfeleld sulyvonalai is egyenlok: AF = DF, az AFD haromszog
egyenld szari. A szimmetria miatt AS = DS. Tehat az S pont egyenld tavol van a tetraéder két
csucsatol. Ugyanilyen modon lathatdo be, hogy mindegyik csucsatol egyenld tavol van. Ezzel
belattuk, hogy az S pont egyben a tetraéder koré irt gomb kdzéppontja is.

~N

8. Legyen egy tetraéderbe irt gdmb sugara r, a tetraéder magassagai m,, m,, ms, my. Bizonyitsuk be,
1 1 1 1 1
-= — e e —
hogy — - +—+—+—

m; m3 my

Megoldas:

4 N

N\ J

A tetraéder lapjainak teriiletét jeloljik Ty, T,, T3, T4-gyel, az ezekhez tartozd magassagok
mq, my, M3, my. Ha a tetraéderbe irt gomb O kdzéppontjat Osszekdtjiik a csucsokkal, akkor a
tetraédert 4 kisebb tetraéderre bontjuk, amelyeknek az egyik magassaga r. A tetraéder térfogata:
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V= (T1+ T2 +T3 +T4)'r_ T1m1 _T2m2 _T3m3 _T4m4
B 3 -3 3 3 3

Ebbdl atrendezve megkapjuk a bizonyitando allitast:
1 W+ T,+T3+T, T, T, T; T, 1 1 1 1
S S e — .
T 3V 3V 3V 3V 3V m m, m3 my

9. Egy 15 cm magas négyzet alapu csonkagula alaplapjanak éle 25 cm. Az oldallapok 70°-o0s szoget
zarnak be az alaplappal. Hatarozzuk meg a felszinét és a térfogatat!

Megoldas:

~

25 em

A csonkagulat az abra szerint a tengelyén atmend, €lek felezOpontjara illeszkedd sikkal elmetssziik.
A metszet az LKJI szimmetrikus trapéz. NK = 15 - ctg 70° = 5,46 cm. Ezt felhasznalva a fed6lap
¢lének a hossza EF =[] = 25— 2-NK = 14,08 cm. JK = 15:s5in70° = 15,96 cm az oldallap
magassaga. Ezekkel az adatokkal szamolva a felszin és a térfogat:

(25 + 14,08) - 15,96

A =252 +14,08% + 4 - 5 ~ 2070,68 cm?;

15
V= ?(252 +25-14.08 + 14,08%) ~ 5876,23 cm?3.

10. Egy egyenes korhenger felszine 32000 cm’ az alaplap sugaranak és a magassagnak az aranya
5:12. Mekkora a henger térfogata?

Megoldas:
Jeloljiik a henger alapkorének sugarat r = 5x-el, a magassagat m = 12x-el. A felszint kifejezziik:
A=2r? -+ 2rmm = 50x%m + 120x%m = 170x%m = 32000.
x =774
r=38,7cm;m = 92,88 cm.
A henger térfogata:
V =r%r-m= 437012 cm3.

11. Kocka alaki hazunkra olyan, két egyenldszarti haromszogb6l és két szimmetrikus trapézbol allo
haztetot készitliink, melynek élei egyenldek, és barmely két szomszédos lapja ugyanakkora szoget
zar be egymassal. Hanyszorosa a hazteto éle a kocka ¢lének?

(KOMAL 2010/3.szam; B.4261)
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Megoldas:

[ N S D

- - J

A kocka élének hossza a, a tetd éle b hosszusagu. A tetd €lei egyenldek és a lapok azonos szoget
zarnak be, ezért az IFGJ tetraéder FGJ; IF]; IG] lapjai egybevagoak, tehat IF = FG = GI = a.

4 N
| b J
b
a b
m
a—>b a+b
2 2
E T a F

\_ J

Az EF]I szimetrikus trapézban berajzoljuk az IT magassagot. Ekkor ET = az;bés TF = a;—b. A

magassagot Pitagorasz-tétel segitségével kétféle modon kifejezziik:

2 2
2 _ 2 a—b) _ 2_(a+b)
m°=» ( > a > .

Atrendezve:
b2 +ab—a?=0
b\*> b
(2) +2-1=0
a a
Ennek a masodfoku egyenletnek a pozitiv gyoke:
b -1++5
—-=———=0,618.
a 2

Ez az arany éppen az aranymetszés aranya.
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12. Egy egyenes korkup kiteritett palastjanak a teriilete t. A Kkiteritett palast kdzépponti szoge 120°.
Mekkora a kup térfogata?

Megoldas:

o r A

. J

A feltételek szerint t = rma és 2rm = % gy r =§ és t = %na, amib6l a meghatarozhato:

a= \[3;7 A kup tengelymetszetébdl Pitagorasz-tétellel meghatarozhatd a magassag:

— 2 a2_2\/§
m= |a g =3 @
ennek felhasznalasaval a kap térfogata:
a? 22
V_rznm_j'TaT[_Z\/i 3 2V2 3t 3t 2t |6t
T3 T 3 Twe'"Tearn 27 |7

13. Egy gomb két parhuzamos, egymastol 6 cm tavolsagra 1évé metszésikja a gombot 20 cm, illetve
25 cm sugart korokben metszi. Mekkora a gomb sugara?

Megoldas:

A gombot elmetssziik egy, a kozéppontra illeszkedd, a metszetkorokre merdleges sikkal. Az abrak
ezt a sikmetszetet abrazoljak. Elvileg két eset lehetséges attdl fliggden, hogy a gomb kozéppontja a
metsz6 sikok kozé esik vagy sem.

Cc G 20cm D cmo‘

VAN i
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A 25 cm sugaru kor sikja legyen x tavolsagra a gomb kdzéppontjatol, a gdmb sugarat pedig R-rel
jeloljiik.
Pitagorasz-tétel alapjan (bal oldali abra):

R? = x% 4+ 25% = (x + 6)% + 202

x2+625=x%+12x+36+400 = x=1575 = R =~ 29,55

A jobb oldali abran hasonléan alkalmazva a Pitagorasz-tételt:

R? = x? +25% = (6 — x)? + 207

x> +625=36—12x + x> +400 = x=-1575

Ekkor nem kapunk megfeleld gombot.
A keresett gomb sugara 29,55 cm.
Megjegyzés:

Megmutathato, hogy ha a metszdsikok tavolsaga 15 cm, akkor a gomb kozéppontja a 25 cm sugari
kor sikjan van, ha 15 cm-nél nagyobb, akkor a gomb kdzéppontja a két sik kdzott van, ha pedig 15
cm-nél kdzelebb van a két sik, akkor a gomb kdzéppontja a két sik altal maghatarozott tartomanyon
kiviilre esik.

14. Egymast kiviilrél érintd két gdmb sugara 5 cm és 8 cm. Vegyiink egy kipot, amely mindkét
gombot érinti. Mekkora a kip palastjanak az a része, amelyik a két érintkez6 kor kozott van?

Megoldas:

/

~N A kup tengelyére illeszkedé sikkal
sikmetszetet készitiink a kapbol és a
gombokbol. Egy csonkakup palastjanak a

felszinét kell meghataroznunk. Az abran a
fed6lap sugara a KD =1r; szakasz; az
alapkor sugara a K,B =1, szakasz, az
alkoto6 pedig az AC = a szakasz.

Az AC szakasz hosszat a két kor kozos
érint-szakaszaként az 0,T0; derékszogi
haromszogb6l hatarozzuk meg:

a = V132 — 32 =+/160.

0,TO,A~CK;0,A~AK,0,A , mert derék-
szogliek és a hegyesszogeik merdleges

szari szogek illetve egyallasu szogek. A
megfeleld szakaszok aranya egyenlo:

r 5 5v160
= — —1 rl = ;
V160 13 13
T 8 8v160
Z = — = T, = .
V160 13 13

) Igy a palast felszine:

A = (r; + rp)am = 160w (cm?).
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15. Egy tetraéder egy csucsabdl kiinduld a, b, ¢ élei paronként merdlegesek egymasra. Hatarozzuk
meg a korilirt és a beirt gomb sugarat!

Megoldas:

Ez a tetraéder az abra szerint beilleszthetd egy olyan téglatestbe, amelynek egymasra merdleges
¢lei a,b,c. A téglatest koré irhato gomb atmegy a tetraéder minden csucsan, ezért ez a gdmb
egyben a tetraéder koré irhato gomb is, amelynek kozéppontja a téglatest testatlojanak K
VaZ+bZ+c?

felezépontja. gy a gomb sugara a testatlé fele, R = >

-

a

A

\ J

Ha a beirhato gomb kozéppontjat a csucsokkal Osszekotjiik, akkor a tetraédert négy kisebb
tetraéderre bontjuk. Ezeknek a részeknek a tetraéder lapjaihoz tartoz6 magassaga a beirhaté gomb r
sugara (Id. a 8. ajanlott feladat abrajat). Ezért az OABC tetraéder térfogatat ki tudjuk szamolni
kétféle modon:

ab
V= 2 ¢ abc (T(OAB) + T(OBC) + T(COA) + T(ABC)) - r
-3 6 3 )

tehat
abc
r= T: (T(0AB) + T(OBC) + T(COA) + T(ABC)).
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ab bc ac

A C pontbdl az AB szakaszra bocsatott meréleges talppontja a T pont. Ekkor az OT is merdleges
AB-re a harom egymasra merdleges egyenes tétele alapjan. Az x szakaszt az OAB haromszog
teriiletének kétféle felirasabol kaphatjuk meg:

x- a2+b2_ab . _ab
2 2 v

Az ABC haromszog m magassagat Pitagorasz-tétellel hatarozzuk meg:

a?b? + a%c? + b?¢2
m=+x?+c?= \[ :

a? + b2

Az ABC haromszog teriilete:

m-va? + b2 3 Va?b? + a2c? + b?c?
2 B 2

Ezeket a részleteket felhasznalva a tetraéderbe irt gomb sugara:

T(ABC) =

2+2+2+ 2

r=—":

abc <ab bc ac \/a2b2+a2c2+b2c2)_
. -

= abc: (ab + bc + ac ++/a?b? + a?c? + bzcz).

IV. Ellenorzo feladatok

1. Egy paralelepipedon két éle 20 cm és 16 cm, a kdzbezart szogiik 50°. A harmadik ¢l 28 cm és a
masik két él sikjaval 70°-os szdget zar be. Mekkora a paralelepipedon térfogata?

2. Egy egyenes korkap tengelymetszetének teriilete 600 cm?, az alkotdk az alaplappal 50°-o0s szoget
zarnak be. Mekkora a kap felszine és térfogata?

3. Egy szabalyos négyoldalu (négyzet alapu) gila alapéle 12 cm, oldallapjai 60°-o0s szdget zarnak be
az alaplap sikjaval.

a) Szamitsa ki a giila felszinét (cm’-ben) és térfogatat (cm’-ben)!
Valaszait egészre kerekitve adja meg!

A gulat két részre osztjuk egy az alappal parhuzamos sikkal, amely a glila magassagat a csucstol
tavolabbi harmadol6 pontban metszi.

b) Mekkora a keletkez6 gula és csonkagula térfogatanak aranya?
Valaszat egész szamok hanyadosaként adja meg!

c) Szamitsa ki a keletkez6 csonkagtla felszinét!

(K6z€épszintl érettségi vizsga, 2012. oktober 16.)

4. Héarom gomb atmérdje egy derékszogli haromszog oldalai. Bizonyitsuk be, hogy a legnagyobb
gomb felszine egyenld a masik két gomb felszinének Osszegével!
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5. Az ABCDA'B'C'D’' téglatestben ugy jeloltiik a cstucsokat, hogy az ABCD alaplappal egybevago
lapon az A’ cstcsot az A-val, a B’ csticsot a B-vel, a €’ csucsot a C-vel, a D’ csticsot a D-vel kosse

Ossze él. Tudjuk, hogy DAD’ szog 45°-0s, a BAB' sz6g 60°-o0s.

a) Mekkora a B'AD’ szdg koszinusza?
b) Mekkora az AB'A'D’ tetraéder térfogata, ha a téglatest legrovidebb éle 10?
¢) Mekkora az AA'D’ és az AB'D’ sikok hajlasszoge?

(Emelt szintl érettségi vizsga, 2006. majus 9.)

6. Egy 8 cm atmér6ji hengeres edényben 12 cm magasan all a viz. Egy bedobott golyo a viz felszinét

1 cm-rel emeli. Mekkora a golyo sugara?

7. Az abran lathaté médon a rovidebb, 10 cm hosszi befogdjuk mentén egymashoz rogzitettiink két

egyforma (30 — 60 fokos) derékszogii vonalzot, majd az alakzat tetejére tettiink egy egyenld szart

derékszogit is. Elférne-e az igy kapott tetraéder belsejében egy 3,2 cm sugaru teniszlabda?

-

N\

~

D

(KOMAL 2012/3. szam; C.1119)

8. Mekkora szdget zar be a kocka két kiilonb6z6 iranyu élére illeszkedo atlossikja?

9. Egy nem szabalyos tetraéder alaki dobozt az abran lathato téglalapbol hajtogatunk a szaggatott

vonalak mentén. Hany négyzetcentiméter papirbdl késziil a doboz? A méreteit az abrardl

leolvashatjuk, az 6sszeragasztaskor fedésbe keriil6 résztdl eltekintiink. Mekkora a doboz térfogata?

-

14 em

14 em

~
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10. Egy egyenes hengert a tengelyével parhuzamos sikkal elmetsziink. A sikmetszet teriilete 96, a
tengelytdl vald tavolsaga 3, a hengerpalast teriilete 1207. Mekkora a henger sugara és magassaga?

(frasbeli érettségi-felvételi dolgozat; 1996. méajus 21.)

11. Egy egyenes korkupba irjon be egy félgdmboét ugy, hogy az korlapjaval illeszkedjék a kup
alapkorének sikjara, gombfeliilete pedig érintse a kip palastjat! A kap felszine ugy aranylik a
félgomb gorbe feliiletének a felszinéhez, mint 18:5. Hatarozza meg a kip nyilasszogét!

(frasbeli érettségi-felvételi dolgozat; 1998. méajus 26.)

12. Egy centiméterben mérve egész élhosszusagh kockat feldaraboltunk 99 kisebb kockara ugy, hogy
koziiliik 98 darab egybevago, 1 cm €li kocka. Szamitsa ki az eredeti kocka térfogatat!

(Emelt szintl érettségi vizsga, 2005. oktober 25.)

Az ellenorzo feladatok megoldasai

1. Egy paralelepipedon két éle 20 cm és 16 cm, a kdzbezart szogiik 50°. A harmadik ¢l 28 cm és a
masik két él sikjaval 70°-os szdget zar be. Mekkora a paralelepipedon térfogata?

Megoldas:

A hasab alaplapjanak teriilete T = 20 - 16 - sin 50° = 245,13 (¢cm?). A magassagot a harmadik él
segitségével hatarozzuk meg: m = 28 - sin70° = 26,31 (cm). A paralelogramma térfogata:

V=T -m=6449,37 (cm3).

2. Egy egyenes korkap tengelymetszetének teriilete 600 cm?, az alkotdk az alaplappal 50°-o0s szoget
zarnak be. Mekkora a kap felszine és térfogata?

Megoldas:
egoldas - N

. J

A tengelymetszet teriilete T =rm =r -1 - tg 50° = 600. Igy r = 22,44 cm;m = 26,74 cm. a
kap alkotdja a = r: cos 50° = 34,91 cm. A kup felszine
A=71’1+arm = 22,44%1 + 34,91 - 22,441 ~ 4043 (cm?),
a térfogata
_ r’mm 22,44 226,74

= = ~ 141 3.
14 3 3 00 (cm?)

3. Egy szabalyos négyoldali (négyzet alapu) gula alapéle 12 cm, oldallapjai 60°-0s szoget zarnak be
az alaplap sikjaval.
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a) Szamitsa ki a giila felszinét (cm’-ben) és térfogatat (cm’-ben)!
Valaszait egészre kerekitve adja meg!

A gulat két részre osztjuk egy az alappal parhuzamos sikkal, amely a gula magassagat a csucstol
tavolabbi harmadol6 pontban metszi.

b) Mekkora a keletkez6 gula és csonkagula térfogatanak aranya?
Valaszat egész szamok hanyadosaként adja meg!

¢) Szamitsa ki a keletkez6 csonkagula felszinét!
(K6z€pszinth érettségi vizsga, 2012. oktober 16.)
Megoldas: 4

a)
A gulat a szimmetriasikjaval elvagjuk, az abran lathaté az oldallapoknak és az alaplapnak a
hajlasszoge. Ez a sikmetszet egy szabalyos haromszog, ezért a gula oldallapjainak magassaga

12 cm. A gula felszine:

12-12
A=12%2 +4- = 432 (cm?).

A gula magassaga az F; F, E szabalyos haromszog magassaga: ET = 6v/3 cm. A gila térfogata:
122-6v3
V= —3

b 4 A

~ 499 (cm?).
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A gulat egy csonkagilara és egy az eredetihez hasonld gilara vagjuk szét. A hasonldsag aranya %
Hasonlo testek térfogatanak aranya egyenld a hasonlosag aranyanak a kobével:

Vlevégott _ <2>3 8

3) T27

Veredeti
Igy a csonkagula és az eredeti gula térfogatanak az aranya 19: 27.
¢)
A hasonloésag tulajdonsagai alapjan a A;B; = 12 % = 8 (c¢m), ez a csonkagula fed6lapjanak éle.
Egy oldallapjanak magassiga 12:3 = 4 (cm). A csonkagula felszine ezekkel az adatokkal:

12+8)-4
A=122+82+4-%=368(cm2).

Harom gomb atmérdje egy derékszogli haromszog oldalai. Bizonyitsuk be, hogy a legnagyobb
gomb felszine egyenl6 a masik két gomb felszinének Osszegével!

Megoldas:

Jeloljiik a gobmbok sugarait ry; 1y; 1r3-mal, a felsziniiket A;; A,; Az-mal; r3 legyen a legnagyobb
gomb sugara. A feladat szerint a Pitagorasz-tétel alapjan:

@2r)?+ (@2r)?=02r)?* = 4rfn+4rin =4rin
Ez éppen azt jelenti, hogy A, + A, = A;.

Az ABCDA'B'C'D' téglatestben ugy jeloltiik a cstcsokat, hogy az ABCD alaplappal egybevagd
lapon az A’ cstcsot az A-val, a B’ csticsot a B-vel, a €’ csucsot a C-vel, a D' csticsot a D-vel kosse
ossze él. Tudjuk, hogy DAD’ szog 45°-0s, a BAB' sz6g 60°-o0s.

a) Mekkora a B'AD’ szdg koszinusza?
b) Mekkora az AB'A'D’ tetraéder térfogata, ha a téglatest legrovidebb éle 10?
¢) Mekkora az AA'D’ és az AB'D' sikok hajlasszoge?

(Emelt szintl érettségi vizsga, 2006. majus 9.)

Megoldas:

4 : )

60°
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a)
A téglatest AD élét a-val jeldljiik. Az ADD' haromszdg egyenld szar derékszogli, ezért DD’ = a
és AD' = av2. Az ADD'A’ négyszog négyzet, azért AD = AA' =BB’=a. Az ABB' derékszogii

a r __ 2_(1 ! 4 rn/
E’AB =5 AB’ és B'D’ szakaszok
egybevago téglalapok atloi, tehat egyenldek, igy a B’ pontbol az AD'-re bocsatott merbleges felezi

haromszogben az A csucsanal 60° van, ezért AB =

az AD' szakaszt. A B'AT derékszogii haromszogbdl a B'AD’szog koszinusza:

V2a
S 2 Y8 6124
cos @ = 2a =73 =0 .
V3
b)
A téglatest legrovidebb éle az AB = % =10 , fgy a = 10v/3. Az AB'A'D’ tetraéder alapjanak

tekintsiik az AB'A’ lapot, akkor az ehhez tartozo magassag az A'D’ él.

Igy a tetraéder térfogata:

a
ar——=-a 3\/— 3
a*v3 (10v3)'V3
V= \/6§ =8 ( 18) = 500 (térfogategység).

©)

Két sik hajlasszogét ugy kapjuk meg, ha a metszésvonal egy pontjaban mindkét sikban merdlegest
allitunk a metszésvonalra. Az AA'D' és AB'D' haromszdgek egyenlé szaruak, ezért az alaphoz
tartozO magassaguk talppontja az AD'szakasz T felezOpontja, igy a két sik hajlasszoge az A'TB'%. .
o2 a4
merdleges az ADD'A’ sikra, ezért annak minden egyenesére, igy B'A'T4 = 90°. A keresett § szog

ezek alapjan meghatarozhato:
2
= \/; ~ 08165 = 4§ = 39,23°.

6. Egy 8 cm atmérdji hengeres edényben 12 cm magasan all a viz. Egy bedobott goly6 a viz felszinét
1 cm-rel emeli. Mekkora a golyo sugara?

A'T az AD'A’" egyenld szari haromszdg atfogohoz tartozd magassaga, ezért A'T =

t 6_AIBI_
g - AIT -

SlafGle

Megoldas:
A golyo térfogata megegyezik egy 8 cm atmérdji, 1 cm magas henger térfogataval. Ha a golyo
sugara 1, akkor
4r3m
3

= 4?11,
igy a gomb sugara V12 ~ 2,29 (cm).

7. Az abran lathaté médon a rovidebb, 10 cm hossza befogdjuk mentén egymashoz rogzitettiink két
egyforma (30 — 60 fokos) derékszogii vonalzot, majd az alakzat tetejére tettiink egy egyenld szart
derékszogit is. Elférne-e az igy kapott tetraéder belsejében egy 3,2 cm sugaru teniszlabda?

(KOMAL 2012/3. szam; C.1119)
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Megoldas:

10 em

g J

A 8. ajanlott feladat alapjan tudjuk, hogy ha a tetraéder térfogata V, felszine A, beirt gdmbjének

sugara r, akkor V = %, tehat r = %.

Felhasznalva, hogy az ABC és ABD haromszog egy 20 cm oldali szabalyos haromszog fele:
AC = AD =20 cm; BC = BD = 10V3.

A BCD haromszog egyenld szart derékszogli haromszog, ezért CD = 10 -+/3 -2 = 10 - /6.

A tetraéder alapjanak tekintsiik az CBD haromszdoget és igy szamoljuk ki a térfogatat:

10v3 - 10V3

V= 3 = 500 (cm?).
A felszinhez az oldallapok teriiletét szamoljuk ki.
10-10V3 103 - 10V3
T(ABC) = T(ABD) = — = 503 (cm?); T(BCD) = — = 150(cm?)

Az ACD haromszég oldalainak hossza 10 - v/6 cm; 20 cm; 20 cm.

(" )

m

20

\ J

A CD oldalhoz tartozé magassagot Pitagorasz-tétellel szamoljuk ki:
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m = [202 - (5v6)" = v250.

106 - /250

5 = 5015 (cm?).

T(ACD) =

A tetraéder felszine:
A = 100V3 + 150 + 50V15 =~ 516,85 (cm?).

A beirt gdbmb sugara:

3V 1500

= ~ 2 .
A " Siegs  vdem

Igy a tetraéderbe nem fér be a teniszlabda.
Mekkora szoget zar be a kocka két kiilonbo6z6 iranyu élére illeszkedd atlossikja?

Megoldas:

4 )

- J

Az ABGH és ACGE atlossikok metszésvonala AG. ABGA= AGEA, mert oldalai egyenléek. Ezért,
ha a B és E pontokbol mer6legest bocsatunk az AG atlora, akkor a merdlegesek talppontja azonos
lesz, ez a T pont. A két atlossik szoge a BTE4. Ennek a meghatarozasahoz kiszamitjuk a BTEA
oldalait. Ha a kocka éle a, akkor BG = v2a, AG = v/3a. Az ABGA-ben a B csticsnal derékszog
van. Ha a derékszogli haromszog teriiletét felirjuk kétféle modon, megkapjuk az AG-hez tartozo

av?2

magassagot: BT'TWE = % = BT = aaa_\/\/g = \E - a.Hasonloan ET = \E a is teljesiil.

EB =+2a. A BTEA-ben a BE oldalra felirva a koszinusztételt, ki tudjuk szamitani a keresett

szoget:
2-(\[§-a> —(\/ia)z

_ —- = ETB%=120"

cosETB4 =

A két atlossik szoge 120°.
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9. Egy nem szabalyos tetraéder alaki dobozt az abran lathato téglalapbol hajtogatunk a szaggatott
vonalak mentén. Hany négyzetcentiméter papirbol késziil a doboz? A méreteit az abrarol
leolvashatjuk, az 6sszeragasztaskor fedésbe keriil6 résztdl eltekintiink. Mekkora a doboz térfogata?

,
Megoldas:
D
E L J H
\ j A1 5 - 7\ /
. 4,5em [/ ,
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
C \ / \ /
\ / \ /
\ 0 / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
A . S/ 1dem . ,
\ / \ /
14 em \ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
A L
B \|/ \
%

\. " | " ),

Az oldallap magassagat Pitagorasz-tétellel hatarozzuk meg: x = ./14% — 4,52 = 13,26 (cm). A
tetraéder négy egybevago lapja kiteritve a fenti téglalapot alkotja, ezért a felszin:

A=2-9-13,26 = 238,68 (cm?).

A tetraéder magassagat a szimmetria sikon rajzoljuk be. Ez a sik az AB él P felez6pontjan és a CD
¢len halad at. PC = PD = x = 13,26 cm. A PCD haromszog teriiletét kétféle modon felirjuk és
ebbdl meghatarozzuk a tetraéder m magassagat. Heron-képlettel szamolva:

T = /17,76 - (17,76 — 13,26) - (17,76 — 13,26) - (17.76 — 9) = 56,13 (cm?)

13,26-m
T = — = m = 8,47 (cm).
A tetraéder térfogata:
9 - 123,26 847
V= — = 168,46 (cm?).

10. Egy egyenes hengert a tengelyével parhuzamos sikkal elmetsziink. A sikmetszet teriilete 96, a
tengelytdl valo tavolsaga 3, a hengerpalast teriilete 1207. Mekkora a henger sugara és magassaga?

(frasbeli érettségi-felvételi dolgozat; 1996. méajus 21.)

Megoldas: 4 N

_—
S~

m

~_
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A tengellyel parhuzamos sikmetszet olyan téglalap, amelynek az egyik oldala a henger m
magassaga, masik oldala pedig az alapkor h harja. A feltételek szerint:

2rmm = 120m = rm = 60

h-m=96

hZ
(3) =~

Az els6 két egyenletbdl h-t kifejezziik és a harmadik egyenletbe behelyettesitjiik:

h=2%,_16
“e0 T

082r2=72-9 = r=5 = m=12.

A henger sugara 5 egység, a magassaga 12 egység.

11. Egy egyenes korkupba irjon be egy félgdmboét ugy, hogy az korlapjaval illeszkedjék a kup
alapkorének sikjara, gombfeliilete pedig érintse a kip palastjat! A kap felszine ugy aranylik a
félgomb gorbe feliiletének a felszinéhez, mint 18:5. Hatdrozza meg a kap nyilasszogét!

(frasbeli érettségi-felvételi dolgozat; 1998. méajus 26.)

Megoldas:

4 )

R F R

\_ J
A kup alapkorének sugara R, alkotoja a, a fél nyilasszoge ¢, a gdmb sugara r. Ha a kiip tengelyére
illesztett sikkal a testeket elmetssziik, akkor a fenti abrat kapjuk. Az alkot6 a kor egy érintdje, igy

az érintési pontba huzott sugar merdleges az érintére. Derékszogli haromszogekbdl:
R
a = - ; T=Rcoso
sin ¢

A felszinek aranya:

R
R(a+R)n_R(sin<p+R)_ 1+ sing 18

2r2m 2R%cos?¢p  2sing cos?¢p 5

A sin?@ + cos?@ = 1 azonossagot felhasznalva, rendezve az egyenletet:
P P g gy
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1+ sing _ 1+ sing _ 18
2sing (1 —sin2¢p) 2sing (1 —sing)(1+sing) 5

Innen egyszerisités és a nevezdvel valo szorzas utan:
36 sin®¢p —36sinp +5 = 0.
A masodfokl egyenlet megoldasabol:

5 1
sing = 3 vagy 3 = @ = 56,44° vagy ¢ =9,59°.

A kup nyilasszoge 112,88° vagy 19,18°.
12. Egy centiméterben mérve egész élhosszusagh kockat feldaraboltunk 99 kisebb kockara ugy, hogy
koziiliik 98 darab egybevag6, 1 cm élii kocka. Szamitsa ki az eredeti kocka térfogatat!
(Emelt szintl érettségi vizsga, 2005. oktober 25.)
Megoldas:

Az eredeti kocka élhossza n, a 99. nem egységkocka élhossza k, n és k pozitiv egész szam. A
feltételek szerint
98 =n3 — k% = (n— k)(n? + nk + k?).

A 98-at két egész szam szorzatara bontjuk. A két tényezd koziil a kisebb felel meg (n — k)-nak. Az
alabbi esetek lehetségesek:

L n—k=1 é  n?+nk+k?=098.
n=k+1 = 3k*+3k—-97=0.
Ennek az egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szamok korében.
IL. n—-k=2 és n? + nk + k? = 49.
n=k+2 = 3k*+6k—45=0.
Innen k = 3;n = 5.
1L n—k=7 és n? + nk + k? = 14.
n=k+7 = 3k*+21k+35=0.
Nincs megoldas a pozitiv egész szamok kozott.

Az eredeti kocka élhosszusaga 5 cm, a térfogata 125 cm?3.
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