24. Valosziniuiség-szamitas

|. Elméleti o6sszefoglalo

Események, eseménytér

A valoszinliség-szamitas a véletlen tomegjelenségek vizsgalataval foglalkozik.

Azokat a jelenségeket, amelyeket a figyelembe vett vagy figyelembe veheté okok nem hataroznak

meg egyértelmiien, véletlen jelenségeknek nevezziik.

Ha valamely véletlen jelenség a figyelembe vett (,,azonos”) koriilmények kozott nagy szamban

megismétlodik vagy megismételhetd, akkor azt véletlen tomegjelenségnek nevezziik.

Egy véletlen jelenség megfigyelését kisérletnek nevezziik.

Miutan megadtuk, hogy mit tekintiink egy kisérlet kimenetelének, vizsgalhatjuk a kimenetelek

halmazat.

Legyen Hegy nemiires halmaz, melyet eseménytérnek neveziink.

o Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.

o Az eseménytér egyelemil részhalmazai az elemi események, a tobbelemiiek pedig az dsszetett
események.

o Az @ C H (iires halmaz) a lehetetlen esemény.

o A H C H (az eseménytér) a biztos esemény.

Egy esemény bekovetkezik, ha a kisérlet kimenetele az adott eseménynek megfeleld részhalmaz-

ba tartoz6 elemi esemény.

A lehetetlen esemény sohasem kovetkezhet be, a biztos esemény pedig mindig bekovetkezik.

Két esemény egyenld, ha a kisérlet barmely lehetséges kimenetele esetén vagy mindkét esemény

bekovetkezik, vagy egyik sem.

Az A esemény maga utan vonja a B eseményt, ha A minden egyes bekovetkezésekor B is beko-

vetkezik. (A € B)

Miiveletek eseményekkel, eseményalgebra

Adott 4 és Besemények dsszegén azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha
az Aés Besemények koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Jele: A + B.

Az A és Besemények szorzatan azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha
mind az A, mind a Bbekovetkezik. Jele: 4 - B.

Azt az eseményt, amely pontosan akkor kdvetkezik be, ha az 4 esemény nem kovetkezik be, az A4
esemény ellentett eseményének (vagy komplementer eseményének) nevezziik. Jele: A.

A miiveletek tulajdonsagai: Osszeadas Szorzas

Kommutativ tulajdonsag A+B=B+A A-B=B-A

Asszociativ tulajdonsag A+(B+C)=A+B)+C A-(B-C)=(A-B)-C

Elnyelési tulajdonsag A+A=A A-A=A

Lehetetlen esemény azonossagai A+9=A A-0=0

Biztos esemény azonossagai A+H=H A-H=A

Komplementer esemény azonossagai A+A=H A-A=0¢
o . , A-B+C)=A-B)+(A-C

Disztributiv tulajdonsag 4 +(( 5. C))= (Eél + B)) _ (Eél + C))

de Morgan-azonossagok A+B=A-B A-B=A+B




A H eseménytéren értelmezhetd események halmazat a rajtuk értelmezett Osszeadas, szorzas és
komplementer-képzés miiveletekkel egyiitt eseményalgebranak nevezziik.

Az A és B események kiilonbségén (A — B eseményen) azt az eseményt értjiikk, amely pontosan
akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik, de Znem. (A— B = A - B)

Az Aés B kizaro események, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be. (A - B = 0)

A Heseménytér A, A5, Az, ..., Ay (n > 1,n € N) eseményeit teljes eseményrendszernek nevez-
ziik, ha paronként kizaroak (4;-A; =@ minden { # j; i,j € {1,2,...,n}) és Osszegik az ese-
ménytér (A; + A, + A3 + -+ A, = H).

Esemény gyakorisaga, relativ gyakorisag, valosziniiség

Ha n kisérletbdl az 4 esemény k-szor kovetkezett be, akkor k-t az 4 esemény gyakorisaganak, a -

hanyadost pedig az 4 esemény relativ gyakorisaganak nevezziik.
A valodszinliség fogalma a Kolmogorov-féle axiomak alapjan:

o A valésziniliség axiomai: Legyen Hegy eseménytér. Megadhatd az eseménytér részhalmazain
értelmezett olyan P fliggvény, amelyre teljesiilnek a kdvetkezok:
I. Barmely 4 eseményre P(A) = 0.
Il. P(H)=1.
I1l. Ha 4 és Bkizar6 események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

o A valdszinliség axiomait teljesitd P fliggvényt valosziniiségnek nevezziik.

Az n kisérletbdl allo kisérletsorozatot nagyon sokszor megismételve, tapasztalat szerint az A4 ese-
mény relativ gyakorisaga egy bizonyos szam koriil ingadozik. Az ingadozas mértéke n ndvelésé-
vel altalaban egyre kisebbé valik. Az a szam, amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik az A
esemény fentebb definialt P(A) valdszinlisége.

Tetszoleges A eseményre teljesiil, hogy P(Z) =1-P(4).

A Heseménytér tetszéleges A, B, C eseményeire teljesiil, hogy:

P(A+B) =P(A)+P(B) — P(A-B),illetve
PA+B+C)=P(A)+PB)+P()—PA-B)—P(A-C)—PB-C)+P(A-B-0C).

A Heseménytér tetsz6leges A és Beseményeire teljesiil: P(A — B) = P(A) — P(A- B).

Klasszikus valosziniiségi mezo

Ha a Heseménytér nemiires, véges, és elemi eseményeinek bekovetkezése egyenld valdszinliségi,
akkor az eseményteret az eseményeivel és a koztiik értelmezett miiveletekkel (6sszeadas, szorzas,
kivonas, komplementer), klasszikus valoszintiségi mezének nevezziik.

Ha H egy klasszikus valosziniiségi mez6 eseménytere és A egy tetszéleges esemény, valamint

|H| = n és |A| = k, akkor P(4) = kedvez§ elemi események szama _ 4| _ k

0sszes elemi események szama - |H| T

A klasszikus valdszinliségi mezé eseményei véges halmazok. Az események valdszinliségeinek
meghatarozasahoz véges halmazok szamossagait kell meghatarozni, amelyre a kombinatorika esz-
kozei alkalmasak.

Geometriai valosziniiség

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy H geometriai alakzat részhalmazainak feleltethetok
meg Ugy, hogy egy 4 esemény valoszinlisége az eseményhez rendelt részhalmaz p(A4) geometriai
mértékével aranyos (u: hossz, teriilet, térfogat), akkor geometriai valésziniiségrol beszéliink.



Geometriai val6szinliségi mezOben egy 4 esemény valoszinlisége:
u(A) az Aeseménynek megfelel6 részhalmaz mértéke

P(A) = = .
(4) u(H) akisérlettel kapcsolatos teljes alakzat mértéke

Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége

Legyen B olyan eseménye a H eseménytérnek, melyre P(B) # 0. Az A eseménynek a B feltétel
melletti P(A|B) feltételes valosziniisége az A esemény bekovetkezésének valosziniiségét jelenti,
P(A'B

)

Az Aés Beseményeket fiiggetlen eseményeknek nevezziik, ha P(A - B) = P(A) - P(B).

Ha A4 és Bfiiggetlen események, akkor P(A|B) = P(A).

(valésziniiségek szorzasi szabalya) Ha A, A,, Az, ..., A, (n = 2) nem nulla valésziniiségi ese-
mények a Heseménytéren, akkor

P(Ay-Ag-..nAp) = P(A1) - P(A2]A1) - P(A3|A1 - Ag) - s P(AplAy - Az - m Apy).

(teljes valésziniiség tétele) Ha B, B,, B, ..., B, olyan teljes eseményrendszer a H eseménytéren,
melynek egyetlen eseménye sem nulla valoszinliségii, és 4 egy tetszéleges esemény, akkor

P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|B;) " P(By) + -+ P(A|By) - P(By).

feltéve, hogy a Besemény bekovetkezett. P(A|B) =

(Bayes-tétel) Ha By, By, Bs, ..., B, olyan teljes eseményrendszer a H eseménytéren, melynek

egyetlen eseménye sem nulla valoszinliségii, és 4 egy tetszéleges esemény, akkor
P(A|B;) - P(By)

P(A|By) - P(By) + P(A|By) " P(By) + -+ P(A|By) - P(By)’

P(B;|A) = i€f{1,2,..,n}

Valosziniiségi valtozok, eloszlas, varhato érték, varhaté abszolit eltérés, szoras

Valosziniiségi valtozonak neveziink egy eseménytéren értelmezett, a valdés szamok halmazaba
képezo fliggvényt.

Ha egy valdszintiségi valtozo lehetséges értékeinek halmaza véges vagy megszamlalhatdéan végte-
len, akkor diszkrét valosziniiségi valtozonak nevezziik.

Ha egy X diszkrét valoszinliségi valtozo lehetséges értékei xq, x5, x3, ..., és ezeket az értékeket X
rendre pq, p,, P3, ... valosziniiségekkel veszi fel, akkor a py, ps, p3, ... szamokat az X eloszlasanak
nevezzik.

Legyenek az X valosziniiségi valtozo lehetséges értékei x4, x5, X3, ..., Xy, €és ezeket az értékeket X
rendre p;, py, Ps, ..., Py valosziniségekkel vegye fel.

o Az Xvalbszinliségi valtozo varhato értéke:
n

M(X) = x1p; + X302 + X3p3 + - + XnPp = inpi;
i=1
o Az Xvaloszinliségi valtozo varhato abszolut eltérése az |X — M (X)| valdsziniiségi valtozo
varhat6 értéke:

n
> i = MCOIpi;
i=1

o Haaz Xvaldsziniiségi valtozo varhaté értéke M (X), akkor az (X — M (X))? valdsziniiségi val-

tozo varhato értékét (ha az 1étezik) az X'szorasnégyzetének nevezziik:
n

D2(0) = MI(X = MCOY] = ) (x; = MOOYpi;

i=1



o Az X szérasa pedig a szorasnégyzet négyzetgyoke: D(X) = /D2(X) = /M[(X — M(X))2].
Ha az Xvaloszinliségi valtozo varhato értéke M (X), szérasa D (X), akkor:
D?(X) = M(X?) — M?(X).

Visszatevéses mintavétel: binomialis eloszlas

Ha az Xvaloszinliségi valtozd lehetséges értékeinek halmaza {0,1,2, ..., n}, ahol n pozitiv egész, és
eloszlasa: P(X = k) = (Z) p*(1—p)» % ahol 0 <p <1ésk€{01,2,..,n}, akkor X-et bino-

mialis eloszlasu valosziniiségi valtozonak nevezzik. (Az n és p az X valdsziniiségi valtozo para-
méterei.)

Az n és p paraméterli binomidlis eloszlasi X valoszintiségi valtozd véarhatd értéke és szordsa:
M(X) = np, illetve D(X) = \/np(1 — p).

A visszatevéses mintavétel soran a sokasag elemeit egyenként emeljiik ki, majd a vizsgalati
eredmény rogzitése utan visszatessziik a kivalasztott elemet. A kovetkezé mintaelemet csak ezutan
valasztjuk Ki.

A visszatevéses mintavétel feltételei teljesiilnek abban az esetben is, ha egy kisérletet egymastol
fliggetleniil tobbszor megismételve csak azt vizsgaljuk, hogy egy adott esemény bekovetkezett-e
vagy nem.

Tegyiik fel, hogy egy kisérlet soran az 4 esemény p valdszinliséggel kovetkezik be. Ismételjiik
meg n-szer egymastol fliggetlentil a kisérletet! Jelentse az X valoszintiségi valtozo értéke azt, hogy
hanyszor kovetkezett be az n elemti kisérletsorozatban az 4 esemény. Bizonyithato, hogy ekkor az
Xvaloszintiségi valtozo binomialis eloszlast.

Visszatevés nélkiili mintavétel: hipergeometrikus eloszlas

Ha az X'valdszintiségi valtozo lehetséges értékeinek halmaza {0,1,2, ..., n}, ahol n pozitiv egész, és

S\(N-s
%, ahol k € {0,1,2,...,n}, NV és s olyan pozitiv egészek, melyekre
n

n<s, n<N-—s, akkor X-et hipergeometrikus eloszlasu valdsziniiségi valtozonak nevezziik.
(Az n, sés Naz Xvaloszintiségi valtozo paraméterei.)

eloszlasa: P(X = k) =

Az N, s és n paraméterli hipergeometrikus eloszlast X valoszinliségi valtozo varhatd értéke és

szordsa: M(X) = =2, illetve D(X) = |= (1 - %)

N-n
N-1

A visszatevés nélkiili mintavétel soran vagy egyszerre emeljiik ki a minta elemeit a sokasagbol,
vagy egyenként, de ekkor nem tessziik vissza a mar kivalasztott elemeket.

Tegyiik fel, hogy az N elemii sokasagban S szamu elem rendelkezik egy adott 7 tulajdonsaggal.
Ezutan valasszunk ki véletlenszerlien n darab elemet visszatevés nélkilll (n < s, ésn < N —s.)
Legyen az Xvaldszinliségi valtozo értéke az n-elemli mintaban kivalasztott 7 tulajdonsagu elemek
szama. Bizonyithatd, hogy ekkor az X' valosziniiségi valtozo hipergeometrikus eloszlasu.

Megjegyzés:

Ha egy n, s, NV paraméterii hipergeometrikus eloszlasti X valosziniiségi valtozd esetében az n értéke
sokkal kisebb, mint az s és az NV értéke, akkor eloszlasa elhanyagolhaté mértékben kiilonbdzik egy n és

p =, paraméteri binomialis eloszlasu Y valoszinliségi valtozo eloszlasatol. Ebben az esetben a

hipergeometrikus eloszlas helyett szamolhatunk az egyszeriibb binomialis eloszlassal.



Il. Kidolgozott feladatok

(1. Egy csomag magyar kartyabol véletlenszeriien kihtizunk egy lapot. Tekintsiik a kdvetkezo esemé-
nyeket:
A ={a kihtzott lap piros},
B ={a kihuzott lap figura},
C ={a kihuzott lap kiraly},
D ={a kihuzott lap makk}.

Mit jelentenek a kovetkezd események?

a A+B b) A-B c) B+C+D d A-B-C
e) (B+D)-C f) B-D)+C g A—(B-0) hy A-B
i) A-D jy A-D kfk A+D
Adja meg a kovetkez6 eseményeket az 4, B, €, D eseményekkel végzett miiveletek segitségével!
A kihuzott lap:
1) {piros kiraly} m) {piros figura vagy makk kiraly}
. n) {zold kiraly vagy tok kiraly} )
a) A+B
Megoldas:
Az A és B események koziil legalabb az egyiknek be kell kdvetkeznie, ezért a kihtizott lap piros
vagy figura.
Tehat A + B = {a kihuzott lap piros vagy figura}.
b) A-B
Megoldas:

Az Aés Besemény mindegyikének be kell kdvetkeznie, tehat a kihtizott lapnak pirosnak és figura-
nak is kell lennie, tehat A - B ={a kihazott lap piros figura}.

) B+C+D

Megoldas:

B+ C+ D = (B + C) + D, mert az események Osszeadasa asszociativ.

Mivel minden kiraly figurés lap, a C esemény maga utan vonja a B eseményt, vagyis C € B, ezért
B+C=B.

(B + C) + D = B + D ={a kihuzott lap makk vagy figura}.

d A-B-C

Megoldas:

A-B-C=A-(B-C(),mert az események szorzasa asszociativ.

Mivel C € B,ezért B-C = C, igy

A-(B-C)=A-C,vagyis Aés Cegyszerre kell, hogy bekovetkezzen, azaz a kihtzott lap piros is
és kiraly is.

Tehat A - B - C ={a kihtizott lap piros kiraly}.



e)

9)

h)

(B+D)-C

Megoldas:

(B+D)-C=(B-C)+ (D-C) adisztributivitas miatt.
Tudjuk, hogy C € B,ezért B-C = C.

Ezt felhasznalva: (B-C)+ (D-C)=C + (D - C).
AzonbanD-C S C,ezért C+ (D -C) = C.

Tehat (B + D) - C = C ={a kihtzott lap kiraly}.

(B-D)+C

Megoldas:

B - D esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha B is és Dis bekovetkezik, ezért

B - D ={a kihuzott lap makk figura}.

(B - D) + C esemény pontosan akkor kdvetkezik be, ha a (B - D) és a Cesemények koziil legalabb
az egyik bekovetkezik, ezért

(B - D) + C ={a kihuzott lap makk figura vagy tetszéleges szinii kiraly}.

A—(B-0)

Megoldas:

B — C esemény pontosan akkor kdvetkezik be, ha B bekovetkezik, de € nem, tehat

B — C ={a kihuzott lap figura, de nem kiraly}

A — (B — C) esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha 4 bekovetkezik, de (B — C) nem, azaz
A — (B — C) ={akihtzott lap piros nem figura, vagy piros kiraly}.

Megjegyzés:
Az események kiilonbsége nem asszociativ.
A-B

Megoldais:

A esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem, tehat

={a kihtizott lap nem piros}.

- B esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha A és Begyszerre bekovetkezik, tehat
* B ={a kihuzott lap figura, de nem piros}.

o] |

Megjegyzés:
A+ B = B — A felhasznalasaval is adodik ugyanez az eredmény.
A .

D

Megoldas:

A - D esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha A és D egyszerre bekovetkezik, tehat a kihuzott
lap piros is és makk is egyszerre, ami lehetetlen esemény, tehat
A-D = Q.



)

K)

A-D
Megoldas:
A ={a kihuzott lap nem piros}

D ={a kihtzott lap nem makk}

A - D esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha A és D egyszerre bekovetkezik, tehat a kihtzott
lap nem piros és nem makk, azaz

A - D ={a kihtzott lap z6ld vagy tok}.

Megjegyzés:

A-D = A+ D alakra hozhato a de Morgan-azonossagok miatt, igy a keresett esemény az A + D
ellentett eseménye.
A + D ={akihuzott lap piros vagy makk}

A + D ={akihuzott lap z6ld vagy tok}.
A+D

l. Megoldas:

A ={a kihtizott lap nem piros}

D ={a kihuzott lap nem makk}

A + D esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha A vagy D koziil legalabb az egyik bekovetke-
zik, ami a biztos esemény.

Tehat A + D ={a kihuzott lap barmelyik lap lehet},

I1. Megoldas:
A de Morgan-azonossagok felhasznalasaval:

A+D =A-D, ami az A- D esemény ellentett eseménye. Viszont egy korabbi feladat megoldasa
szerint A+ D = @, tehat

A-D =@ = H, ami a biztos esemény.

Tehat A + D ={a kihuzott lap barmelyik lap lehet}, vagyis biztos esemény.
{piros kiraly}

Megoldas:

{piros}= A

{kirdly}= C

Piros kiralyt akkor huzunk, ha 4 és Cegyszerre bekovetkezik, ezért
{piros kiraly}= A - C.

{piros figura vagy makk kiraly}

Megoldas:

{piros figura}= A- B

{makk kirdly}= D - C

{piros figura vagy makk kiraly}= (A - B) + (D - C).



n) {zold kiraly vagy tok kiraly}

Megoldas:

A kihtzott lapnak kiralynak kell lennie, a szine pedig z6ld, vagy tok. Egy lap tok, vagy zo6ld, ha
nem piros €s nem makk.

{z61d vagy tok}= A+ D
A z61d vagy tok lapok koziil kell kivalasztani a kirdlyokat, tehat az A - D és a C eseményeknek
egyszerre kell bekovetkezniiik.

{z61d kiraly vagy tok kirdly}= (A~ D) - C.

Megjegyzés:
A végeredmény a de Morgan-azonossagokkal (Z : 5) C = (A + D) * C alakban is megadhato.

N
2. Két dobokockaval dobunk egyszerre. Az egyik piros, a masik sarga szinti. Jelentse az 4 esemény

azt, hogy a két dobott szam 0sszege prim, a Besemény pedig azt, hogy legalabb az egyik kockaval
hatost dobtunk. Adja meg a kdvetkez6 események valoszintiségét!

a) A4 b) B c) A-B d A+B
Mennyi a két kockéaval dobott szamok dsszegének varhatd értéke, varhato abszolut eltérése €s szo-
rasa? J
Megoldas:

Szamit, hogy egy adott szamot melyik kockaval dobtuk. Ezért az eseményteret mindazon rendezett
szamparok alkotjak, amelyekben az els6 helyen a piros, a masodikon a sarga kockaval dobott szdm
all. Az eseménytér szamossaga: |[H| = 6+ 6 = 36.

Mivel barmelyik szampart (elemi esemény) egyenld valoszinliséggel dobhatjuk, klasszikus valo-
szinliségi mez6t kaptunk. Foglaljuk tablazatba a dobasok soran kapott 6sszegeket!

1[2|3|4|5]|6
213 4[5|6}7
3|45 6|78
415|678/ 9
5 6|7|8/|9]10
617 8|9 |10f11
7|89 [10/11 12

A legkisebb 0sszeg 2, a legnagyobb 12, és koztiik minden egész szam szerepel. Igy a lehetséges
primek: 2, 3,5, 7, 11.

A tablazatban az A eseményhez tartozo primek kékkel lettek jelolve. |A| = 15.

A Beseményhez tartozo 0sszegek zolddel lettek keretezve. |B| = 11.

Leolvashato a tablazatbol, hogy |A - B| = 4 és |A + B| = 22.

A keresett valosziniiségek:

= Al _15 _ Bl _11
a) P(A)= =3 b) P(B) = =1

By = 4Bl _ 4 _1 _ la+Bl_ 22 11
¢) P(A-B)= == d) PA+B)= " == =1



Megjegyzés:
Az A + B esemény valoszinlisége az a), b), ¢), pontokban kiszamolt valdszinliségeket felhasznalva

a ,,szita-formuléval” is meghatarozhato:

P(A+B) = P(A)+ P(B) —P(4-B) = oy 2120 1 _13-2 1
N 36 36 9 36 9 18 18

A két kockaval dobott 6sszeg varhat6 értékének meghatdrozasdhoz meg kell adnunk az egyes 6sz-
szegek dobéasanak valosziniiségeit. A gyakorisagok a fenti tdblazatbol leolvashatok, igy a valoszi-

nliségek:
Osszeg (x;): 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
gyakorisag (k;): 1 2 3 4 5 6 5 4
f 1 2 3 4 5 6 5 4 3
valosziniség () | — | — | —m | —m | —m | —m | —m | —m | — | — | —
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Ezeket felhasznalva az 6sszeg M varhato értéke:

11
M = inpi =
i=1

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
—2£+3£+4£+5£+6£+7£+8g+9g+10g+11£+12g—

2+6+12+20+30+42+40+36+30+22+12 252
N 36 36

A dobott szdmok 0sszegének varhatd abszolut eltérése:

11
lei — M| =
i=1

—271+372+473+574+675+776+
= 2=l s BTl A A= T (5= 7] (6= 7]+ (7= 7]

+|18 = 7| 5+|9 7| 4+|10 7| 3+|11 7| 2+|12 7| 1 _
36 36 36 36 36

_54+48+9+8+5+0+5+8+9+8+5 70 35
B 36 36 18

A dobott szamok 0sszegének szorasa:

A fenti tablazatbol behelyettesitve az x; és p; értékeket, valamint a kiszamolt M varhato értéket:

02=(2—7)2-i+(3—7)2-i+(4—7)2-i+(5—7)2-i+(6—7)2-i+
36 36 36 36 36

+(7—7)2-£+(8—7)2-i+(9—7)2-i+(10—7)2-i+(11—7)2-£+
36 36 36 36 36
1 25+32+27+16+5+0+5+16+27+32+25 210 35

—_72 . —
+12=7) 36 36 36 6

Ebbdl a szoras: D = \F?S =~ 2,42.




3. Egy nemzetkozi uszoverseny dontdjébe bejutott 8 versenyzo koziil 3 magyar. Mennyi a valoszinii-

sége annak, hogy

a) a dontdt a harom magyar Usz6 nyeri;

b) a magyar Gszok kozvetleniil egymas utan érnek célba;

¢) nincs két kdzvetleniil egymas utan célba éré magyar sz0;
d) legalabb két magyar isz6 egymas utan ér célba?

A dontében nem sziiletett holtverseny semelyik két sz kozott sem, €s minden helyezés szamit.
A kért valoszintiségeket 4 tizedesjegyre kerekitve adja meg!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy az uszok barmelyik sorrendje egyenld valoszintiségli a dontében. Az egyes sof-
rendek az elemi események, ezért klasszikus valdsziniiségi mez6t kaptunk. Az Osszes lehetséges
sorrend szama, az eseménytér szamossaga: |H| = 8!.

a) Legyen az A esemény az, hogy a dont6t a harom magyar sz6 nyeri. A 3 magyar usz6 a dobo-
gon 3! sorrendben allhat. Mindegyik dobogds sorrend mogott a tobbi versenyzd 5! sorrendben
végezhet. Ezért a kedvez6 esetek szama: |A| = 3!- 5!

|A] 3!-50  6-5! 1

1
P(A)_ﬁ_ 80 8765 8.7 55 20179

b) Legyen a Besemény az, hogy a magyar uszok kozvetleniil egymas utan érnek célba. Tekintsiik
egyetlen elemnek a 3 magyar Uszot! Igy 6 kiilonboz6 elem Gsszes ismétlés nélkiili permutacio-
inak szamat kell megadnunk, ami 6!. Viszont e sorrendek mindegyikében a magyar verseny-
z0k 3! = 6-féle sorrendben érhetnek célba. Ezért a kedvezd esetek szama: |B| = 6! - 3!.

A keresett valoszintiség:
|B| 6!-3! 6!-3-2 3

3
P(B)_ﬁ_ 8l 876 a7 28 %07L

€) Legyen a Cesemény az, hogy nincs két kozvetleniil egymas utan célba éré6 magyar sz6. A
dont6 5 nem magyar résztvevdje 5! sorrendben végezhet. A 3 magyar uszot e sorrendekben
kell elhelyezniink tigy, hogy magyarok ne keriiljenek kozvetleniil egymas mogé.

Minden egyes sorrendben 6 hely koziil kell kivalasztani azt a harmat, ahova a magyar szok
kertilhetnek, de a kivalasztott 3 helyen szamit a magyar uszok sorrendje. Ezért a kivalasztasi

.....

6! y .
= —. Igy a kedvez0 esetek szama:
3!

5 6! 5!-6-5-4-3!
|C|—5.-§—T

ja, ami &
(6-3)!

=5!-6-5-4.

A keresett valoszintiség:

P(C)_|C|_5!-6-5-4_5!-6-5-4_ 5 5 03571
T |H| 8! ~8-7-6-5' 2-7 14 '

d) Legyen a Desemény az, hogy legalabb két magyar isz6 egymas utdn ér célba. Ez az esemény
pontosan akkor kdvetkezik be, ha a ¢) pontbeli Cesemény nem kévetkezik be, tehat D = C.

— 5 9
P(D)=P(C)=1-P() =1 =" 0,6429.
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4. A skandinav lottén minden sorsolaskor 35 szambol kétszer htiiznak ki hetet. Egy kit6ltott szelvény
mind a két huzasnal részt vesz a jatékban. Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy szelvénnyel
jatszva legalabb az egyik huizasnal 4 lesz a talalatok szama?

|. Megoldas:

35
7
huzhato ki, tehat klasszikus valdszintiségi mez6t kaptunk.

35 szambol 7-et: ( )—féleképpen lehet kivalasztani. Barmelyik 7 szam egyenld valosziniiséggel

Legyen az 4 esemény az, hogy az els6 hiizasnal 4 a talalatok szdma, a Besemény pedig az, hogy a
masodik huzasnal van 4 taldlatunk. Annak az eseménynek a valoszintiségét keressiik, hogy lega-
labb az egyik huzasnal 4 a talalatok szama, vagyis P(A + B)-t.

A megoldashoz a P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A - B) ,,szita-formulat” hasznaljuk fel. Ehhez a
P(A), P(B) és P(A - B) valosziniiségeket kell el6sz6r megadnunk.
4 talalat akkor alakul ki, ha a kihtizott 7 szambdl 4, a ki nem sorsolt 28 szambol pedig 3 szerepel a

e 7\ (28N g P
szelvényiinkon. Ez ( 4) ( 3 )-felekeppen fordulhat el6.

Ez mindkét huzas esetén igaz, tehat: |A| = |B| = (Z) . (238).
@)

)

Az Aés a Besemény fliggetlen egymastol, ezért P(A- B) = P(A) - P(B) = (

Ezért: P(A) = P(B) =

(Z)'(238)
(7)

Ezeket felhasznalva az A + B esemény valosziniisége:
2

7\ . (28 7\ (28
P(A+B)=P(A)+P(B)_p(A.B)=2.(4) (3)_ (4) (3)

(375) (375)

2
) ~ 0,034102 — 0,000291 =~ 0,0338.

_2:35-3276 (35-3276
T 6724520 6724520

1. Megoldas:
()G)
(7)

hogy az A és a Bfluggetlen események, igy komplementereik is fiiggetlenek.

Felhasznaljuk az elsé6 megoldasban kapott P(A) = P(B) = = p eredményt, valamint azt,

A komplementer esemény valdsziniiségének meghatarozasaval adjuk meg a kért valosziniiséget.
A ,legalabb egyszer 4 talalatos a szelvény” esemény komplementer eseménye az, hogy ,,egyszer

sem lett 4 talalatos a szelvény”, ami az A - B esemény.
P(A-B)=(1-p)1~-p) = (1-p)*

A de Morgan-azonossagok miatt: P(Z . E) =P(A+B).
A keresett valdszinliség igy:

P(A+B)=1-P(A+B)=1-(1-p)*=2p—p? ~0,0338.
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5. Egy szabalyos haromszog alaku céltablaba véletlenszerii 16vések érkeznek. A céltablat egybevago
kisebb szabalyos haromszogekre osztottuk fel és szineztiik ki kékkel az alabbi abrakon lathato
modon. A felosztas soran az eredeti haromszog oldalait n > 1 (n € N) egyenl6 részre osztottuk.

Mekkora valoszintiséggel talalja el a 16vedék a céltabla kékkel festett részét, ha

N

a) n=2, b) n=4, c) n=25?
Han > 1 tetszéleges pozitiv egész szam lehet, akkor milyen hatarok kozott valtozhat a talalati va-
ST
L loszintiség?
Megoldas:

A keresett valosziniiségeket geometriai valdszinliségi mezoben adjuk meg. Az események valo-
szinliségével aranyos mérték a teriilet. Az eseménytér a céltabla: u(H) = T, ahol Ta céltabla terii-
lete.

A felosztas soran keletkezO kis haromszogek hasonlok az eredeti haromszoghdz, a hasonlésag

aranya % Felhasznalva, hogy hasonl6 sikidomok teriiletének aranya megegyezik a hasonlosag ara-
nyanak négyzetével: % = %, azaz T = tn?, ahol t-vel a felosztaskor keletkezd egy kis haromszog
tertiletét jeloljiik.

Legyen az A esemény az, hogy a lovedék a kék teriiletre csapodik be.

a) n = 2 esetén az abran a kék kis haromszogeket megszamolva u(A) = 3t adodik. Ezért
A) 3t 3t 3
u(H) T 4t 4
b) n = 4 esetén ugyanigy kapjuk, hogy
A 10t 10t 5
u(H)y T 16t 8
€) n = 25 esetén nem célszerli az el6bbi modszert alkalmazni. Az abrakat vizsgalva latszik, hogy
a céltabla fels6 cstucsatdl lefelé haladva az egymast kovetd sorokban a kék haromszogek sza-
ma ¢és igy terililetdsszegiik is szamtani sorozatot alkot: t; =t és d = t. A legalso6 sorban n da-

rab kék haromszog talalhato, igy t,, = nt.
Az A esemény valoszinlisége e szamtani sorozat elsd n tagjanak dsszegével aranyos, igy
t+¢t t+nt nn+1
‘U(A)=12n7'l= 2 Tl—t%.

n = 25 esetén: u(4) = t“zﬂ = 325¢, valamint T = 252t = 625t. Ezért:

u(4) 325t 13
P(A) = —2 =222 =2
u(H) 625t 25

12



d) Vizsgaljuk az 4 esemény valdsziniiségét n fiiggvényében! Felhasznalva a korabban kapott 6sz-

szefiiggéseket:
nn+1
u(4) t—( ) ) n+1 1 1
P(4) = = = =-+—
u(H) tn? 2n 2 2n

Az (Z) sorozat szigoruan monoton csokken és 0-hoz konvergal. Ezért a fenti valosziniiséget

(1 1 . ., o
megado (E + 5) sorozat is konvergens €s szigorian monoton csokken.

I (1 4 1 ) 1
now\2 " 2n) T2
Maximalis értékét n = 2 esetén veszi fel, ami %.

1
5 <P(A) <

LW

6. Tekintsiik az x? + px + ¢ = 0 masodfoku egyenletet, melyben a p és ( paramétereknek a [—1;1]
intervallumbol véletlenszeriien valasztva adunk értéket. Mennyi a valosziniisége annak, hogy lesz
valds gydke a masodfoku egyenletnek?

Megoldas:
Akkor van valos gyoke a masodfoku egyenletnek, ha diszkriminansa nemnegativ, azaz

p? —4q = 0.
Ebbdl g < 7;—2 adédik. A [—1; 1] intervallumbdl véletlenszerlien valasztott p és q értékeknek ezt a
feltételt kell teljesiteniiik.
Tekintsiik eseménytérnek a H = {(p; q)| p, q € [—1; 1] } ponthalmazt a sikbeli derékszogii koor-
dinata-rendszerben. Minden kivalasztott p és ¢ értékparnak megfelel az eseménytér (p; q) pontja.
A keresett valoszinliséget geometriai valosziniiségi mezében adjuk meg. Az események valdszini-
ségével aranyos mérték a teriilet.
Az eseménytér egy 2 egység oldalt négyzet: u(H) = 4.

2
Legyen az A eseménynek megfelelé ponthalmaz a {(p; q)| q < pr; p,q €[-1; 1]}

( k )
H
0 '
1 0
p2
qSZ A
\_ W,
1
2
_ P ot _, 12D 13
,u(A)—2+j4dp—2+12[p 1,=2+ T ==
21

13



A keresett valosziniiség:

[N

3
_ w7 13
P(A)_@_ 4 24

=

Egy dobozban 3 goly6 van: piros, fehér és zold. 5-szor huzunk visszatevéssel. Feltéve, hogy fehé-
ret és zoldet is huzunk legalabb kétszer, mennyi annak a valdsziniisége, hogy egyszer sem htizunk
pirosat?

Megoldas:

Legyen A az az esemény, hogy egy piros golyo sincs a kihtuzott 5 golyo kozott, B esemény pedig
az, hogy fehéret és zoldet is legalabb kétszer huztunk.
A kérdés az, hogy mekkora valdszinliséggel kovetkezett be az 4 esemény, feltéve, hogy B mar be-

kovetkezett, vagyis a P(A|B) = %:;) feltételes valoszinliség értéke mekkora.

Mivel visszatevéssel huzunk, ezért ugyanazt a golyot tobbszor is kivehetjiik, és szamit a golyok

ménytér szamossaga: |H| = 3°.

A B esemény 3 médon kdvetkezhet be.

2 fehér és 3 zold golyot hiiztunk. A sorrendek szama: 2.5_'3, = 10.

3 fehér és 2 zold golyot huztunk. A sorrendek szama: 2|5—'3' = 10.

2 fehér, 2 z1d és 1 piros golyét hiztunk. A sorrendek szima: —— = 30.
21-211!

Ezért |B] = 10 + 10 4+ 30 = 50 és P(B) = g

Az A - B esemény bekoOvetkezését a fenti tablazat azon sorrendjei adjak, amelyekben nincs piros

golyo,igy |A-B| =10+ 10 =20¢és P(A-B) = g.
A keresett feltételes valoszinliség:
4-B) 20 )
P(A-B 35
P(AIB) =———==+=-.
35

Megjegyzés:

A P(A|B) feltételes valoszinliség az alabbi gondolatmenettel is meghatarozhato:

A B esemény bekovetkezési lehetéségeinek szama a kérdéses valdszinliség kiszamitasahoz sziik-
séges Osszes esetek szamat adja, ami a fenti tablazatbol adédoan 50.

A kedvezd esetek szdma a piros goly6t nem tartalmazé sorrendek szdma, ami a fenti tablazat elso
két sorabol adododan 20. Ezeket felhasznalva a keresett valdszintiség:

20 2

14



Kozati forgalmi ellendrzések és mérések soran megallapitottak, hogy egy adott varosban a jérmﬁ-\
vek 50%-a személyautd, 35%-a teherauto, a fennmarado rész pedig egyéb kategoriaba sorolhatd
jarmi. A személyautok 15%-anal, a teherautok 20%-anal, az egyéb kategoriaju jarmivek 35%-
anal valami miiszaki probléma fedezhet6 fel.

Ebben a varosban egy jarmiivet megallitva mennyi annak a valosziniisége, hogy

a) a miszaki allapota kifogasolhato;

b) ha a miiszaki allapota kifogasolhato, akkor teherauto?

Megoldas:

Vezessiik be a kovetkezd eseményeket! Az adott jarmii:

S ={személyauto}; T ={teherautd}; E ={egyéb jarmii}; A =t{hibas jarmti}; H ={jarmi}.
a) A P(A) valdszinliség az alabbi, a valosziniiségeket szemléltet6 abrarol megadhato.

(" )

Jarmii

0,35

Személyautd Teherautéd Egyéb jarmi

Jo Hibas Jé Hibas Jo Hibas
0,5-0,85 0,5-0,15  0,35-0,8 0,35-0.2 0,15-0,65 0,15-0,35
A A A
. J

Az A esemény harom egymast paronként kizaré esemény dsszege (hibas személyautd, hibas
teherauto vagy hibas egyéb jarmii). P(A) e harom esemény valoszintiségének Gsszege.
P(A)=05-0,15+0,35-0,2+4+0,15-0,35 = 0,075+ 0,07 + 0,0525 = 0,1975.

1. Megoldas az a) részre:

AzS+ T+ E = H,valamint S, T, E paronként kizaré események, tehat teljes eseményrend-
szert alkotnak. Ezért hasznalhatjuk P(A) meghatirozasara a teljes valosziniiség tételét:

P(A) = P(A|S)-P(S)+ P(A|T) - P(T) + P(A|E) - P(E) =
=0,15-0,5+0,2-0,35+0,35-0,15 = 0,1975.

Az alabbi abra szemlélteti a megoldast.

4 )

Jarmii

Személyauto

Teherauté Egyéb jarmii

Jo Hibas Jo

0,85-0,5 0,15-0,5 0.,8:0,35 0,35-0,2  0,65-0,15 0,35-0,15

Hibas

P(A-8) = P(A|S)- P(S) P(A-T)= P(A|T)- P(T) P(A-E)= P(A|E)- P(E)
\_ J
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b) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy jarmii teherautd, feltéve, hogy hibas? Tehat a
P(T|A) feltételes valdosziniiséget keressiik.
P(T-A) 02-035 28

P(T|A) = = = — =~ 0,3544.
(T14) P(A) 0,1975 79 7

Felhasznaltuk az a) részben kapott P(T - A) = 0,2 - 0,35 és P(A) = 0,1975 értékeket.

1. Megoldas a b) részre:

Mivel S, T, E teljes eseményrendszert alkotnak, alkalmazhatjuk a Bayes-tételt a kérdéses
P(T|A) meghatarozasara:

~ P(AIT) - P(T) _
PUID = 515y PGs) + PAIT) - P(T) + PCATE) - P(E)
0,2-0,35 28

- 0,15-0,5+0,2-0,35+0,35-0,15 = % ~ 0,3544.

9. Haromszor dobunk fel egy szabalyos pénzérmét. Legyen az A esemény az, hogy a dobasok kdzott
fej és iras is el6fordul, a B pedig az, hogy legfeljebb 1 iras fordul el6. Fiiggetlenck-e az 4 és B
események?

Megoldas:

Elemi esemény egy 3 dobasos sorozat. A fej és az iras tobbszor is eléfordulhat, ezért az esemény-

valdsziniiségi, tehat klasszikus valoszintiségi mezot kaptunk. |H| = 23 = 8.

Az Aesemény a kovetkezd modokon valosulhat meg:

1. 2fej, 1 iras. A sorrendek szama: 3.
2. 1fej, 2 iras. A sorrendek szdma: 3.

|A|=3+3=6; P(A)=ﬂ=9=§.

|H 8 4

A Besemény a kovetkezd modokon valdsulhat meg:

1. 2fej, 1 iras. A sorrendek szama: 3.
2. 3fej, 0iras. A sorrendek szama: 1.

|IBl=3+4+1=4; P(B) =ﬂ=f=1.

|[Hl 8 2

Az A - B esemény csupan a 2 fej, 1 iras lehetséges 3 sorrendje esetében kovetkezik be.
A-B|=3; p(4-B) = A Bl _3
Y - |H 8
Ezutan:

1 3
P(4)-P(B) = ;-5 =5 =FP(4-B),

S w

ami azt jelenti, hogy A és B fiiggetlen események.
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(10. Egy csavargyarban az egyik gép meghibasodasa miatt az elkésziilt csavarok 15%-a selejt. Vissza- B

tevéssel 4 elemii mintat vesziink. Jelolje az X valosziniiségi valtozo a hibatlan csavarok szamat a

mintaban.

a) Adja meg Xeloszlasat, varhato értékét és szorasat!

b) Mennyi annak a valészintisége, hogy a mintaban lesz selejtes csavar?

c) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a mintaban legalabb kettd csavar selejtes lesz?

d) Legalabb hany elemii mintat kell venniink ahhoz, hogy 80%-nal nagyobb valosziniiséggel le-
gyen benne selejtes csavar?

Megoldas:

a) Xeloszlasa, varhaté értéke és szorasa:
Mivel visszatevéses mintavétel torténik, és csak azt vizsgaljuk, hogy egy kivalasztott csavar
hibatlan-e vagy nem, az X valdszinliségi valtozo binomialis eloszlasu, n = 4 és p = 0,85 pa-
raméterekkel, ezért eloszlasat a P(X = k) = (Z) p*(1 — p)" ¥ képlet adja, ahol k az X lehet-
séges értékein fut végig.
Mivel 4 elemil a minta, Xértékei: 0; 1; 2; 3; 4.

Xeloszlasa:
Xi P(X =x;) =p;
0 Do = (g) -0,85° - 0,15* ~ 0,0005
1 p, = (‘1‘) .0,85! 0,153 ~ 0,0115
2 p, = (‘2*) .0,852- 0,152 ~ 0,0975
3 Py = (‘3‘) .0,85% - 0,15! ~ 0,3685
4 Py = (j) £0,85%-0,15° ~ 0,5220

Xvarhato értéke: M(X) =np = 40,85 = 3,4.
— _ = /7. ; _ Y51
Xszorésa: D(X) = \/np(1 —p) = /40,85 0,15 ==~ 0,7.

b) A 4 elemii mintaban akkor lesz legalabb egy selejtes csavar, ha nem mind a négy hibatlan
(X < 4), ami éppen az X = 4 komplementer eseménye.

PX<4)=1-PX =4)~1-0,5220 = 0,4780.
c) Legalabb 2 selejtes csavar akkor lesz a mintaban, ha maximum 2 hibatlan (X < 2).
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2) ~ 0,0005 + 0,0115 + 0,0975 = 0,1095.

d) Egy nelemii mintaban akkor lesz legalabb egy selejtes, ha nem mind az n hibatlan (X < n),
ami éppen az X = n komplementer eseménye. Ennek valdsziniisége:

PX<n)=1-PX=n)=1- (Z) £0,85" - 0,15°.
Ennek a valdsziniiségnek kell 80%-nal nagyobbnak lennie.

1- (Z) .0,85"-0,15° > 0,8
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1-085">0,8
0,85" < 0,2

Mivel mindkét oldal pozitiv és a 10-es alapu logaritmus szigoruan monoton névekvo, a két ol-
dal 10-es alapt logaritmusai kdzott is ugyanez a relacio teljestil.

lg 0,85™" <Ig 0,2
n-lg 0,85 <1g 0,2
Mivel Ig 0,85 < 0, ezért
g 0,2
~ 9,9,

> ~
"~ 1g 0,85

Tehat n = 10-re mar teljesiil a kivant feltétel, igy legalabb 10 elemii mintat kell venniink ah-
hoz, hogy 80%-nal nagyobb valoszinliséggel legyen benne selejtes csavar.

(11. Egy dobozban 20 db goly6 van, amelyek koziil 5 piros, a tobbi fehér szinti. Véletlenszeriien Vé- )
lasztva kivesziink egyszerre 3 goly6t. Jelolje az X valosziniiségi valtozo a piros golyok szamat a
mintaban.

a) Adja meg Xeloszlasat, varhato értékét és szorasat!
b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy a mintaban lesz legalabb egy piros goly6?
¢) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a mintaban legfeljebb egy piros golyo lesz?

Megoldas:

a) Mivel visszatevés nélkiili mintavétel torténik, és csak azt vizsgaljuk, hogy egy kivalasztott go-
ly6 a mintaban rendelkezik-e egy adott tulajdonsaggal vagy nem, az X valdszintiségi valtozo
hipergeometrikus eloszlasu, n =3, s =5 és N =20 paraméterekkel, ezért eloszlasat a

P(X=k)=(1i)((TIr\f)__§)

Mivel 3 elem a minta, X értékei: 0; 1; 2; 3.

képlet adja, ahol k az X lehetséges értékein fut végig.

Xeloszlasa:
X P(X = xi) =D
(5) (15) 15! 15-14-13
0 _N/\3/_3-121 _ _ 3l _ 25 03991
Po (20) 20! 20-19-18 1140
3 3171 30
5\ (15 15! 15-14
, _DG) _sm_ 5T s L
P1 (20) 20! 20-19-18 1140
3 37171 32!
5\ (15 5! 54
G s 515 aso
) _\2/\1/_ 2131 __ 2! = ~ 0,1316
P2 (20) 20! 20-19-18 ~ 1140
3 3171 32!
(5) (15) 5! 5-4
_\3)\o/)_2r3m _ r 10
3 P3=7720\ ~ 200 20-19-18 1140 00088
(3) 3171 3-2

18



b)

Xvarhato értéke:

=0,75.

S w

ME) =nS 3.~ =
TN T 207

X'szorasa:

DX) = ns(1 s)N—n_ 3-5 (1 5) 20-3 3 317 153~071
N N/N—-1 |20 20/ 20—1" |4 4 19 304
A 3 elemii mintdban akkor lesz legalabb egy piros golyd (X > 0), ha nem teljesiil az, hogy
nincs egy sem, ami éppen az X = 0 komplementer eseménye, ezért:

455
P(X>0)=1-P(X=0) =1~ 06009

Annak valdsziniisége, hogy a mintaban legfeljebb 1 piros golyo lesz (X < 1):

455 525 980

<1)= = == -
PX<D=PX=0+PX =1 =171+ 75=170

~ 0,8596.
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Ajanlott feladatok

Két dobokockaval dobunk egyszerre, és a dobott szamok Osszegét vizsgaljuk. Legyen az A4 ese-
mény az, hogy az dsszeg paratlan, a Besemény az, hogy az 6sszeg 3-mal oszthato és a Cpedig az,
hogy az 0sszeg nagyobb mint 6. Adja meg az alabbi eseményeket az 4, B és Cesemények segitsé-
gével!

a) Az Osszeg 6-tal oszthato;

b) Az 6sszeg hétnél kisebb vagy paratlan szam;

C) Az 6sszeg 6-nal nagyobb paros szam,;

d) Az 6sszeg 3-mal nem oszthato paros szam vagy 6-nal nagyobb;

e) Az Gsszeg éppen 6.

Egy 32 cm széles és 18 cm magas téglalap alaki monitoron véletlenszeriien felvillan egy-egy
pont. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket!

A ={a bal als6 sarokbol indulo atl6 folétt villan fel a pont};

B ={a képerny0 jobb felén villan fel a pont};

C ={aképerny6 kozéppontjahoz 4,5 cm-nél kozelebb villan fel a pont}.

Rajzolja le az alabbi eseményeknek megfeleld képernyorészeket!

a) A+B by A—C c) A+B
d C-B e) (A+C)-B f) C+(B-A)

Mekkora a valoészinilisége az a), b), ¢) pontokban megadott eseményeknek?

Két tavoli varos kozott vasuton és 1€gi uton szallitanak arukat. Az A esemény jelentse azt, hogy
egy adott napon van vasuti szallitas, a B esemény pedig azt, hogy van 1égi szallitas. Adja meg a
kovetkezd események jelentését szovegesen!

a A+B b) A-B c) A+B
d A+B e) A'B f) B+ (B-4)

Két kalapba szamozott golyokat raktunk. Az els6be 6 darab pirosat 1-t6l 6-ig szamozva, a maso-
dikba 4 darab fehéret 1-t6l 4-ig szdmozva. Kihtizunk mindkét kalapbol véletlenszeriien egy-egy
golyot.

a) Jelentse az 4 esemény azt, hogy a kihuzott golyokon 1év6 szamok szorzata 3-mal oszthatd, B
esemény pedig azt, hogy a szamok szorzata 10-nél kisebb. Adjamegaz A, B, A-BésA—B
események valoszinliségeit, valamint azt, hogy mekkora valdsziniiséggel kovetkezik be A4, fel-
téve, hogy B bekovetkezett!

b) Mennyi a kihtzott golyokon 1évé szamok szorzatanak varhato értéke, varhatd abszolut eltérése
€s szorasa?

Domonkosnak sok szabdlyos dobokockéja van. El6szor egy dobokockéval kezd el jatszani, és a
dobalas kozben a kovetkezo kérdéseken gondolkozik:

a) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy négy egymas utani dobasbol legalabb egyszer sikertil ha-
tost dobni?

b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy csak negyedikre sikertil eldszor hatost dobni?

¢) Mennyi annak a valosziniisége, hogy legfeljebb 10-szer kell dobni az els6 hatosig?

Ezutan tobb kockaval dob egyszerre, €s a kdvetkezokre kivancsi:
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10.

d) Legalabb hany kockat kell feldobni egyszerre ahhoz, hogy 90%-nal nagyobb valdsziniiséggel
legyen koztiik hatos?

e) Vajon hany kockat kell egyszerre feldobni ahhoz, hogy a legnagyobb valosziniiséggel legyen
koztiik pontosan egy hatos?

Adja meg a helyes valaszokat Domonkos fenti kérdéseire!

Egy 3 cm ¢l fakockat befestettiink pirosra, majd feldaraboltuk 27 db 1 cm éli kisebb kockara, s
utana mindet beleraktuk egy dobozba. Pakolas kdzben véletleniil kiborult a doboz, és a kockak
szétgurultak a f61don. Mekkora annak a valdszintisége, hogy a szétgurult kockak kozott van olyan,
amelyiknek piros lapja van feliil?

Egy jol megkevert 32 lapos magyarkértya-paklibdl kihtizunk 5 lapot. Mennyi a valdsziniisége
annak, hogy a kihtzott 5 lap kozott lesz

a) pontosan harom zo6ld;
b) legalabb harom zold,
C) pontosan egy par? (A par két azonos értéki, de kiilonb6z6 szinii lap. Példaul két darab hetes.)

Egy tlizijaték befejezéseként fellonek 4 kék, 3 sarga és 5 zold rakétat egymas utan. A rakétak fel-
16vési sorrendje véletlenszer(i. Az azonos szin{i rakétakat nem kiilonboztetjiik meg.

a) Mennyi annak a valoszintlisége, hogy a z61d rakétakat egymas utan 16vik fel?

b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a fell6tt rakétak koziil az els6 két rakéta zold, a harmadik
sarga €s az utolso kék lesz?

C) Mennyi annak a valosziniisége, hogy nem 16nek ki egymas utan két zold szinti rakétat?

A ,bergengdc” lottoban kétszer htiznak egy jatéknapon. Bandi egy szelvénnyel jatszik, az adott
jatéknapon mindkét huzasnal nyerhet ugyanazzal a szelvénnyel.

a) Mekkora annak a valoszinlisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak legalabb egy telitalalata
lesz, ha p annak a valdszintisége (0 < p < 1), hogy egy szelvényen egy huzas esetén telitala-
lata lesz?

Megvaltoztattak a jatékszabalyokat: minden jatéknapon csak egyszer hiiznak (mas jatékszabaly
nem valtozott). Bandi most két (nem feltétleniil kiilonbozden kitoltott) szelvénnyel jatszik.

b) Mekkora annak a valosziniisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak telitalalata lesz valame-
lyik szelvényén?

C) A telitalalat szempontjabol az a)-ban vagy a b)-ben leirt jaték kedvez6bb Bandi szamara?

(Emelt szintii matematika érettségi 2010. oktober)

Egy gimnazium 10. évfolyaman sokan jarnak szakkorokre. Tobbek kozott matematika, fizika és
kémia szakkorre is. Véletlenill talalkozunk az iskola folyosojan egy tizedikes diakkal, és megkér-
dezziik tdle, hogy milyen szakkorokre jar. Legyen az M esemény az, hogy ez a tanuld jar matema-
tika szakkorre, Faz, hogy fizikara, K'pedig az, hogy kémia szakkorre. Ismerjiik a kovetkez6 valo-
szintiségeket:

P(M) =0,5; P(M-F) =0,25; P(M-F-K)=0,1, P(F)=04
P(M-K)=0,15; P(K)=0,33; P(F-K)=0,2.
a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy ezek koziil legalabb az egyik szakkorre jar a tanulo?

b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy ezek koziil pontosan két szakkorre jar?
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11. Egy kosarban 25 huasvéti tojast visziink. A kosarban vannak egyszinii piros tojasok és himes toja-
sok is. Utkdzben hozziitddott a kosar egy jarokeldhoz, igy tobb tojas megrepedt. A baleset utan
véletlenszerlien kivalasztva egy tojast a kosarbol, 0,2 valosziniiséggel vesziink ki épen maradt pi-
ros tojast, 0,2 valosziniiséggel valasztunk €p himes tojést és ugyancsak 0,2 valosziniiséggel meg-

repedt nem piros szinii himes tojast is. Piros szinli himes tojast > repedt piros szinii himes tojast
pedig 5z valoszintiséggel vehetiink ki. Egy megrepedt nem himes piros tojast ugyanakkora valo-

szintiséggel valaszthatunk ki, mint egy repedt, se nem piros, se nem himes tojast. Mekkora valo-
szintiséggel huzhatunk a kosarbdl olyan épen maradt tojast, amelyik nem piros és nem is himes?

12. Egy pok beszott haloval egy 6 cm sugara kor alaka nyilast az abran lathaté moédon. A kozéppont-
bol indulva sugarirdnyban 1 cm-enként kdvetkeznek a pokfonalbol készitett szabalyos hatszogek.
A pok észrevette, hogy fennakadt egy muslinca a haloban. Feltételezziik, hogy a muslinca pontsze-
rli és barhol a fonalon egyenlé valosziniiséggel akadhatott fenn.
a) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy sugariranyt szalon akadt fenn?

b) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy beliilr6l a harmadik hatszogén vagy attol befelé 1évo
szalon akadt fenn a muslinca?

( )

N J

13. Egy 4 egység oldalt négyzet kozéppontja A, egyik oldalanak felezépontja B. Véletlenszeriien ki-
valasztjuk a négyzet egy az AB egyenesére nem illeszkedé € pontjat. Mekkora annak a valdszinii-
sége, hogy az ABCharomszog
a) tompaszogl;

b) derékszogi lesz?

(" )
C
A B
&
\_ J

14. Az x? + bx + 4 = 0 egyenletben a b paraméter értékét véletlenszeriien valasztjuk a [—6; 6] inter-
vallumbol. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy legfeljebb egy valds gyoke lesz az egyenletnek?
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15.

16.

17.

18.

19.

Péter és Judit talalkozot beszélnek meg este 7 és fél nyolc kozott. Mivel tomegkodzlekedési esz-
kozzel utaznak, bizonytalan az érkezésiik. Judit 5 percet hajland6 varni Péterre, mig Péter 10 per-
cet Juditra. Mekkora valoszintiséggel sikeriil talalkozniuk?

Egy z6ldség-kiskeresked6hoz egy banan- és egy mandarinszallitmany érkezett. A szallitas soran a
mandarinszallitmany negyede veszitett az értékébdl, a bananszallitmany 60%-a talérett, a gyiimol-
csOk tobbi része elsd osztalyt maradt. A kiskereskedd, mieldtt atvette a két szallitmanyt, ellendriz-
te az aru mindségét. Kivalasztott az egyik szallitmanybol véletlenszertien egy gyiimolcsot. A kiva-
lasztott gylimdlcs elsé osztalytnak bizonyult, ezért visszatették a helyére. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy ha ugyanabbdl a gyiimélcsfajtabol megint kivesz egy darabot, az ismét els6 osztalya
lesz?

Egy szamitogépgyar 3 tavol-keleti cégtdl szerzi be ugyanazt az alaplapot: egy kinai, egy tajvani és
egy koreai cégt6l. A kinai beszallitotol az alaplapok 45%-at, melyek 0,5%-a hibas, a tajvani cégtol
az alaplapok 30%-at, melyb6l minden 100. hibas. A maradék alaplapokat a koreai cég gyartja
3,5%-o0s hibaarannyal. Mennyi a valdszintisége annak, hogy

a) egy alaplapot véletlenszertien kivalasztva, az jo;
b) azalaplap jo, feltéve, hogy kinai a beszallito;

€) nem Koreai az alaplap, feltéve, hogy jo;

d) jo az alaplap, feltéve, hogy nem koreai?

Vizsgalja meg, hogy a lottosorsolasnal kihuzott 6t nyer6szambol hany oszthato ottel! Jelolje ezt a

szamot X-szel!

a) Adja meg az X valosziniiségi valtozo eloszlasat, varhato értékét, varhato abszolut eltérését és
szOrasat!

b) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a kihuzott szamok kozott tobb 6ttel oszthatod lesz, mint
ottel nem oszthat6?

Egy rendezvényre késziilédve 50 poharat tesznek ki egy asztalra. A poharak kozott 5 olyan van,
amelyik hibas, mert csorba a széle.

a) Az egyik felszolgal6 az asztalrol elvesz 10 poharat, és ezekbe tditditalt tolt. Szamitsa ki annak
a valosziniiségét, hogy legfeljebb 1 csorba szélii lesz a 10 pohar kozott!

A poharakat eléallito gyarban két gépsoron késziilnek a poharak, amelyek kiilsére mind egyfor-
mak. Az elsé gépsoron gyartott poharak 10%-a selejtes.

b) Szamitsa ki annak a valoszintiségét, hogy az els6 gépsoron gyartott poharak koziil 15-6t vélet-
lenszer(ien, visszatevéssel kivalasztva kozottilk pontosan 2 lesz selejtes!

A masodik gépsoron késziilt poharak 4%-a selejtes. Az Gsszes pohar 60%-at az elsé gépsoron,
40%-at a masodik gépsoron gyartjak, az elkésziilt poharakat 0sszekeverik.

C) Az elkésziilt poharak koziil véletlenszeriien kivalasztunk egyet, és azt tapasztaljuk, hogy az se-
lejtes. Mekkora annak a valosziniisége, hogy ez a pohar az els6é gépsoron késziilt?

(Emelt szintii matematika érettségi 2012. mdjus)
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20.

21.

Egy csalad autdval utazik, és a gyerekek abban versengenek, hogy ki lat meg hamarabb olyan
autdt, amelyiknek a rendszdmaban legalabb két kilences szerepel. Feltételezziik, hogy csak azok
az autok szamitanak, amelyek rendszamaban harom betiit harom szamjegy kovet, és az ilyen rend-
szamu autok barmelyikével egyenld valoszintiséggel talalkozhatnak. Ugyanazzal az autoval tobb-
szOr is talalkozhatnak.

a) Mekkora annak a valdszinlisége, hogy az elsé meglatott auté rendszamaban lesz legalabb két
kilences?

b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy az els6é 20 autd kozott egy vagy két ilyen rendszamu
autoval talalkoznak?

c) 100 autonként atlagosan hany ilyen rendszamu autora szamithatnak az Gt soran a gyerekek?

d) Legalabb hany autoval kell talalkozniuk ahhoz, hogy 80%-nal nagyobb valdszintiséggel lassa-
nak ilyen rendszamot?

Egy eldzetes felmérés szerint egy 1200 f6s faluban 600-an a kormanypartra szavaznanak, 400-an
mas partra és 200-an még nem tudjak, vagy nem mennének el szavazni. Egy kdzvélemény-kutato
cég véletlenszertien kivalasztott 20 embert fog megkérdezni az elézetes felmérés szerinti biztos
szavazok kozil arrél, hogy a kormanypartra szavazna-e, vagy nem. A cég matematikusai azt akar-
jék kiszamolni, mekkora a valdsziniisége annak, hogy

a) éppen hatan nem fognak a kormanypartra szavazni a huszbol;

b) legalabb ketten a kormanypartra fognak szavazni.

A matematikusok egyik része a visszatevés nélkiili modellel (hipergeometrikus eloszlast feltéte-
lezve), masik része pedig a visszatevéses modellel (binomidlis eloszlast feltételezve) szamol.
Mekkora lesz az eltérés az egyes kérdésekre kapott eredmények kozott a két matematikus csoport
esetében?
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Az ajanlott feladatok megoldasai

1. Két dobokockaval dobunk egyszerre, és a dobott szamok Osszegét vizsgaljuk. Legyen az A ese-
mény az, hogy az Osszeg paratlan, a Besemény az, hogy az dsszeg 3-mal oszthato és a C pedig az,
hogy az 6sszeg nagyobb mint 6. Adja meg az alabbi eseményeket az 4, B és C események segit-
ségével!

a) Az Osszeg 6-tal oszthato;

b) Az 6sszeg hétnél kisebb vagy paratlan szam;

C) Az 6sszeg 6-nal nagyobb paros szam,;

d) Az 6sszeg 3-mal nem oszthato paros szam vagy 6-nal nagyobb;
e) Az Gsszeg éppen 6.

Megoldas:

H ={a két kockaval dobott szdmok 0sszege};

A ={az 6sszeg paratlan}; B ={az dsszeg 3-mal oszthatdé}; C ={az 6sszeg 6-nal nagyobb}.
AzAC H,B S H,C < H. Akomplementer-képzést H-ra vonatkoztatva az eredmények:

a) A-B by C+A4 c) C-A
d (B-4)+¢C e) C-B-A
Megjegyzés:

A fenti H eseménytér elemi eseményei a lehetséges Osszegek altal alkotott egy elemii halmazok.
Ezek az elemi események nem egyenld valdszintiségliek, ezért nem klasszikus valdszinliségi me-
z6t kaptunk.

2. Egy 32 cm széles és 18 cm magas téglalap alak(i monitoron véletlenszeriien felvillan egy-egy
pont. Tekintsiik a kovetkezé eseményeket!

A ={a bal als6 sarokbo6l indul6 atlo folott villan fel a pont};
B ={a képerny0 jobb felén villan fel a pont};
C ={aképerny6 kozéppontjahoz 4,5 cm-nél kozelebb villan fel a pont}.

Rajzolja le az alabbi eseményeknek megfeleld képerny6 részeket!

a) A+B by A—C c) A+B
d CB e) (A+C)'B f) C+(B-4)

Mekkora a valészinilisége az a), b), ¢) pontokban megadott eseményeknek?
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Megoldas:

a) A+B;P(A+B)=1 b) A—C;P(A—C) ~ 0,4448.
A-i-B ’,”’ L= ’//
1 _od Pie
! -7 \
A LA B A ]
,’ 1 ,'.
’/ : ,’t'\\\-_"/
z”’ ' //
) A+B;P(A+B)==: d C-B
_
A+B : //
| -
A = B B-C B
e) (A+C)-B
A
Megjegyzés:

A hatéarvonalak figyelembevétele vagy elhanyagoldsa nem valtoztat a kérdéses események valo-
szinliségein.

Két tavoli varos kozott vasuton és 1égi iton szallitanak arukat. Az 4 esemény jelentse azt, hogy
egy adott napon van vasuti szallitas, a B esemény pedig azt, hogy van légi szallitds. Adja meg a
kovetkez6 események jelentését!

a) A+B b) A-B c) A+B
d A+B e) A'B f) B+ (B-A)
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Megoldas:

a) A+B Vasuti vagy légi szallitas koziil legalabb az egyik van az adott napon.
b) A—-B Van vasuti, de nincs 1égi szallitas az adott napon.

c) A+B Az adott napon nincs vasuti szallitas, vagy nincs légi szallitas.

d A+B Az adott napon vasuti szallitas van, vagy nincs 1égi szallitas.

e) A-B Se vasuti, se légi szallitas nincs az adott napon.

fy B+(B-A) | B+ (B-A)=A+ B, tehat megegyezik az a) esettel.

4. Két kalapba szamozott golyokat raktunk. Az els6be 6 darab pirosat 1-t6l 6-ig szamozva, a maso-
dikba 4 darab fehéret 1-t6l 4-ig szdmozva. Kihtizunk mindkét kalapbol véletlenszeriien egy-egy
golyot.

a) Jelentse az 4 esemény azt, hogy a kihuizott golyokon 1év6 szamok szorzata 3-mal oszthatd, B
esemény pedig azt, hogy a szamok szorzata 10-nél kisebb. Adjamegaz A, B, A-BésA—B
események valoszinliségeit, valamint azt, hogy mekkora valdsziniiséggel kovetkezik be A4, fel-
téve, hogy B bekovetkezett?

b) Mennyi a kihtzott golyokon 1évé szamok szorzatanak varhato értéke, varhato abszolut eltérése
és szOrasa?

Megoldas:
a) A ={aszorzat 3-mal oszthato} [B = {a szorzat 10-nél kisebb}|.
1 2 3 4
1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 | 12
4 8 | 12 | 16
5110 | 15 | 20
6 | 12 | 18 | 24

H={(@b)|1<a<61<b<4; abeN} igy|H| =24

— 19 ard _la_1 — 15 e _la_s
|A| = 12; ezért P(A) = T |B| = 15; ezért P(B) = TS
. B| = 6; ezé .y =Bl _1 _Bl = 6 ezé _py_la-Bl _1
|A-B| =6;ezért P(A-B) = T |A—B| =6;ezért P(A—B) = T
1
_PA4B) _ 3 _2
P(A|B) = b6 : =<

b) Legyen X valdszinliségi valtozo a kihtizott szamok szorzata. X lehetséges értékeit, azok gya-
korisagait és valoszinliségeit a kovetkez0 tablazat mutatja.
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x| 1|2 |3|4|5|6|8]|9|10/12|15|16|18 |20 |24
k{122 313|211 |3|1|1|1]1]1
1223132113 |1|1]11]1
Pil22|22 |24 |22 |24 |74 |22 |24 |24 |24 | 24 | 24 |20 | 74 | 2a
varhato értek: varhat6 abszolt eltérés: szoras:
15 15 15

M(X) = inpi — 8,75. Z|xl~ —MO)lp: =504 | D(X) = Z(xi — M(X))?p; = 6,1.

i=1 i=1 i=1

5. Domonkosnak sok szabalyos dobdkockéja van. El6szor egy dobokockaval kezd el jatszani, és a
dobalas kozben a kovetkezo kérdéseken gondolkozik:

a)

b)
c)

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy négy egymas utani dobasbol legalabb egyszer sikeriil ha-
tost dobni?

Mennyi annak a valoszinlisége, hogy csak negyedikre sikeriil el6szor hatost dobni?

Mennyi annak a valdsziniisége, hogy legfeljebb 10-szer kell dobni az els6 hatosig?

Ezutan tobb kockaval dob egyszerre és a kovetkezOkre kivancsi:

d)

€)

Legalabb hany kockat kell feldobni egyszerre ahhoz, hogy 90%-nal nagyobb valdsziniiséggel
legyen koztiik hatos?

Vajon hany kockat kell egyszerre feldobni ahhoz, hogy a legnagyobb valdsziniiséggel legyen
koztiik pontosan egy hatos?

Adja meg a helyes valaszokat Domonkos fenti kérdéseire!

Megoldas:

a)

b)

Legyen az A esemény az, hogy legalabb egyszer hatost dobtunk a négy dobasbodl. Egyszeriibb
A komplementerének a valdsziniiségét meghatarozni, igy P(A) = 1 — P(A). Annak a valoszi-

niisége, hogy egy dobas nem hatos: Z. Az egymast kdvetd dobasok fliggetlen események, ezért
5\* 5)4 _ 671

P(A) = (g)  P(A) =1— (g = e ~ 0518,

Jelolje B a vizsgalt eseményt. Annak valosziniisége, hogy az elsé harom dobas egyike sem ha-
3
tos: (Z) . Egy dobés % valoszinliséggel hatos. Ezért:

P(B) = (5)3 Lo 12 0096

B =\5) &= 1206 ~ ¥0%
Legyen a C;esemény az, hogy elsére sikertil hatost dobni. P(C;) = %.
A C, esemény az, hogy masodikra. P(C,) = b
, , 5 2 1 5 3 1 5
fgy tovibb: P(C:) = (3) 5 P(C) = (3) +5 - PG = ()

Legyen a € esemény az, hogy legfeljebb 10-szer kell dobnia az elsé hatosig.

10
C = Z Cl"
i=1
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d)

C egymast kizard események Osszege, ezért

10
P(C) = z P(C).
i=1

n-1

AP(C,) = (2) -% mértani sorozat, P(C;) = %, q= 2. Tehat a keresett valoszintliség:
5\ 10
1 () -t 5"
P(C) == =1- (—) ~ 0,8385.
6 5 1 6
2=

Megjegyzés:
A keresett valasz a komplementer esemény valdsziniiségének meghatarozasaval is megadhato.

Legyen n a kockak szdma. Legyen D az az esemény, hogy a feldobott n kockabdl legalabb egy
hatos. Milyen n esetén teljesiil, hogy P(D) > 0,9?
Egyszertibb attérni D komplementer eseményére és azt vizsgalni, hogy milyen n esetén telje-

J— n
silaz1 —P(D) > 0,9, ami az (2) < 0,1 egyenlodtlenséghez vezet.
Ennek megoldasa: n > 12,63; vagyis legalabb 13 kockat kell egyszerre feldobni.

Legyen n a kockak szama és az £ esemény az, hogy a feldobott n kockabol pontosan egy ha-
tos. P(F) maximumat keressiik n fiiggvényében. Az n feldobott kocka kozo6tti hatosok szama
binomialis eloszlasu valosziniiségi valtozo, ezért:

ro=-0)¢@ 56

. . n 5 n-1 + o ’ 5 x-1 + L H S
Tekintsik az n = =- (g) ,n € N* figgvény f(x) ==+ (g) ,x € R™ Kiterjesztését!

o IR

Ez derivalhatd, és megkeressiik a szélsdértékét.

) = 1 (S)x_l_l_x | 5 (5>x_1 1
=515 6 "6 \6) 6
Az f'(x) = 0 egyenlet megoldasa:

5 x—1

3) -<1+x-lng).

= ! 5,48
x——l—§~ , .
ng

Itt a derivalt pozitivbol negativba valt, tehat lokalis maximuma van f-nek.
n-1
Az eredeti n - g- (%) ,n € NT fiiggvény n = 5 vagy n = 6 esetén maximalis.
\5—1 /575
@ =0
\6-1  /5\5
@ =@

Tehat 5 és 6 kockanal egyenléen maximalis a valdszintisége annak, hogy pontosan 1 kockan
lesz 6-0s.

n = 5-nél:

n = 6-nal:

ol onlun

Egy 3 cm ¢élu fakockat befestettiink pirosra, majd feldaraboltuk 27 db 1 cm éla kisebb kockara, s
utana mindet beleraktuk egy dobozba. Pakolds kozben véletleniil kiborult a doboz és a kockak
szétgurultak a foldon. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a szétgurult kockak kozo6tt van olyan,
amelyiknek piros lapja van feliil?
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Megoldas:

A feldarabolas utan kapott kockak pirosra festett lapjaik szama szerint csoportosithatok.

piros lapok szdma | P(felil piroslap) | P(felil fehér lap) kockék szdma
3 ! ! 8
2 2
) 1 2 12
3 3
1 ! > 6
6 6
0 0 1 1

Legyen az A esemény az, hogy van olyan kocka, amelyiknek piros lapja van feliil. Térjiink at A
komplementer eseményére, ami azt jelenti, hogy minden kockanak fehér lapja van feliil. Az egyes
kockak leesésének kimenetelét nem befolyasolja a tobbi kocka, igy leesésiik a tobbitdl fiiggetlen
kisérletnek tekinthetd. Ezért

@ =) O Q) 1 = = = 10”
()_E § g T 28.312.46  22.318 :

P(A) =1-P(A) = 0,99999.

Egy jol megkevert 32 lapos magyarkartya-paklibol kihuzunk 5 lapot. Mennyi a valészinlisége
annak, hogy a kihtizott 5 lap kozott lesz

a) pontosan harom zold;
b) legalabb harom zold,
C) pontosan egy par? (A par két azonos értéki, de kiilonb6z6 szinii lap. Példaul két darab hetes.)

Megoldas:

a) A ={pontosan harom z6ld a kihuzott 5 lapbol}.

8 24
(3)'(2)_56-276_ 69

(352) "~ 201376 899

b) B ={legalabb 3 z5ld a kihuzott 5 lapbol}.
(g) ' (224) (g) ' (214) (g) ' (204) _ 56-276+70-24+56-1 _

(352) + (352) + (352) = 201376

P(A) =

~ 0,0768.

P(B) =

17192 0.0854
T 201376 '

30




c)

C ={pontosan egy par a kihuzott &t lapbol}.
. (32

e Az 3sszes eset: ( 5 )

e Melyik fajta lapbol van egy par? (?) lehetdség.

o Melyik két szinb6l ll a par? (‘2‘) lehetdség.

o A tobbi 3 lap egymastol és az ,,egy par” fajtajatdl is kiilonbozo legyen. (g) lehetdség.
E harom lap lehet:

s (4) yq
e egyszinii: | | lehetdség;

e 2 kiilonb6z0 szinii: (g) a két szin kivalasztasi lehet6ségeinek szama, a kivalasztott két

szinbdl (i)—féleképpen adhat6 meg 2 kartya kdzos szine, és (g)—féleképpen lehet Ki-
valasztani azt a két kartyat, amelyeknek azonos lesz a szine.

Ez dsszesen (g) . (i) . (g) lehetdség;

e 3 kiilonb6z0 szinii: 4 - 3 - 2 lehetdség.

(;3) ' (g) ' (;) ' [(;L) + (3) ' @ ' (3) +4-3-2 107520 _ 480

(352) ~ 201376 899

P(C) = ~ 0,5339.

Egy tlizijaték befejezéseként fellonek 4 kék, 3 sarga és 5 zold rakétat egymas utan. A rakétak fel-
lovési sorrendje véletlenszerii. Az azonos szinil rakétakat nem kiilonbdztetjiik meg.

a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a zold rakétakat egymas utan 16vik fel?
b) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy a fellétt rakétak koziil az els6 két rakéta z61d, a harmadik
sarga ¢s az utols6 kék lesz?
€) Mennyi annak a valosziniisége, hogy nem 16nek ki egymas utan két zold szinti rakétat?
Megoldas:
a) A kedvezo esetek szama:
Az 5 z61d rakétat egynek tekintve 8 elem ismétléses permutacidinak szamat kell meghataroz-
nunk, ahol 4, 3, 1 az ismétl6d6 elemek szdma. Ennek értéke:
8!
IEETRE TR
Az Osszes eset szama: 12 elem ismétléses permutacidinak szama, ahol 4, 3, 5 az ismétl6do
elemek szdma, ami
12t
T 27720.
P = 280 _1 0,0101
27720 99 T
b) Rogzitett helyek: ZZ-xxxxxxxxK. Az x-szel jelolt 8 helyen 3 z6ld, 2 sarga és 3 kék rakéta 16he-

t0 fel. Ezért:

8!
33T 560 2
p= = = = ~0,0202.
121~ 27720 99 ~ %020
41-31-5]l
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c) A 3sarga és a 4 kék rakéta kilovési sorrendje: 4%' = 35-féle lehet. Minden egyes sorrendben

g) = 56-féleképpen lehet-

séges. Igy azoknak a kilovési sorrendeknek a szama, amelyekben nincs két zold rakéta egymas
utan: 3556 = 1960.

8 hely koziil valaszthatjuk valamelyik 5-6t a z61d rakétaknak, ami (

P = 1960 _ 7 0,0707
2772099 T
A ,bergengoc” lottoban kétszer hiiznak egy jatéknapon. Bandi egy szelvénnyel jatszik, az adott
jatéknapon mindkét huizasnal nyerhet ugyanazzal a szelvénnyel.

a) Mekkora annak a valosziniisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak legalabb egy telitalalata
lesz, ha p annak a valdsziniisége (0 < p < 1), hogy egy szelvényen, egy hizas esetén telitala-
lata lesz?

Megvaltoztattak a jatékszabalyokat: minden jatéknapon csak egyszer hiiznak (mas jatékszabaly

nem valtozott). Bandi most két (nem feltétleniil kiilonbozden kitoltott) szelvénnyel jatszik.

b) Mekkora annak a valosziniisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak telitalalata lesz valame-
lyik szelvényén?

C) A telitalalat szempontjabdl az a)-ban vagy a b)-ben leirt jaték kedvez6bb Bandi szamara?

(Emelt szintii matematika érettségi 2010. oktober)

Megoldas:

a) Legyen az 4 esemény az, hogy az els6 huzasnal telitalalatos a szelvény, a B pedig az, hogy a
masodiknal. P(A) = P(B) = p, valamint az A4 és Bfiiggetlen események.
Legalabb egyszer telitalalatos a kovetkezd esetekben lehet a szelvény:

Bekovetkezett esemény Valosziniiség

Az els6é huzasnal telitalalatos a szelvény, a ma-
sodiknal nem, tehat az A - B esemény kovetke- P(A . B) =p(1-p) =p—p?
zett be.

Az els6 huzasnal nem telitalalatos a szelvény, a
masodiknal igen, tehat az A - B esemény kovet- P (A . B) =(1—-p)p=p-p?
kezett be.

Mindkét huzasnal telitalalatos a szelvény, tehat

"B = 1 = 12
az A - B esemény kovetkezett be. P(A-B)=pp=p

E harom esemény paronként egymast kizaro, ezért 6sszegiik valdszinlisége az egyes esemé-
nyek valoszinliségeinek dsszegével egyenld. P[(A “B)+(A-B)+ (A~ B)] = 2p — p2.

b) Két esetet kell vizsgalni annak alapjan, hogy Bandi a két szelvényét azonosan vagy kiilonbo-
zben toltdtte-e Ki.

Ha Bandi két egyforma szelvényt t6lt ki, akkor a telitalalat esélye p.
Ha Bandi a két szelvényt kiillonbdzéen tolti ki, akkor a telitalalatanak esélye 2p.

¢) Ha Bandi két egyforma szelvényt t6lt ki, akkor a kérdés az, hogy 2p — p? vagy p a nagyobb.
Mivel 0 < p < 1, ezért 2p — p? — p = p(1 — p) > 0, tehat az els6 jatékszabaly kedvezébb.

Ha Bandi két kiilonbdz6 szelvényt tolt ki, akkor a kérdés az, hogy 2p — p? vagy 2p a na-
gyobb. Mivel p? > 0, ezért 2p — p? < 2p, tehat a masodik jatékszabaly kedvezébb.
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10.

11.

Egy gimnazium 10. évfolyaman sokan jarnak szakkorokre. Tobbek kozott matematika, fizika és
kémia szakkdrre is. Véletleniil talalkozunk az iskola folyosojan egy tizedikes diakkal, és megkér-
dezziik t6le, hogy milyen szakkorokre jar. Legyen az M esemény az, hogy ez a tanuld jar matema-
tika szakkorre, Faz, hogy fizikara, K pedig az, hogy kémia szakkorre. Ismerjiik a kdvetkezd valo-
szintiségeket:

P(M) =0,5; P(M-F) =0,25; P(M-F-K)=0,1, P(F)=04

P(M-K) = 0,15; P(K) = 0,33; P(F-K)=0,2.
a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy ezek koziil legalabb az egyik szakkorre jar a tanuld?
b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek koziil pontosan két szakkorre jar?

Megoldas:

a) Legalabb az egyik szakkorre jar, tehat az M + F 4+ K esemény kovetkezik be.
PM+F+K)=PM)+P(F)+P(K)—P(M-F)—P(M-K)—P(F-K)+P(M-F-K).
P(M+F+K)=0,73.

b) Pontosan két szakkorre jar P(M - F) + P(M-K) + P(F-K) —3:P(M - F - K) = 0,3 valoszi-
nliséggel.

Egy kosarban 25 husvéti tojast visziink. A kosarban vannak egyszinii piros tojasok és himes toja-
sok is. Utkdzben hozziitddott a kosar egy jarokeldhoz, igy tobb tojas megrepedt. A baleset utan
véletlenszerlien kivalasztva egy tojast a kosarbol, 0,2 valosziniiséggel vesziink ki épen maradt pi-
ros tojast, 0,2 valosziniiséggel valasztunk €p himes tojast és ugyancsak 0,2 valosziniiséggel meg-

repedt nem piros szinii himes tojast is. Piros szinii himes tojast = repedt piros szinli himes tojast
pedig 7 valoszinliséggel vehetiink ki. Egy megrepedt nem himes piros tojast ugyanakkora valo-

szinliséggel valaszthatunk ki, mint egy repedt, se nem piros, se nem himes tojast. Mekkora valo-
szintiséggel huzhatunk a kosarbdl olyan épen maradt tojast, amelyik nem piros és nem is himes?

Megoldas:

Legyen K ={a kosarban 1év0 tojast huzunk};

A ={piros tojast huizunk}; B ={himes tojast huzunk}; C ={repedt tojast htizunk}.
A feladat szovegébol tudjuk:

ép piros tojas P(A-C)=0.2= 2_55

ép himes tojas P(B-C)=02= 2_55

megrepedt nem piros szinli himes tojas P(B-C—A)=0.2= 2—55
. , ., 2 10

piros himes tojas P(A . B) = s = =

repedt piros szinli himes tojas P(A-B-C) = %

Egy megrepedt nem himes piros tojast ugyan- .
akkora valosziniiséggel valaszthatunk ki, mint P(A-C—-B) = P(C —(A+ B)) =
egy repedt, se nem piros, se nem himes tojast.

Mekkora valészinliséggel htizhatunk a kosarbol L
olyan épen maradt tojast, amelyik nem piros és P(A ‘B-C ) =L =
nem is himes?
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A tablazat alapjan kit6lthetd az alabbi abra a megfelel6 valosziniiségekkel.

(- )

K

5

o _J

A beirt valosziniségek dsszege 1, tehat
2+3+2+7+5+2x+y—1
25 25 25 25 25 25 25

19+ 2x+y =25
2x+y=6; x,y€EN

X: 0 1 2 3
y: 6 4 2 0
Y. 6 4 2 0
25 25 25 25

A keresett valoszinliség lehetséges értékei:

6 4 2
25’ 25’ 25’

12. Egy pok beszott haloval egy 6 cm sugaru kor alaku nyilast az abran lathaté modon. A kézéppont-
bol indulva sugariranyban 1 cm-enként kdvetkeznek a pokfonalbol készitett szabalyos hatszogek.
A pok észrevette, hogy fennakadt egy muslinca a haloban. Feltételezziik, hogy a muslinca pontsze-
rli és barhol a fonalon egyenld valoszintiséggel akadhatott fenn.

a) Mekkora a valoszintisége annak, hogy sugariranyt szalon akadt fenn?
b) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy beliilr6l a harmadik hatszogén vagy attol befelé 1évo
szalon akadt fenn a muslinca?
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13.

Megoldas:
A megoldast geometriai valosziniiségi mezében adjuk meg. A valasztott mérték a hosszmérték.
A pokhalot alkoto fonal u(H) teljes hosszat a 6 darab sugariranyt szal hosszanak és 6 darab sza-

balyos hatszog keriiletének Gsszege adja. A szabalyos hatszogek kertiletei szamtani sorozatot al-
kotnak.

6+ 36
u(H)y=6-6+6- =162 cm.

a) Legyen az 4 esemény az, hogy sugariranyu szalon akadt fenn a muslinca!
u(A) = 36, ezért
A 36 2
peay = A _ 36 _2
u(H) 162 9
b) Legyen a B esemény az, hogy beliilr6l a harmadik hatszogon vagy attol befelé 1év6 szalon
akadt fenn a muslinca!

6+ 18
u(B)=6-3+3- = 54,
_uB) 54 1
PB) = =162 3

Egy 4 egység oldali négyzet k6zéppontja A4, egyik oldalanak felezépontja B. Véletlenszeriien ki-
valasztjuk a négyzet egy az AP egyenesére nem illeszkedé € pontjat. Mekkora annak a valdszinii-
sége, hogy az ABC haromszog

a) tompaszog;
b) derékszogi lesz?

( )
G
A B
3
Cy
\_ J

Megoldas:
A megoldast geometriai valosziniiségi mezdben adjuk meg. A valasztott mérték a teriilet.
A Heseménytér a 4 egységnyi oldala négyzet. u(H) = 16.

a) Tompaszdgii az ABC haromszog, ha valamelyik csucsanal tompaszdge van.
o Haaz A4 cstcsnal van a tompaszdg, akkor a négyzet bal oldali felén 1évé € pontok felelnek
meg (kivéve az AB egyenesének pontjait).
A Bcstcsnal legfeljebb derékszog lehet.
A C cstcsnal akkor lesz tompaszog, ha Caz AB szakasz folé rajzolt Thalész-koron beliil
van (kivéve az AB szakasz pontjait).
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Legyen a Tesemény az, hogy az ABC haromszog tompaszogi lesz.

( )

. J

w(T =8+1%>1=8+m=~ 11,14,

_y(T)_8+7T
P =@~ 16

~ 0,6963.

b) Legyen a Desemény az, hogy az ABCharomszog derékszogii lesz.
Derékszogii lesz az ABC haromszog, ha € az alabbi abran lathato zold szinili gérbék valamely
pontja. Mivel e vonalak teriilete 0, ezért u(D) = 0, igy a keresett valoszintiség is P(D) = 0.

(. A

. J

Megjegyzés:
A D esemény nem lehetetlen esemény, hiszen végtelen sok pont megfelel a feltételnek, de va-
16szintisége mégis 0.

14. Az x* + bx + 4 = 0 egyenletben a b paraméter értékét véletlenszeriien valasztjuk a [—6; 6] inter-
vallumbol. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy legfeljebb egy valds gyoke lesz az egyenletnek?

Megoldas:

Legyen az A esemény az, hogy legfeljebb egy valds gyoke van a masodfoku egyenletnek! Ez ak-
kor kdvetkezik be, ha a diszkrimindns nempozitiv: b2 — 16 < 0, azaz, hab € [—4;4].

Geometriai valdszinliségi mezében az eseménytér legyen a H = [—6; 6] intervallum, a valasztott
mérték pedig a hosszmérték. u(H) = 12. A = [—4; 4] és u(A) = 8. Ekkor
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15.

16.

©(A)

uA) _2
u(H) 3

P(4) =
Péter és Judit talalkozot beszélnek meg este 7 és fél nyolc kozott. Mivel tomegkozlekedési esz-

kozzel utaznak, bizonytalan az érkezésiik. Judit 5 percet hajland6 varni Péterre, mig Péter 10 per-
cet Juditra. Mekkora valoszintiséggel sikertl taladlkozniuk?

Megoldas:

Péter 7 ora utani érkezési ideje X, Judité pedig y perc. x,y € [0; 30].

e Ha Péter érkezik hamarabb, azaz x < y, akkor Péter 10 percig var, tehat akkor talalkoznak, ha
y < x + 10.

e Ha Judit érkezik hamarabb vagy egyszerre érkeznek, azaz y < x, akkor Judit — ha kell — var 5
percig, tehat akkor talalkoznak, ha x <y + 5.

Geometriai valdsziniiségi mezOben az eseménytér H = {(x; y)| x,y € [0;30]}, a valasztott mér-

ték a tertilet. u(H) = 900.

ar )

251 Ty
y<ax+10

201 e e 1

=

0 5 10 15 20 25 30

U J

Legyen az A esemény az, hogy létrejon a talalkozo. Az 4 esemény bekdvetkezésének fenti feltét-

eleit az abra piros szinil tartomanya jelzi.
02 2572

‘u(A) =900 — T - 7 = 387,5,

P(A) = wa) _ 3875 _ 31 0,4306

Tu(H) T 900 72 7 '

Egy zoldség-kiskereskedohdz egy banan- és egy mandarinszallitmany érkezett. A szallitas soran a
mandarinszallitmany negyede veszitett az értékébdl, a bananszallitmany 60%-a talérett, a gyiimol-
csok tobbi része elsd osztalyt maradt. A kiskereskedd, miel6tt atvette a két szallitmanyt, ellendriz-
te az aru mindségét. Kivalasztott az egyik szallitmanybol véletlenszeriien egy gyiimolesot. A Kiva-
lasztott gylimdlcs elsé osztalyunak bizonyult, ezért visszatették a helyére. Mennyi a valdszinlisége
annak, hogy ha ugyanabbol a gyiimoélcsfajtabol megint kivesz egy darabot, az ismét elsé osztalyt
lesz?

Megoldas:

M ={mandarint valasztott}; B ={banant valasztott};
E ={els6 osztalyu gylimdlcsot valasztott}; H ={gylimdlcsot valasztott}.

P(M) =P(B) = % M+ B =Hé M-B =0Q,ezért Més B teljes eseményrendszert alkotnak.
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17.

Els6 osztalyu gyiimolesot vett ki, feltéve, hogy az mandarin: P(E|M) = % valoszintiséggel.

Els6 osztalyu gytimolesot vett ki, feltéve, hogy az banan: P(E|B) = gval()szinﬁséggel.

Els6 alkalommal elsd osztalyt gyiimoéles kivételének valosziniisége a teljes valosziniiség tétele
alapjan:
23

0

_l_

N =
ull N
N =

S W

P(E) = P(E|M)-P(M)+ P(E|B)-P(B) =

Az elsonek huzott elsé osztalyu gytimolcs

31
P(M-E)_Z'§_15
P(E) ~ 23 23

0

P(M|E) =

valosziniiséggel mandarin.
Az elsonek huzott elsé osztalyu gytimolcs
2 1
P(B-E) ©T'7 8

PBIE) ==y = 23

-P|l\.)
[e=] HOV)

valészinliséggel banan.
A masodik hiizas soran annak valdszintisége, hogy ujra ugyanabbdl a gyliimdlesbol els6 osztalyut
vesz Ki:
_ 153 8 2 289

P(M|E)-P(E|M) + P(B|E) - P(E|B) = 531 + 535~ 260~ 0,6283.
Egy szamitogépgyar 3 tavol-keleti cégtdl szerzi be ugyanazt az alaplapot: egy kinai, egy tajvani, és
egy koreai cégt6l. A kinai beszallitotol az alaplapok 45%-at, melyek 0,5%-a hibas, a tajvani cégtol
az alaplapok 30%-at, melyb6l minden 100. hibas. A maradék alaplapokat a koreai cég gyartja
3,5%-o0s hibaarannyal. Mennyi a valdszintisége annak, hogy

a) egy alaplapot véletlenszertien kivalasztva, az jo;
b) azalaplap jo, feltéve, hogy kinai a beszallito;

c) nem Koreai az alaplap, feltéve, hogy jo;

d) jo az alaplap, feltéve, hogy nem koreai?

Megoldas:
A ={kinai az alaplap}; B ={tajvani az alaplap}; C ={koreai az alaplap};
J ={jo az alaplap}; R ={rossz az alaplap}; H ={beszerzett alaplap}.

A+ B+ C = H és A, B, C egymast paronként kizaré események, ezért teljes eseményrendszert al-
kotnak.

( )

alaplap

tajvani koreai

Jo Jo Rossz
0,995-0,45 0,005-0,45 0,99-0,3 0,01-:0,3  0,965-0,25 0,035-0,25

J R J R J R

\ J
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18.

a) A fenti abra, illetve a teljes valoszinliség tétele alapjan:

P() = P(l4) - P(A) + PJ|B) - P(B) + P(IC) - P(C) =
=0,995- 0,45+ 0,99 - 0,3 + 0,965 - 0,25 = 0,986.

b) P(J|A) = 0,995.
c) A+ B ={nem koreai az alaplap}.
P[(A+B)-J1 _P(A-)+P([B-]) 0995:0,45+0,99:0,3

P[(A+B = = 0,7553.
d) Annak valoszinlisége, hogy jo az alaplap, feltéve, hogy nem koreai:
PlJ-(A+B P(A-])+ P(B- 0,995-0,45+0,99-0,3
PUI(A+ B)] = /- ( )N _PA-D+PB)) _ — 0,993,

P(A+B) P(A+ B) 0,45+ 0,3

Vizsgalja meg, hogy a lottosorsolasnal kihtuzott 6t nyer6szdmbol hany oszthato ottel! Jeldlje ezt a
szamot X-szel!

a) Adja meg az X valosziniiségi valtozo eloszlasat, varhato értékét, varhatd abszolut eltérését és
szorasat!

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a kihuzott szamok kozott tobb Gttel oszthatd lesz, mint
ottel nem oszthat6?

Megoldas:

A lottoszamok koziil 18 db ottel oszthatd. Az X hipergeometrikus eloszldsu valdszintiségi valtozo
N =90, s = 18, n = 5 paraméterekkel. X lehetséges értékei:0; 1; 2; 3; 4; 5.

a) Xeloszlasa:

X; P(X =x;)

18\ (72

0 P(X=0)= (02,§5)= 0,31836
(5)
18\ (72

1 PX=1)= (12,§4) = 0,42135
(5)
18\ (72

2 PX=2)= (22,§3) =0,20762
(5)
18\ (72

3 PX=3)= (32)0(2)= 0,04746
(5)
18\ (72

4 P(X=4)= (42,§1) =0,00501
(5)
18\ (72

5 P(X=5)= (S(zg)o) = 0,00019

5

A varhat¢ érték: 1.
A varhat6 abszolut eltérés a fenti tablazat 5 tizedesjegyre kerekitett értékeivel szamolva: 0,63669.
A szoéras: 0,87410.

b) P(X>2)=P(X=3)+P(X =4)+P(X=5)=0,05266.
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19.

20.

Egy rendezvényre késziilédve 50 poharat tesznek ki egy asztalra. A poharak kozott 5 olyan van,
amelyik hibas, mert csorba a széle.

a) Az egyik felszolgald az asztalrdl elvesz 10 poharat, és ezekbe {idit6italt tolt. Szamitsa ki annak
a valoszintiségét, hogy legfeljebb 1 csorba szélii lesz a 10 pohar kozott!

A poharakat eléallito gyarban két gépsoron késziilnek a poharak, amelyek kiilsére mind egyfor-
mak. Az els6 gépsoron gyartott poharak 10%-a selejtes.

b) Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy az els6 gépsoron gyartott poharak koziil 15-6t vélet-
lenszerlien, visszatevéssel kivalasztva kdzottiik pontosan 2 lesz selejtes!

A masodik gépsoron késziilt poharak 4%-a selejtes. Az 6sszes pohar 60%-at az elsd gépsoron,
40%-at a masodik gépsoron gyartjak, az elkésziilt poharakat 0sszekeverik.

C) Az elkésziilt poharak koziil véletlenszeriien kivalasztunk egyet, és azt tapasztaljuk, hogy az se-
lejtes. Mekkora annak a valosziniisége, hogy ez a pohar az els6 gépsoron késziilt?

(Emelt szintii matematika érettségi 2012. mdjus)

Megoldas:
c) 0 vagy I csorba szEll lehet a kivalasztott 10 pohar kozott. 45 pohar ép, 5 csorba.

(1) + () (5)
(3o)

d) Legyen Xa kivalasztott 15 pohar k6z6tt 1év6 csorbak szama! X binomialis eloszlast valoszi-

pP =

=~ (0,742.

nliségi valtozd, n = 15 és p = 0,1 paraméterekkel.
— 9 —(15Y.n12.0013 ~
P(X=2) = ( 5 ) 0,120,913 ~ 0,267.

e) Jeldlje A azt az eseményt, hogy az elsé gépsoron késziilt a pohar, A azt, hogy a masodik gép-

soron, B pedig azt az eseményt, hogy selejtes a pohar. A Bayes-tétel alapjan:
P(B|A) - P(A) B 0,1-0,6

P(B|A)-P(A) + P(B|A)-P(A) 01-0,6+0,04-04

P(AIB) = ~ 0,789.

Egy csalad autdval utazik, és a gyerekek abban versengenek, hogy ki lat meg hamarabb olyan
autdt, amelyiknek a rendszamaban legalabb két kilences szerepel. Feltételezziik, hogy csak azok
az autok szamitanak, amelyek rendszamaban harom betiit harom szamjegy kovet, és az ilyen rend-
szamu autok barmelyikével egyenld valosziniiséggel talalkozhatnak. Ugyanazzal az autoval tobb-
szor is talalkozhatnak.

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy az elsé meglatott auté rendszamaban lesz legalabb két
kilences?

b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy az els6é 20 autd kozott egy vagy két ilyen rendszamu
autoval talalkoznak?

c) 100 autonként atlagosan hany ilyen rendszamu autora szamithatnak az Gt soran a gyerekek?

d) Legalabb hany autoval kell talalkozniuk ahhoz, hogy 80%-nal nagyobb valdsziniiséggel 1assa-
nak ilyen rendszamot?
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21.

Megoldas:

a) Kedvezd esetek szama: Legalabb két kilences a 3 szamjegy koziil (i)9 +1=128-

féleképpen lehet. Ezek mindegyike elétt 3 betii az angol abécébdl 263 féle sorrendben allhat.
Tehat 263 - 28 ilyen rendszam lehetséges.
Az 6sszes lehetséges rendszam: 263 - 103 féle lehet.

26328

P=——==0,028.
263-103

b) Legyen az X valdsziniiségi valtozo értéke az elsd 20 autd kozott eléforduld ilyen rendszamuiak
szama! X binomidlis eloszlasi n = 20 és p = 0,028 paraméterekkel.

PX=1)+PX=2)= (210) .0,0281-0,9721° + (220) +0,0282 - 0,97218 ~ 0,4158.

c) Legyen az Y valészinliségi valtozo értéke a 100 autd kozott eléforduld ilyen rendszamuak
szama! Y binomialis eloszlasi n = 100 és p = 0,028 paraméterekkel. Ennek varhat6 értéke
adja meg a valaszt: M(Y) = np = 100- 0,028 = 2,8. Tehat kb. 3 ilyen autora szamithatnak
100 autonként.

d) Annak a valoszinlisége, hogy n aut6 egyikének sem ilyen a rendszama: 0,972". A Kkeresett va-
16szinliség ezen esemény komplementerének a valdszintisége: P = 1 — 0,972"™.
gy az 1 —0,972™ > 0,8 egyenlétlenség megoldasa adja az eredményt: n > 56,67. Mivel n
pozitiv egész, ezért legalabb 57 autoval kell talalkozniuk.

Egy elbzetes felmérés szerint egy 1200 f0s faluban 600-an a kormanypartra szavaznanak, 400-an
mas partra és 200-an még nem tudjak, vagy nem mennének el szavazni. Egy kozvélemény-kutatd
cég véletlenszerlien kivalasztott 20 embert fog megkérdezni az eldzetes felmérés szerinti biztos
szavazok koziil arrol, hogy a kormanypartra szavazna-e, vagy nem. A cég matematikusai azt akar-
jak kiszdmolni, mekkora a valdszinlisége annak, hogy

a) éppen hatan nem fognak a kormanypartra szavazni a huszbol;
b) legalabb ketten a kormanypartra fognak szavazni.

A matematikusok egyik része a visszatevés nélkiili modellel (hipergeometrikus eloszlast feltéte-
lezve), masik része pedig a visszatevéses modellel (binomialis eloszlast feltételezve) szamol.
Mekkora lesz az eltérés az egyes kérdésekre kapott eredmények kozott a két matematikus csoport
esetében?

Megoldas:

a) Eppen hatan nem fognak a kormanypartra szavazni a hiszbol.

hipergeometrikus eloszlassal binomialis eloszlassal
paraméterek: N = 1000; s = 400; n = 20. paraméterek: n = 20; p = 0,4.
(400)'(600) 20
P(X =6) = % ~ 0,1245059. P(Y = 6) = ( ; ) £0,45 - 0,61* ~ 0,1244117.
20

Azeltérés: |[P(X = 6) — P(Y = 6)| = |0,1245059 — 0,1244117| = 9,42 - 1075,
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b) Legalabb ketten a kormanypartra fognak szavazni:

hipergeometrikus eloszlassal

binomialis eloszlassal

paraméterek: N = 1000;s = 600;n = 20

paraméterek: n = 20;p = 0,6

PV=2)=1-P(V <2)

600)_(400

P(V =0)= (o J(50) 0100020) ~ 8,21356-107°.

(20)

(600)_(400)
P(V =1) = 15425 ~ 2,58695- 1077,

(20)

P(V =2) = 0,9999997331.

P(Z>2)=1-P(Z<?2)

20

Pz =0)= (%

) .0,6°- 0,420 ~ 1,09951 - 1078,

P(Z=1)= (210) .0,61 - 0,41° ~ 3,29853 - 1077,

P(Z = 2) = 0,9999996592.

Azeltérés: |P(V = 2) — P(Z = 2)| = [0,9999997331 — 0,9999996592| = 7,39 - 10~¢,

A két matematikus csoport altal kapott eredmények eltérése az a) esetben 1075, a b) esetben 1078
nagysagrendiinek adodott, ami alatamasztja, hogy ha egy hipergeometrikus eloszlas esetén n lényege-

sen kisebb, mint N és s, akkor szamolhatunk n és p = %paraméterﬁ binomialis eloszlassal.

Megjegyzés:

A hipergeometrikus eloszlas helyettesithet6sége a fenti feltételek mellett azért fontos, mert

e lényegesen egyszeriibb a binomialis eloszlas képletével szamolni;

e ha az N elemszamot nem ismerjiik, csak a p valdszinliséget, akkor nem is tudunk a
hipergeometrikus eloszlas képletével szamolni;

e ha nem tudjuk, nem akarjuk figyelembe venni p valtozasat, vagy csak elhanyagolhato mérték-
ben valtozik az egymast kovetd kivalasztasok soran, akkor a feltételek teljesiilése esetén Sza-

molhatunk a binomialis eloszlassal.

Ha nem tekinthetiink el p valtozasatol a kihtizdsok soran, akkor nem hasznalhatjuk a binomilis

eloszlast.
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V.

1.

Ellenorzo feladatok

Egy 20 oldalti doboikozaéder oldalaira 1-t61 20-ig vannak felirva az egész szamok. Ezzel dobva a
kidobott szamot vizsgaljuk. Tekintsiik a kdvetkez6 eseményeket!

A ={legfeljebb 15-6t dobunk};
B ={paros szamot dobunk};

C ={0sszetett szamot dobunk};
D ={primszamot dobunk};

E ={legalabb 8-at dobunk}.

a) Vannak-e koztiik egymast kizaré események?

b) Adja meg a fenti események komplementer eseményeit!

€) Adja meg a kovetkezé eseményekhez tartozd kimenetelek altal alkotott halmazokat, majd az
adott események valdszintiségeit is!

A+D; A-B-C; A-E; B+C.
Fiiggetlenek-e az A és B események, ha P(A + B) = 0,76; P(A) = 0,6; P(B) = 0,4?

Egy 32 lapos magyarkartya-paklibol véletlenszeriien kivalasztunk 5 lapot. Mekkora a valdszintisé-
ge annak, hogy a kihuzott lapok kozott lesz

a) legalabb két zold,
b) pontosan két kiraly és két zold;
c) harom zold és két piros, ha ebben az esetben a kihuzas sorrendje is szamit?

Egy vasarlo 5000 Ft-os zsebszamoldgépet akar venni. A zsebében van 1 db 10000 Ft-os és 5 db
1000 Ft-os bankjegy. Tegyiik fel, hogy egyenld valoszinliséggel veszi ki a bankjegyeket a zsebé-
bol.

a) A vasarlo megallapodik a kereskedével, hogy egy darab véletlenszeriien kivett bankjeggyel fi-
zet a szamoldgépért. Igazsagos-e az ajanlata?

b) A vasarlo megallapodik a kereskeddvel, hogy két darab véletlenszeriien kivett bankjeggyel fi-
zet a szamoldgépért. Igazsagos-e az ajanlata?

Egy egységnyi hossziisagu szakaszon véletlenszeriien kivalasztunk két pontot. Mekkora annak a
valoszintlisége, hogy kdzelebb vannak egymashoz, mint az egységszakasz végpontjaihoz?

Ismét megemelték a buszjegyek arat, ezért Fekete Péter elhatarozta, hogy a kdvetkezé héten mun-
kaba menet reggelente nem fog lyukasztani egyszer sem. A problémat csak az jelenti, hogy min-
den nap 0,3 valoszintiséggel szall fel ellenér a buszra, és ha mar felszallt, akkor 95% eséllyel el is
szokta kapni a potyautast.

a) Mekkora valosziniiséggel ussza meg Fekete Péter a biintetést a kovetkezé hét munkanapjain?

b) Mire szamithat, hanyszor fogjak megbiintetni a kdvetkez6 hét soran?

c) Mekkora valosziniiséggel biintetik meg pontosan kétszer?

d) Mekkora valosziniiséggel kapjak el elészor éppen az utolso napon, pénteken?

e) Feltéve, hogy Fekete Pétert egyszer sem biintették meg, mekkora valdsziniiséggel volt minden
nap ellendr a buszon?
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Egy esds vidéken a meteorologusok megfigyelései alapjan megallapitottak a nyari hdnapokra vo-
natkozolag, hogy juniusban 45%, juliusban 20% és augusztusban 15% valoszintséggel esik az
esO. Figyelembe véve a nyari honapok napjainak szamat, adja meg, mekkora annak a valdsziniisé-
ge, hogy egy nyari napon

a) esik az es6;
b) janius van, feltéve, hogy esik az es6;
C) nem augusztus van, feltéve, hogy nem esik az es4?
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Az ellenérzo feladatok megoldasai

1.

2.

Egy 20 oldalt doboikozaéder oldalaira 1-t61 20-ig vannak felirva az egész szamok. Ezzel dobva a
kidobott szamot vizsgaljuk. Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:

A ={legfeljebb 15-6t dobunk};
B ={paros szamot dobunk};
C ={0sszetett szamot dobunk};

D ={primszamot dobunk};
E ={legalabb 8-at dobunk}.
a) Vannak-e koztiik egymast kizaré események?
b) Adja meg a fenti események komplementer eseményeit!

€) Adja meg a kovetkezé eseményekhez tartozd kimenetelek altal alkotott halmazokat, majd az
adott események valdszinliségeit is!

A+D; A-B-C A-E; B+ C.
Megoldas:
a) Egymast kizaréak: Cés D. Tébb nincs.

b) A komplementerek:
A ={legalabb 16-ot dobunk};
B ={paratlant dobunk};
C ={1-et vagy primszamot dobunk };
D ={1-et vagy Gsszetett szamot dobunk};
E ={legfeljebb 7-et dobunk}.

c) A+D ={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 18; 20}; P(A+D)= 1%
A-B-C ={16;18;20}; PA-B-C)=2
A-E =1{8;9;10;11;12;13;14;15}; P(A-E) = é
B+ C=1{1;3;5;7;11;13;17; 19}; P(B+C) = %

Fliggetlenek-e az A és B események, ha P(A + B) = 0,76; P(A) = 0,6; P(B) = 0,4?

Megoldas:

P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A-B),ahonnan P(A-B) = P(A) + P(B) — P(A+ B) = 0,24.
P(A)-P(B) =0,6-0,4 = 0,24 = P(A - B), tehat fiiggetlenek.

Egy 32 lapos magyarkartya-paklibol véletlenszeriien kivalasztunk 5 lapot. Mekkora a valdszinisé-
ge annak, hogy a kihuzott lapok kozott lesz

a) legalabb két zold;
b) pontosan két kiraly és két zold;
c) harom zdld és két piros, ha ebben az esetben a kihuzas sorrendje is szamit?
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Megoldas:

a) A komplementer esemény valosziniiségének segitségével felirhato:

(ﬁ) ' (254) + (51;) ' (244) 127512

P=1-— = =~ (0,6332.
(32) 201376
5
b) A kedvezb esetek meghatarozasakor kiilon kell vizsgalni azt, ha kivalasztottuk a zold kiralyt,
illetve ha nem.
v 4 s . 1 (7Y, (3). (21 _
Ha a zold kiralyt kivalasztottuk: 1 ( 1) ( 1) ( 5 ) = 4410 eset.

(z61d kiraly; még egy zold; még egy kiraly; két nem z6ld és nem kiraly)

Ha a zold kiralyt nem valasztottuk ki: (Z) : (;) : (211) = 1323 eset.

(két zold, de nem kiraly; két nem zo6ld kiraly; egy nem zold és nem kiraly)
4410+ 1323 5733

(352) "~ 201376

€) Harom zold és két piros kihuzasanak a valosziniisége, ha a kihuzas sorrendje is szamit

(2) ' (2) St 188160

32! 24165120
27!

~ 0,0285.

p=

~ (0,0078.

Megjegyzés:
A keresett valosziniiség értéke akkor is ugyanekkora, ha a kihtizas sorrendje nem szamit:
0)-6)
(5)
4. Egy vasarlo 5000 Ft-os zsebszamologépet akar venni. A zsebében van 1 db 10000 Ft-os és 5 db

1000 Ft-os bankjegy. Tegyiik fel, hogy egyenld valoszinliséggel veszi ki a bankjegyeket a zsebé-
bol.

p=

a) A vasarlo megallapodik a kereskedével, hogy egy darab véletlenszeriien kivett bankjeggyel fi-
zet a szamologépért. [gazsidgos-e az ajanlata?

b) A vasarlo megallapodik a kereskeddvel, hogy két darab véletlenszeriien kivett bankjeggyel fi-
zet a szamologépért. [gazsidgos-e az ajanlata?

Megoldas:
a) Jeloljik az Xvaloszinliségi valtozoval a kivett pénz értékét!
Xeloszlasa alapjan a varhato értéke:

X P(X =x;)
1000 E
6
10000 1
6

M(X) = 1000 -§+ 10000 % = 2500 Ft.
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Tehat ebben az esetben a vasarld elényosebb helyzetben van, mint a kereskedd, mert varhato-
an 4ron alul veheti meg a szamoldgépet, nem pedig rafizetéssel.

b) Xeloszlasa alapjan a varhato értéke:

X; P(X = x)
2000 M _2
O

oo | @) s
O

M(X) = 2000 - =+ 11000 -3 = 5000 Ft. Tehat ez az ajénlat igazsagos.

5. Egy egységnyi hosszusagu szakaszon véletlenszeriien kivalasztunk két pontot. Mekkora annak a
valosziniisége, hogy kdzelebb vannak egymashoz, mint az egységszakasz végpontjaihoz?

Megoldas:

Legyen az egységszakasz a derékszogl koordinata-rendszer x-tengelyén a [0; 1] intervallum. Eb-
ben a kivalasztott két pont 0-tdl valo tavolsaga X és y! x és y a kovetkez6 feltételeket kell, hogy ki-
elégitse:

e HaO<x<y<1,akkory —x < xésy—x <1—y kell, hogy teljesiiljon.

e HaO0<y<x<1,akkorx —y <yésx —y < 1—xkell, hogy teljesiiljon.

Geometriai valoszinliségi mezében legyen az eseménytér: H = {(x; y)| x,y € ]10; 1[ }. A valasz-
tott mérték a teriilet. u(H) = 1. Legyen az 4 eseménynek megfeleld ponthalmaz a fenti feltétele-
ket teljesit6 (x; y) koordinataju pontok halmaza a A-n. Belathato, hogy az A ponthalmazt az abran
piros szinnel kitdltott rombusz belsd pontjai alkotjak.

<y
{ y<2z

y<05z+0,5

05

TR
{ y > 0,5z

y>2x—1

N il 4 X

P F ),
Ennek a rombusznak az egységnégyzettel nem kozos csucsai sulypontok abban a két egyenlészaru
derékszogli haromszogben, amelyre a négyzetet vagja az origdobol indulo atloja. Egy haromszog
sulypontjat a csucsokkal 0sszekdtd szakaszok harom egyenld teriiletli haromszogre bontjak. Ezt

felhasznalva adodik, hogy az A halmaznak megfeleld rombusz teriilete: u(A4) = é fgy a keresett
valoszinliség

P =

=3

47



6.

Ismét megemelték a buszjegyek arat, ezért Fekete Péter elhatarozta, hogy a kdvetkezd héten mun-
kaba menet reggelente nem fog lyukasztani egyszer sem. A problémat csak az jelenti, hogy min-
den nap 0,3 valoszinliséggel szall fel ellenér a buszra, és ha mar felszallt, akkor 95% eséllyel el is
szokta kapni a potyautast.

a) Mekkora valdsziniiséggel tissza meg Fekete Péter a biintetést a kdvetkez6 hét munkanapjain?

b) Mire szamithat, hanyszor fogjak megbiintetni a kdvetkez6 hét soran?

c) Mekkora valosziniiséggel biintetik meg pontosan kétszer?

d) Mekkora valdsziniiséggel kapjak el elészor éppen az utolsd napon, pénteken?

e) Feltéve, hogy Fekete Pétert egyszer sem biintették meg, mekkora valdszintiséggel volt minden
nap ellendr a buszon?

Megoldas:
Jel6lje az X valoszinliségi valtozo azt, hogy hanyszor biintetik meg az 5 nap alatt Fekete Pétert. X
binomialis eloszlasu, n = 5 és p = 0,3 - 0,95 = 0,285 paraméterekkel.

5
0

b) M(X) =np =5-0,285 = 1,425. Tehat szamithat ra, hogy 1-szer megbiintetik.

a) P(X=0)= ( ) -0,285° - 0,715% ~ 0,1869 valosziniiséggel nem fogjak megbiintetni.

c) P(X=2)= (2) - 0,2852-0,7153 = 0,2969 valdsziniiséggel fogjdk pontosan kétszer meg-
biintetni.
d) P =0,715*-0,285 ~ 0,0745 valosziniiséggel biintetik meg el8szdr éppen az utolsd napon.

e) Legyen A az az esemény, hogy minden nap volt ellen6r a buszon, B pedig az, hogy a héten
egyszer sem biintetik meg Fekete Pétert.
P(A-B) P(B|A)-P(A) 0,05°-0,3°
P(B) P(B) ~0,1869

P(A|B) = ~ 4,06-107°.

Egy esds vidéken a meteorologusok megfigyelései alapjan megallapitottak a nyari hdnapokra vo-
natkozodlag, hogy juniusban 45%, juliusban 20% és augusztusban 15% valoszinliséggel esik az
esO. Figyelembe véve a nyari honapok napjainak szamat, adja meg, mekkora annak a valdsziniisé-
ge, hogy egy nyari napon

a) esik az es6;

b) junius van, feltéve, hogy esik az eso;

C) nem augusztus van, feltéve, hogy nem esik az es6?

Megoldas:

E ={es6s nap}; A ={juniusi nap}; B ={juliusi nap}; C ={augusztusi nap}.
a) egy nyari napon esik az esd:

P(E) =P(E|A)-P(A)+ P(E|B)-P(B) + P(E|C)-P(C) =

= 0,45-£+0,2 -E+0,15-£=—7z 0,2647.
92 92 92 1840
b) junius van, feltéve, hogy esik az esé:
P(A|E) = PA-E) 279 0,5544.
P(E) 487
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C) nem augusztus van, feltéve, hogy nem esik az esé:
30 31

—+_P[A+B)-E] P(A-E)+P(B-E) 05557+ 0855 826
Plaa+BIE] = P(E) | 1-P(B) 1353 ~ 13537
1840
~ 0,6105.
( nydri napok \
30 31 31
ﬁ -
A Julius augusztus

0,45

es0s nem esos es0s nem esos

esbs nem esés

30 30 31 31 31 31

0,45-— 0,55 R N .22 0,850
4555 g 025, 0,800 0,15-00 92

49



