S. Trigonometria

I. Feladatok

1.

Mutassuk meg, hogy

2 cos 40° — cos 20° _
sin 20° B

V3.

KéMalL 2010/oktober; C. 1048.

Az ABC haromszog belsejében 1év6 P pontra PAB4 = PBC4 = PCA4 = ¢. Mutassuk meg, hogy
ha a haromszog szogei a, 8 és y, akkor

1 _ 1 + 1 + 1
sin2¢p  sin2a  sin2f  sin2y’

KoMal 1999/aprilis; F. 3284.

Az ABCD négyszogben AB = 1,BC = 2,CD = V3, ABC4 = 120°, BCD4 = 90°. Mekkora az
AD oldal pontos értéke?

KoMalL 2002/december; C. 697.
Az ABC haromszodgben a szokasos jelolésekkel @ = 60°, § = 20° és AB = 1. Mennyi az ﬁ —BC
kifejezés pontos értéke?
KoMal 1996/szeptember; F. 3134.
Hatarozzuk meg a haromszog teriiletét két oldal és a kdzbezart szog szogfelezdjének ismeretében.
KéMalL 1985/oktober,; Gy.2292.
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet:

1 1 _ 2
sinx sin2x sin4x’

KoMal 2005/december, C.834.
Mekkora ctg x értéke, ha ctg x = sinx ?
KoMalL 2006/marcius, C.849.
Oldjuk meg a
sin®x + cos®x + sin*x = 2

egyenletet.
KoMal 2014/januar, B.4599.

Az x3 — 10x + 11 = 0 egyenlet gydkei u, v és w.
Hatarozzuk meg az arctg u + arctg v + arctg w értékét.

KoMalL 2002/november; B.3590.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Hatarozzuk meg a (0 ; g) intervallumban az

4 — 3sin®x — 3cos®x

f(x) =

sin x cos x
fliggvény értékkészletét.
KoMalL 1992/december,; F.2932.

Az e és f parhuzamos egyenesek kozé esé P pont tavolsaga az e-t6l a, f-t6l b. Hatarozzuk meg a
legkisebb teriileti EPF haromszog oldalait, ha a haromszog P-nél 1évo szoge derékszog, E csiicsa
az e egyenesre, F pedig f-re esik!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1978; haladok, altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo

Egy t teriiletli derékszogl trapézba az oldalakat érintd r sugaru kor irhatod, ahol t = ZTrZ.
Mekkora a trapéz alapjainak aranya?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, 1I. kategoria, 1.fordulo

Egy tizenkét egység alapt egyenld szaru haromszogbe félkort irunk ugy, hogy a félkor atmérdje a
haromszdg alapjan van, a félkor ive pedig érinti a haromszog szarait. Mekkora a félkor sugara, ha
a félkoriv az alaphoz tartoz6 magassagot a csticshoz kdzelebbi harmadolo pontban metszi?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2004/2005; haladok II. kategoria, 1 .fordulo

Az AD egységnyi hosszi szakasz mint atmérd folé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD iv egy
tovabbi pontja C, és jeldlje E a BD és AC szakaszok metszéspontjat.
Hatarozza meg az AE - AC + DB - DE kifejezés pontos értékét!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014; kezdok I-11. kategoria, 2 .fordulo
Hatarozzuk meg a 18°,36°, 54°, 72° szogfiiggvényeinek pontos értékét!

Legyen az ABCDE szabalyos 6tszog AC atlojanak felezépontja F. Hogyan aranylik egymashoz az
ABC, a CDF ¢és a DEF haromszog teriilete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1973, haladok, 1 .fordulo

Az ABC haromszogben a C cstcsnal kétszer akkora szog van, mint az A-nal. Milyen értékeket

vehet fel az % hanyados?
OKTV 1979; altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo
Milyen ,,a” valos érték mellett van megoldasa a
cos 3x - cos3 x —sin3x - sin3x = a
egyenletnek?

OKTV 1975; 1. fordulo



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Kozelitd értékek hasznalata nélkiil adjuk meg a
K =tg47° +tg 43° — tg 2°(tg 47° — tg 43°)
kifejezés pontos értékét!
OKTV 2000/2001; daltalanos tantervii osztalyok, 1. fordulo

Az alabbi kifejezés egyes tagjainak nincs értelme, ha a értéke 45° vagy 225°. Van-e a
kifejezésnek hatarértéke, ha a az egyik vagy a masik szoghoz tartd olyan sorozaton fut végig,
amelynek elemeire van értelme az egyes tagoknak?

1+ sin2a + cos 2«

1+tg2 tg 2asina + '
(1+tg2a)cosa +tg2asina 2(sina — cos a)

OKTV 1974, 1. fordulo

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert, ha0 < x < 2m,és 0 < y < 2m:

cosx +cosy =1, (D
. . 3
sinx -siny = — 7. (2)

OKTV 2006/2007; 1I. kategoria, 2. fordulo

Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenl6tlenséget:

Jtgix —3>1+4+2-tgx

OKTV 2013/2014; 1I. kategoria, 1. fordulo

Mennyi a V1 + cos 30° — V1 — sin 60° kiilonbség értéke?

1 1
4 5 (B) ? ©) ? ®) () 3

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztaly, megyei fordulo

Egy tompaszog tangense —2. Mennyi a szog felének a tangense?

(4)

2 1 1 2 2
—% ®-%  ©OF% D %= © =

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 11. osztaly, megyei fordulo

Mennyivel egyenld a valos szdmok halmazan értelmezett f(x) = 8sin (x + %) —5cosx

fliggvény legnagyobb és legkisebb értékének szorzata?

(4) — 169 (B) —49 (C)—40 (D) — 26 (E) —13

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztaly, orszagos fordulo



26.

27.

28.

29.

30.

Azon haromszdgek koziil, amelyeknek a teriilete egyenld és egyik szogiik kozos, melyikben lesz
az ismert szoggel szemkozti oldal a legkisebb?

., Ki miben tudos? ” vetélked6 1964; orszagos selejtezd feladata

Megmértiilk egy vizszintes terepen allo antennatorony emelkedési szogét a talpponttol
100 m, 200 m és 300 m tavolsagbol. A harom szog dsszege 90°. Milyen magas a torony?

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1959.évi 2. feladata

Bizonyitsuk be, hogy a konvex négyszdgek koziil csak a paralelogrammaknak van meg az a
tulajdonsaguk, hogy mind a négy cstlics esetében ugyanakkora Gsszeget kapunk, ha a rajta at nem
haladé oldalegyenesektdl valo tavolsagait sszeadjuk.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1967.évi 3. feladata

Jelolje egy paralelogramma két szomszédos oldalanak aranyat A (ahol A > 1). Hatarozzuk meg,
hogy hogyan fiigg A-t6l az atlok kozti hegyesszog legnagyobb lehetséges értéke.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1994.évi 1. feladata

(Morley tétele) Egy tetszdleges haromszog szogeit az AY,AZ,BZ,BX,CX,CY egyenesek 3 — 3
egyenlO részre osztjak. Bizonyitsuk be, hogy az XY Z haromszog szabalyos.

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom:
Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korebdl

Geometria I, 180. feladat



II. Megoldasok
1. Mutassuk meg, hogy

2 cos 40° — cos 20°
_ =/3.
sin 20°

KéMalL 2010/oktober; C. 1048.

Megoldas:

2 cos40° — cos 20°  2cos(60° — 20°) — cos 20°
sin 20° - sin 20° -

2 (cos 60° - cos 20° + sin 60° - sin 20 °) — cos 20°

- sin 20° -

2 <1 cos 20° + ﬁ - sin 20°) —cos20°

2 2
sin 20°

c0s 20° + /3 -sin20° — cos 20° /3 - sin 20°
sin 20° sin 20°

2. Az ABC haromszdg belsejében 1€v6 P pontra PABA = PBC4 = PCA4 = ¢. Mutassuk meg, hogy
ha a haromszog szogei a, 8 és y, akkor

1 1 1 1

: = — +— +—
sin?¢ sin?a sin?fB  sin?y

KoMalL 1999/aprilis; F. 3284.

Megoldas:

Az abra jelOléseit hasznalva kifejezzilk a haromszog teriiletét a részharomszogek teriiletének
Osszegeként:
xc-sing ya-sing zb-sing
2 2 2

Atrendezés utan:

1 xc ya zb
sing 2T 2T 2T




Felhasznaljuk, hogy 2T = bc - sina = ac - sinf8 = ab - siny:

1 xc ya zb X y z

(1)

= —+ —+ — = —+ - —.
sing bc-sina ac-sinf  ab-siny b-sina c-sinf a-siny

Az APC haromszogben PACA = a — @; ACP4 = ¢, tehat APCA = 180° — @. Hasonléan
szamolva APB#A = 180° — 3, BPC4 = 180° —y. Az APC;BPC; APC haromszogben felirva a
szinusztételt azt kapjuk, hogy

x sing _sing y sing z sing

b sin(180°—a) sina ' ¢ sing 'a siny

Az (1) Osszefiiggésben felhasznalva:

1 x y z _ sing = sing = sing

. = . + . . - . . . )
sing b-sina  a-sinf c¢-siny sin?a  sin?f = sin?y
ahonnan sing-vel osztva megkapjuk a feladat allitasat:

1 _ 1 + 1 + 1
sin2p  sinZa = sin2f = sinZy’

3. Az ABCD négyszogben AB = 1,BC = 2,CD = V3,ABC4 = 120°, BCD4 = 90°. Mekkora az AD
oldal pontos értéke?

KoMalL 2002/december; C. 697.

Megoldas:

Oo

C \/g D
Az ABC haromszogbdl koszinusztétellel kiszamitjuk az AC szakasz hosszat és az a-val jelolt
szoget:

AC2=124+22-2-1-2-c0s120° = AC=+7
2

(V7) +22-1_ 10 5-V7
2.2-N7 4.7 14

Az AD szakaszt az ADC haromszogbol szintén koszinusztétellel tudjuk meghatarozni.

Ap? = (V7)* + (V3) = 2- V7 - V3 - cos(90° — a) (1)

cosa =



2
5V7 21 V21 V743
o __ = qj = — 2q = e = = =
cos(90° — @) = sina m 1 <14) 196~ 14 14

Ezt az (1) egyenletbe behelyettesitve:

V73
14 =7

ap? = (V7)' + (V3) - 2-V7 -3 +3-3=7.

Tehat az AD oldal hossza V7.

4. Az ABC haromszdgben a szokasos jeldlésekkel @ = 60°, f = 20° és AB = 1. Mennyi az ﬁ —BC
kifejezés pontos értéke?

KoMal 1996/szeptember; F. 3134.

Megoldas:

Az ABC haromszogben a szinusztétel alapjan:
AB 1 sin 100°
AC ~ AC ~ sin20°

Trigonometrikus azonossagok alapjan:

BC _BC_ sin 60 °

8- 1 - BC= 1000

és

sin 100° = sin80° = cos 10° sin20° = 2sin 10° cos 10°
Igy
_ sin 100° sin60° cos 10° sin 60 °

R - BC= sin20° sin100° 2sin10°cos10° cos10°

1 o 1 On1 o]
_ c0s10°—2sin60°sin10° 2 (g cos 10° — sin 60 °sin 10 )

2sin 10° cos 10° sin 20°
B 2(cos 60° cos 10° — sin 60 °sin 10°) 2 cos(60° + 10°) _ 2c0s70°
B sin 20° B cos 70° "~ cos70°

Tehat a kifejezés pontos értéke 2.

5. Hatarozzuk meg a haromszog teriiletét két oldal és a kdzbezart szog szogfelez6jének ismeretében.

KoéMalL 1985/oktober; Gy. 2292.



Megoldas:

Az abra jeloléseit hasznalva a haromszog teriiletét a, b, f segitségével kell kifejezniink. A
haromszog kétszeres teriiletét két oldallal és a kozbezart teriilettel kifejezve:

2Tapc = 2Tycr + 2Trcs
a-b-sin2y=»b-f-siny+a-f-siny
Felhasznaljuk a kétszeres szog szinuszara vonatkozo azonossagot:
a-b-2-siny-cosy=b-f-siny+a-f-siny=(@+b):f-siny

siny # 0, ezért oszthatunk vele:

(a+b)-f
2 . b . — b . = - -
a cosy =(a+b)f cosy 2ab
siny > 0 a feladatbeli jelentése miatt, ezért
. (a+b)?-f?
siny = 1—coszy=\f1—W.

igy a haromszog teriilete

a*b-sin2y ] (@+b)2-f2 (a+b)-f
TABC=f=a'b-smy-cosy=a-b- 1-— 102D . 2
(a+b)-f
- . 422_ 2. 2_
ABC 2ab \/ab (a+b)?-f

Ez a képlet a kivant adatokkal fejezi mi a haromszog teriiletét.

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet:
1 1 2

sinx sin2x sin4x’

KoMalL 2005/december; C.834.

Megoldas:

El6szor az egyenlet értelmezési tartomanyat vizsgaljuk meg:



sinx # 0,sin2x # 0,sin4x # 0, ezért x # k-% Jk € 7.

Az ismert azonossagok felhasznalasaval:
sin2x = 2-sinx - cosx
sin4x = 2 - sin 2x - cos 2x = 4 sinx - cos x - (cos?x — sin?x).
A sin 4x megfelel kozos nevezonek, ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:
4 - cos x * (cos?x — sin®x) — 2(cos?x — sin?x) = 2.

Ha a sin?x = 1 — cos®x helyettesitést elvégezziik, akkor csak egy szdgfliggvényt tartalmaz az
egyenletiink:

4-cosx-(2cos?x —1) —2(2cos?x — 1) = 2.
Zardjelfelbontas és rendezés utan:
2cos3x — cos?x — cos x = 0.
Az értelmezési tartomany miatt cos x # 0, ezért oszthatunk vele:
2cos?x —cosx —1 = 0.

Ennek az egyenletnek a cosx = 1és a cosx = — S megoldasa. Az els6 lehetéség az értelmezési

tartomany miatt nem lehet, ezért:

21
x= i?+2nn, aholn € Z.
Mekkora ctg x értéke, ha ctg x = sinx?
KoMalL 2006/marcius; C.849.
Megoldas:

A ctgx fliggvény értelmezése miatt x # k-m, k€EZ . A ctgx = % Osszefliggés alapjan a
feladat feltétele igy irhato:

COSX ) ., ) )
- =sinx = sin“x=cosx = 1—cos“x =cosx = cos*x+cosx—1=0.
sinx

Innen:

-1++5
CoSXx = :
2

Ha cosx = %_\/g’ akkor —1-nél kisebb értéket kapunk, ami nem lehetséges.

V5-1
Ha cosx = — akkor

\/3—1)2:4—5+2\/§—1:\/§—1

sin2x=1—coszx=1—< 5 2 5




fgy

=sinx.

Ekkor az értelmezési tartomany feltétele is teljesiil.
8. Oldjuk meg a
sin®x + cos®x + sin*x = 2
egyenletet.
KoMal 2014/januar, B.4599.

Megoldas:

Lathatoan a sinx = 1 és cos x = 0 megoldasa az egyenletnek. A szinusz- és a koszinusz-fiiggvény
is korlatos. Probaljunk meg olyan becslést adni, ami elvezet a megoldashoz. Az alabbiakban
felhasznaljuk, hogy sinx < 1, cosx < 1,sin?x > 0, cos?x > 0 és sin®x+cos?x = 1:

sin®x + cos®x + sin*x = sin3x - sin?x + cos3x - cos?x + sin*x <
< 1-sin?x+1-cos’x + 1 = (sin®x + cos?x) + 1 = 2.
Az egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha sinx = 1, tehat az egyenlet megoldasa:

x=§+2nn,aholneZ.

9. Az x3—10x + 11 = 0 egyenlet gydkei u, v és w.
Hatarozzuk meg az arctg u + arctg v + arctg w értékét.

KoMal 2002/november; B.3590.
Megoldas:
Hasznaljuk az ¢ = arctg u; f = arctg v; y = arctg w jeloléseket. —% <apf,y< %
Az addicids tételek felhasznalasaval:

tght+tgy
R T I

_tgpttgy
tga+tg(B+y)  BETT_tgp-tgy

I-tga-tg(B+Y) | _(pn.8BT1EY
-8 T g gy

_ tga+ttgf+tgy—tga-tgf-tgy  utv+w-—uvw

T 1-(tga-tgB+tga-tgy+tgf-tgy) 1— (uv+uw +vw)

tgla+p+y)=

ey

Ha a harmadfoki egyenlet harom gyoke u,v és w, akkor az egyenlet ilyen alakban irhatd fel
(gyokok és egylitthatok kozotti 6sszefiiggés):

3 —@w+v+wx?+ (uv+uw +vw)x —uvw = 0

Az eredeti egyenlet alapjan:

10



u+v+w=0, (uw+uw+vw) =—-10, uvw = —11.

Ezt az (1) 6sszefiiggésben felhasznalva:

tg(a+B+y)=%=1 = a+B+y=%+kn,aholkeZ. (2)

A gyokok Osszege 0, a szorzata negativ, ezért egy negativ és két pozitiv van koztiik. igy a, 8,y
koziil egy a (—% ; 0), ketto a (0; g) intervallumba esik, ezért a (2) Osszefiiggésben k = 0, azaz
s
arctgu + arctg v + arctgw = s

10. Hatarozzuk meg a (0; g) intervallumban az

4 — 3sin®x — 3cos®x

f(x) =

sinx cos x
fliggvény értékkészletét.
KoMalL 1992/december,; F.2932.

Megoldas:

Az a®+b®=(a+b)(a®>—ab+b?), az a*>+b?>=(a+b)?>—2ab, a sin’x +cos’x =1
azonossagok alapjan:

sin®x + cos®x = (sin?x + cos?x)(sin*x — sin?x - cos?x + cos*x) =
= sin*x — sin®x - cos?x + cos*x = (sin®x + cos?x)? — 2sin®x - cos?x — sin®x - cos®x=
= 1 — 3sin?x - cos®x.

Ezek alapjan az f fliggvényt igy irhatjuk fel:

4 —3(1 — 3sin?x - cos?x) 1+ 9(sinx cos x)?
sin x cos x sin x cos x '

flx) =

A sin 2x = 2 sin x cos x Osszefliggést felhasznalva:

14+ 9(sinxcosx)? 4+ 9sin?2x 2 _
- = - = — + —sin2x.
sinx cos x 2sin 2x sin2x 2

fx) =

Vezessiik be a sin2x jelolésére az y-t. A 2x a (0; ) intervallum tetszleges pontja lehet, ezért
sin 2x a (0; 1]intervallum minden értékét felveszi. A feladat szempontjabdl igy elég a

2 9
g(y)—;+5y

fliggvény értékkészletét vizsgalni a (0; 1]intervallumon.

A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan:

4
gy) = > ;-9y=\/3_=6.

Egyenl6ség akkor teljesiil, ha % =9y,azazy = %

11



Megvizsgaljuk, hogy minden 6-nal nagyobb valds szam hozzatartozik-e az értékkészlethez. Legyen
c>6¢s

2,9 .
y 2
Ekkor atalakitva
9y2 —2cy +4 =0.
A masodfokll egyenlet diszkrimindnsa 4c? — 144, ami ¢ > 6 esetén pozitiv, tehat két megoldas

van. A gyokok és egyiitthatok Osszefliggése alapjan a gyokok szorzata g , tehat a két gyok azonos
elojelt és az egyik abszolut értéke legfeljebb % A két gyok Osszege pedig %C, ami pozitiv, tehat
mindkét gyok pozitiv, a kisebbik legfeljebb % . fgy a g fiiggvény a c értéket felveszi a (0; %]
intervallumban. Tehat az f fliggvény értékkészlete a (0; g) intervallumban a [6; o) intervallum.
11. Az e és f parhuzamos egyenesek kozé es6 P pont tavolsadga az e-tdl a, ft6l b. Hatarozzuk meg a

legkisebb teriileti EPF haromszog oldalait, ha a haromszog P-nél 1évo szoge derékszog, E csicsa
az e egyenesre, F pedig f-re esik!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1978; haladok, altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo

I. Megoldas:

b

<

F B

Az AEP4 és a BPF4 mer6leges szari szogek, ezért egyenlok. Ezt a szoget a-val jeloljiik. Az abra

a b , . . ab ab
—, PF = ——. A haromszog teriilete T = — =—
a cosa 2sina-cosa sin 2a

jeloléseivel PE =
Ez a kifejezés akkor a legkisebb, ha a nevezo a legnagyobb, tehat sin 2a = 1. a hegyesszog, ezért
2a = 90°, a = 45°. igy PE = a\/2; PF = b+/2, a Pitagorasz-tétel alapjan EF = /2 - Va? + b2.

II. Megoldas:

10. évfolyamon még a sin 2a-ra vonatkozo Osszefliggést a tanulok nem ismerik. Adunk egy olyan
megoldast is, amelyben ennek ismeretére nincs sziikség.

AEPA~BPFA, mert derékszogiiek és az a-val jelolt szogek merdleges szartak, igy egyenloek.
Hasonl6 haromszdgekben a megfeleld szakaszok aranya egyenld, ezért
FB b ab

=—- = FB=—.
a X X

12



Pitagorasz tétele alapjan:

0% b
PE =+/a% + b?, PF = b2+<a—> =;\/a2+x2.

X

A PEF haromszog teriilete:

a
_PE-PF_b(a2+x2)_b7+x
2 222

Alkalmazzuk a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlétlenséget:

Egyenl6éség akkor teljesiil, ha a?z = x, tehat a = x, azaz a = 45°. Igy a PEF haromszog teriiletének
minimuma ab. Ezt a minimumot akkor kapjuk meg, ha PE = av/2; PF = b+/2, Pitagorasz-tétel
alapjan EF = V2 -Va? + b2,
Lathatéan nagy segitség a feladat megoldasaban, ha ismerjiik a szogfiiggvényeket (I.megoldas).

12. Egy t teriileti derékszogli trapézba az oldalakat érintd r sugaru kor irhato, ahol t = %rz.
Mekkora a trapéz alapjainak aranya?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, 1I. kategoria, 1.fordulo

Megoldas:

(84
(8

A E B

A beirhat6 kor kozéppontja a trapéz szogfelezdire illeszkedik. Az abra jeloléseit hasznalva:
BE =r-ctga; FC =r1-ctgp.

Az érintési pontokba huzott sugar merdleges az érintére, ezért AEOH és HOFD négyszog négyzet,
tehat AE = AH = HD = DF = r. A trapéz teriilete:

t_Zr-(r+r-ctga+r+ctgﬁ)_25

2
) 41".
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Atrendezve, r2-tel osztva:
25
2+ctga+ctgﬁ=T. @Y

A trapéz egy szaron fekvd szogeinek Osszege 180°, ezért 2a + 2 = 180° = a + f = 90°.
Ebbdl kovetkezik, hogy ctg B = ctg(90° — a) = tga = 1

ctga’
Az (1) egyenletet igy irhatjuk:
2 4ctgat—— = 2
cea ctga 4

4ctg’? a — 17ctga +4 = 0.
A masodfokt egyenletet megoldva:

1
ctga =4 vagy ctga=z.

Az ezekhez tartozo f értékekre:

1
ctgf = 7 vy ctgf =4.

Lathatdan a két megoldas ugyanazt a trapézt hatarozza meg. Az els6 eredménypart hasznalva (AB a
hosszabb alap):

1 5r
AB =1+ 4r = 5r; CD=r+Zr=Z,

Tehat a két alap aranya:

D= 4,
Ha az AB a rovidebb alap, akkor

AB 1

CD 4

13. Egy tizenkét egység alapu egyenld szara haromszogbe félkort irunk tigy, hogy a félkor atmérdje a

haromszdg alapjan van, a félkor ive pedig érinti a haromszog szarait. Mekkora a félkor sugara, ha
a félkoriv az alaphoz tartoz6 magassagot a csticshoz kdzelebbi harmadol6 pontban metszi?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2004/2005; haladok II. kategoria, 1 .fordulo

Megoldas:

14



Az AOE derékszogli haromszogbdl r = 6 - sina, az AOC derékszogli haromszogbol m = 6 - tg a.

A feladat szerint OH =r = %m = H%. fgy azt az a szoget keressiik, amelyre

. 4-tga
6-sina =
3
4. sina
6-sing = —5&
3
Az a szdg hegyesszog, ezért sina # 0, tehat oszthatunk vele, majd cos a-t kifejezziik:
2
cosa =—.
9

A sina + cos?a = 1 dsszefiiggés alapjan, felhasznalva, hogy a hegyesszog:

o 4 5
sina = 9—3

A félkor sugarat ennek segitségével ki tudjuk szadmolni:
r=6-sina = 2V5.

14. Az AD egységnyi hosszu szakasz mint atmérd folé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD iv egy
tovabbi pontja C, és jeldlje E a BD és AC szakaszok metszéspontjat.
Hatarozza meg az AE - AC + DB - DE kifejezés pontos értékét!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014; kezdok I-11. kategoria, 2 .fordulo

I. Megoldas:

A D

A Thalesz-tétel miatt ABD4 és ACD4 derékszog. Szogfliggvények alkalmazasaval:
AC =AD -cosa =cosa; DB =AD-cosf =cosp.
Az AED4 = 180° — a — 8. Az AED haromszogre alkalmazva szinusztételt:

AE sin 8 sinf 2 sinf
_— = = =0,
AD sin(180°—a —fB) sin(a + ) sin(a + )
DFE sina sina sina

AD — sin(180° — a — B) - sin(a + B) = DE= sin(a + B)’

15



Ezek alapjan:

sinf-cosa sina-cosf sin(a+ B)

AE - AC+ DB DE = et e = snta T )

II. Megoldas:

crer

szogfiiggvények nélkiil szamolunk. A Thalesz-tétel miatt az ABD haromszdg derékszogli, ezért
felirhatjuk ra a Pitagorasz-tételt:

AD? = AB* + (BE + DE)? = AB®> + BE* + DE* 4+ 2 - BE - DE.
Az AEB haromszdg derékszogli, ezért AB? + BE? = AE?, és BE = DB — DE , igy:
AD? = AE* + DE*>+2- (DB — DE) - DE = AE* - DE*+2-DB-DE
Az ACD és ECD haromszogekbdl hasonldan:
AD? = DE? — AE* + 2+ AE - AC.

A két egyenletet dsszeadva és 2-vel osztva:

AD? = AE - AC + DB - DE .
Ebbdl kovetkezik, hogy

AE-AC+ DB-DE = 1.
Megjegyzés:
A szdgfliiggvények alkalmazasaval ebben az esetben is egyszer(ibb a megoldas.

15. Hatarozzuk meg a 18°,36°, 54°, 72° szogfiiggvényeinek pontos értékét!

Megoldas:

Az ABC egyenld szarti haromszog szogei 72°,72° 36°. Az AD szogfelezével két egyenldszaru
haromszogre bontjuk: ADBA és ADCA. A nagy haromszog szara egységnyi, alapja x, az ADC
haromszog szarai x, alapja 1, az ABD haromszog alapja 1 — x, szara x. A szdgek egyenlésége
miatt ABCA~ABDA. Hasonlo haromszogekben a megfeleld oldalak aranya egyenlo:

x 1 -1++5

=— = x? -1=0 = x=
T2 % x% +x x >

16



x egy szakasz hosszat jeloli, ezért pozitiv, tehat

Ezt felhasznalva:

cos 72° =

Az ABC haromszogbdl koszinusztétel alapjan:

1+1—<@) ,_6-2V5

2 4 V5+1
cos 36° = = = .

2 2 4

A sina + cos?a = 1 sszefiiggés alapjan:

_ J V5 -1\ \[16—6+2\/§ V10 + 2v5

4 16

_ J V5 4+ 1) \[16—6—2\/5 V10— 25
sin36° = 1—( )= = 2 .

4 16
Atga = % ésctga = tgia Osszefliggések alapjan:
10 + 2v5
. 720_T_\/10+2\/§_\/10+2\/§-(\/§+1)_\/(10+2\/§)(6+2\/§)_
i V51 -1 (B-DEE+1) 4
4
V80 +32v5
=— = /5+2\/§,
4
5—2v5 5—2v5
ctg 72° =

)

_\/5+2\/§=\/(5—2\/§)(5+2\/§): Vs

. 360_10+2\/§_J10—2\/§_J10—2\/§-(\/§—1)_\/(10—2\/5)(6—2\/5)_
ST T TIaE B+l (BHD(E-1) 4 )
)
V80 -32V5 |
5+ 25 5+ 25
ctg 36° = .

\/5—2\/§=\/(5—2\/§)(5+2\/§): Vs

17



A potszogek szogfliggvényeire vonatkozd dsszefliggések alapjan:

_ V5-1 _ 5+1
sin 18° = cos 72° = sin 54° = cos 36° = )
10 + 2 10 — 2v/5

cos 18° =sin72° = cos 54° = sin 36° =

tg18° = ctg72° =

+-
&

tg54° = ctg36° =

|
3

5

i
g

ctg18° = tg72° = |5+ 2V5 ctg54° = tg36° = |5

16. Legyen az ABCDE szabalyos 0tszog atldjanak felez6pontja F. Hogyan aranylik egymashoz az
ABC, a CDF és a DEF haromszog teriilete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1973, haladok, 1 .fordulo

Megoldas:

Valasszuk a szabalyos 6tszog oldalat egységnek. A szabalyos Gtszog minden szoge 108°. Az ABC
haromszog egyenlé szaru, ezért az alapon fekvd szogei egyenldk, (180° — 108°):2 = 36°.
FCD4 = 108° —36° = 72°. Szimmetria miatt ED || AC, a két parhuzamos tavolsaga a
DG szakasz. Ezekkel az adatokkal:

AB - BC -sin108° sin72°
ABC = 2 =

CF = BC - cos 36° = cos 36°,

2 )
CF-CD-sin72° c0s36°-1-sin72° cos36°-sin72°
Tepr = 2 = ) = ) )
CG = DC -sin72° =sin72°,
T _ED-CG_l-sin72°_sin72°
DEF = 5 = > =—

Ezért a haromszdgek teriiletek aranya: 1: cos 36°: 1.

A 15. feladatban kiszamoltuk cos 36° értékét, igy

V5+1
4

Tapc * Tepr * Tppr =1 1.
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17. Az ABC haromszogben a C csucsnal kétszer akkora sz0g van, mint az A-nal. Milyen értékeket

vehet fel az % hanyados?

OKTV 1979; altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo

Megoldas:

Legyen az A csticsnal 1év6 szog a, a C csticsnal 1évo szog 2a, ekkor a B csucsnal 1évé szog
180° — 3a. Igy az a szogre teljesiil a 0 < a < 60° feltétel. A szinusztétel alapjan:

AC sin(180° — 3a) _sin3a _ sina-cos2a+ cosa-sin2a

AB sin 2a sin 2a 2sina - cosa

sina - (2cos?a —1) + cosa - 2sina-cosa 4sina-cos?a —sina
2sina - cosa 2sina - cosa
1

2cosa’

=2cosa—

Bevezetjiikk az a = 2 cos a jelolést, igy az a — % kifejezést vizsgaljuk. A 0 < a < 60° feltétel miatt

2c0s60° < a < 2cos0°, igyl<a<2és—1<—§<—§.Ekkor0<a—§<§.

Még megvizsgaljuk, hogy a 0 és 3/2 kozotti szamok mindegyikét megkaphatjuk-e. A
2 cos x fliggvény folytonos, ezért a [0° 60°]intervallumban minden értéket felvesz az [1;2]

intervallumbol. Az x —% fiiggvény is folytonos az [1;2] intervallumon, ezért minden értéket

felvesz a 0 és 3/2 kozott. Tehat 0 < % < %és a hanyados minden kozbiilsé értéket felvesz.
18. Milyen ,,a” valos érték mellett van megoldasa a
cos 3x - cos® x —sin3x - sin®x = a
egyenletnek?
OKTV 1975, 1. fordulo

I. Megoldas:
Az addicids tételek alapjan
cos 3x = cos 2x * cos x — sin 2x * sinx = (cos®x — sin?x) - cos x — 2sinx - cos x * sinx =
= cos3x — 3sin?x - cos x
sin3x = sin 2x - cos x + cos 2x - sinx = 2sinx * cos x * cos x + (cos?x — sin?x) - sinx =
= 3cos?x - sinx — sin3x .
Ezeket az 0sszefliggéseket behelyettesitjiik a megoldandd egyenletbe:
cos®x — 3sin?x - cos* x — 3sin*x - cos? x + sin®x = a (D
A 10. feladat megoldasaban levezettiik, hogy
sin®x + cos®x = 1 — 3sin?x - cos? x .
Az (1) egyenletet tovabb alakitva:

1 — 3sin®x - cos? x — 3sin®x - cos* x — 3sin*x - cos? x = a
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1—3(1 + cos? x + sin’x) = a

1 —6sin®x-cos’x =a

1—a = 6sin®x - cos? x = % 4sinx - cos? x = %sinZZx
sin?2x = 2- 2a.
3
A szinuszfliggvény értékkészlete alapjan ennek az egyenletnek akkor van megoldasa, ha
032_320131 > —%Saﬁl.

Ekkor valoban van megoldas, mert az atalakitasaink megfordithatéak voltak.
II. Megoldas:
Az els6 megoldasban szerepld képleteket tovabb alakitva:
cos 3x = cos3x — 3sin?x - cos x = cos3x — 3(1 — cos?x) * cos x = 4cos3x — 3 cos x

cos 3x + 3cosx
4

cos3x =

sin3x = 3cos?x * sinx — sin®x = 3(1 — sin®x) - sinx — sin®x = 3 sinx — 4sin3x

3 3sinx —sin3x
sin°x = ——

4
A megoldandé egyenletbe ezt felhasznalva:
cos3x + 3 cosx . 3sinx —sin 3x
cos 3x - 2 —sm3x-f=a

cos? 3x + 3cos 3x - cos x — 3sin3x - sinx + sin?3x = 4a
1+ 3(cos 3x - cosx —sin3x -sinx) = 4a
4a — 1
3

A koszinuszfliggvény értékkészlete miatt ennek az egyenletnek akkor és csak akkor van

cosdx =

megoldasa, ha

4a — 1
1< 3 <+1 = -

19. Kozelit6 értékek hasznalata nélkiil adjuk meg a

N =
IA
Q
IA
U=

K =tg47° +tg 43° — tg 2°(tg 47° — tg 43°)
kifejezés pontos értékét!
OKTV 2000/2001; daltalanos tantervii osztalyok, 1. fordulo
Megoldas:
47° = 45° 4 2°;43° = 45° — 2° és felhasznaljukaz alabbi Gsszefliggést:

tgx * tgy

+ =
gl +y) 1+tgx-tgy
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_ tg45° +tg2° tg45° — tg2° 20( tg45° + tg2° tg45° — tg2° )
T 1—1tg45-tg2° 1+ tgd5 - tg2° 1—tg45-tg2° 1+ tg45-tg2°/)’

Hasznaljuk az a = tg2° jelolést:

_1+a+1—a <1+a 1—01)_(1+a)2+(1—a)2 (1+a)2—(1—a)2_
T1-a"1+a U4 144" 1— a? @ 1— a? B

_2+2a2—4a2_2—2a2
- 1 — q? T 1—aqa?

20. Az alabbi kifejezés egyes tagjainak nincs értelme, ha a értéke 45° vagy 225°. Van-e a
kifejezésnek hatarértéke, ha a az egyik vagy a masik szoghoz tartd olyan sorozaton fut végig,
amelynek elemeire van értelme az egyes tagoknak?

1+ sin2a + cos 2a

1+tg?2 tg 2a sina + '
(1 + tg 2a) cos a + tg 2a sina 2(sina — cos )

OKTV 1974, 1. fordulo
Megoldas:
A kifejezést atalakitjuk:

1+ 2sina cos a + cos?a — sina

cosa + tg2a (cosa + sina) + -
g2a( ) 2(sina — cos a)

2sina cos a _ sina + cos?a + 2 sina cos a + cos?a — sin’a
=cosa + —————(cosa +sina) + =
cos2a — sin2a

2(sina — cos a)

2sinacosa 2cos’x + 2sina cosa

=cosa + - + :
cos o — sina 2(sina — cos a)
2sina cos a — cos?a —sina cos a —cos?a + sina cos a
=cosa + - =cosa + - =
cosa —sina cosa —sina

=cosa —cosa = 0.

Tehat a kifejezés minden olyan esetben 0, amikor értelmezve van. Ekkor a hatarérték is 0, ha a a
45°-hoz vagy a 225°-hoz tart.

21. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert, ha 0 < x < 2m,és 0 < y < 2m:

cosx +cosy =1, (D
. . 3
smx-smy=—z 2

OKTV 2006/2007; 1I. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

Vezessiik be az u = cos x €és v = cos y jeldlést. A (2) egyenletet négyzetre emeljik, felhasznaljuk,
hogy sina + cos?a = 1, ezutan az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

ut+v=1 3
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9
21 — 12 —
(1-u?)(1-7v?) & %)
A (3) egyenletbdl:

u? +v? =1-2uw.
Ezt a (4) egyenletben felhasznalva:

9
1—u?—v?+u?v? =u?v?+2uv = —
16
16u?v? + 32uv — 9 = 0.
Az uv —ben masodfoku egyenletet megoldva:

uv—l va 2
T4 & ~7

A koszinuszfiiggvény 1-nél nagyobb értéket nem vesz fel, ezért az (1) egyenlet csak ugy

teljesiilhet, ha cos x és cos y értéke sem negativ, igy szorzatuk nem lehet —-.
Most az

u+v=1

egyenletrendszert oldjuk meg:

u(l—u)=1 = 2 1 ( 1>2

2 u —u+Z= u—> = 0.
Tehat:
u=v= !
2
Ha cosx = cosy ==, akkor sinx = i73, a (2) egyenlet alapjan siny = ?g. Ez alapjan a
lehetséges értékek:
T RY/4
=5 & yi=73
5t | s
Xp=—5 & y=z

3
22. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenlGtlenséget:

Jtgix —3>1+4+2-tgx

OKTV 2013/2014; 1I. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:

A tangens-fiiggvény értelmezése miatt x # §+ km, k € Z. A négyzetgydk miatt tg?x > 3, tehat
tgx > /3 vagy tgx < —/3.
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Az els6 esetben az eredeti egyenldtlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért négyzetre emelhetiink:
tg?x —3>1+4-tgx + 4 tg’x
0>3-tg%x +4-tgx + 4.
Az adott feltételek mellett az egyenl6tlenség jobb oldala pozitiv, igy ez sohasem teljesiil.
Az masodik esetben a négyzetgyok értékkészlete miatt az egyenldtlenség bal oldala nemnegativ, a

jobb oldal viszont legfeljebb 1 — 2 - /3, ezért ekkor megoldast kapunk:

T T
—E+kn<xS—§+kn, k €Z.

Ezzel megadtuk az egyenlGtlenség Gsszes megoldasat.

23. Mennyi a V1 + cos 30° — V1 — sin 60° kiilonbség értéke?

1
@ 3 ®L 02 A

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztaly, megyei fordulo

I. Megoldas:

V3 V3 [4+2V3  [4-2V3
\/1+cos30°—\/1—sin60°=\[1+7— 1-—= R yam

Ca+v3)" |a-v3)" |1+v3] [1-v3| 1++3 VBl
B 4 4 2 2 T 2 2 -

A helyes valasz a D.
II. Megoldas:

A kovetkez6 Gsszefliggéseket hasznaljuk fel:

sin?a + cos?a = 1; cosa = sin(90°— a); sin2a = 2sina * cos a;
a’+ b?+2ab =(a+b)?; va? =|al.

V1 + cos 30° — V1 — sin60° = V1 + sin 60° — V1 — sin 60° =

= /sin 230° + c0s230° + 2 - sin 30° - cos 30° — +/sin 230° + c0s230° — 2 - sin 30° - cos 30° =

= \/(sin 30° + cos 30°)2 — \/(sin 30° — cos 30°)2 = |sin 30° + cos 30°| — |sin 30° — cos 30°| =

I ] O I S B T S
272 2 20 272 2 2
A helyes valasz a D.
24. Egy tompaszog tangense —2. Mennyi a sz0g felének a tangense?
2 1 1 2 2
(4) (B) ——= ©) = D) —= (B
1-+5 V2 V5 V5 VE-1

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 11. osztaly, megyei fordulo
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Megoldas:

1.5

0.51

15 2

-1.51

_2-

A tangens fliggvény szemléletes jelentése lathatdé az abran: az egységkorbdl az (1;0) pontban
huzott érint6b6l a szO0g szara negativ iranyban 2 egységet vag ki. Az OM szakasz hossza a

Pitagorasz-tétel alapjan V1 + 4 = /5, tehat cosa = —%. Ha «atompaszog, akkor a fele

) a 1—cosa
827 [T+ cosa

_ [¥s+1_ [(Vs+1)(V5-1) 4 :| 2 |: 2
V5 -1 (V5 - 1)* (vs-1)" Ws-1l V5-1

A helyes valasz az E.

hegyesszog, tehat a tangense pozitiv. A

Osszefliggés alapjan:

25. Mennyivel egyenld a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = 8sin (x + %) —5cosx

fliggvény legnagyobb és legkisebb értékének szorzata?

(4) — 169 (B) —49 (€)—-40 (D) — 26 (E) —13

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztaly, orszagos fordulo
Megoldas:

i3 s s
flx) = 85in(x+g)—5cosx = 8-sinx-c05g+8-cosx-sing—Scosx =
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8-

~|

1 43 1
-sinx+8-5cosx—5cosx=7 7-smx—;-cosx .

() ) =

43 . 1
COSCZ=T €S sma=;.

ezért van olyan a szog,amelyre:

A sin(a — B) = sina - cos f — cos a - sin f azonossagot hasznalva:

fx) =7-sin(x — a).
Ennek a fiiggvénynek a legnagyobb értéke 7, legkisebb értéke —7, ezeknek a szorzata —49.
A helyes valasz a B.

26. Azon haromszogek koziil, amelyeknek a teriilete egyenld és egyik szogiik kozos, melyikben lesz
az ismert szoggel szemkozti oldal a legkisebb?

., Ki miben tudos? ” vetélked6 1964; orszagos selejtezd feladata

Megoldas:
A haromszog oldalait a szokdsos mddon betiizziik, az ismert szog y, a haromszog teriilete T.

A haromszog teriiletét kifejezziik két oldal és a kdzbezart szog segitségével és hasznaljuk a
szinusztételt:

ac-sin 8 a sina ,Sina-sinf

) - . = T= .
2 ¢ siny ¢ 2siny

A szdgfliiggvények szorzatat felirhatjuk kiilonbség alakban is:

2sina - sin B = cos(a — B) — cos(a + B).
Felhasznaljuk, hogy cos(a + ) = cos(180° — ¥) = — cosy, kifejezziik c?-t:
4T - siny 4T - siny

= cos(a — B) — cos(a + B) - cos(a —B) +cosy’

Ebben a kifejezésben T,y allando, ezért ¢ akkor lesz a legkisebb, ha cos(a — ) a legnagyobb. Ez
a = B esetén teljesiil, amikor a haromszog egyenld szaru.

27. Megmértiilk egy vizszintes terepen 4alld antennatorony emelkedési szogét a talpponttol
100 m, 200 m és 300 m tavolsagbol. A harom szog dsszege 90°. Milyen magas a torony?

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1959.évi 2. feladata

Megoldas:

A torony magassagat jeloljik x-el. A latészogeket az abra szerint «, 3, y-val jeloljiik, ekkor

X

tgy = 5os

300°

t = X t = X
8% =150 ®F =350
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100 [a 100 8 100 v

a+f+y=90° ezért

= tg(90° — (@ + B)) = ctgla + B) = ! 1—tga-tgff _

tgy

=300 tg(a + B) - tga + tgf
X X
:1—1—0'ﬁ:100-200—x2
XX 300x
100 " 200

Innen:
x? = 20000 — x?
x =100. (x>0)

A torony magassaga 100 m.

28. Bizonyitsuk be, hogy a konvex négyszogek koziil csak a paralelogrammaknak van meg az a
tulajdonsaguk, hogy mind a négy cstlics esetében ugyanakkora Gsszeget kapunk, ha a rajta at nem
halad6 oldalegyenesektdl valo tavolsagait sszeadjuk.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1967.évi 3. feladata

Megoldas:

o

E A D, C, B

A betlizést tigy valasztjuk, hogy az AB és CD egyenesek illetve az AD és BC egyenesek az abra
szerint az E illetve F pontban metszik egymast vagy parhuzamosak.& és ¢ ezen oldalparok
hajlasszoge, ha parhuzamosak, akkor ¢ = 0 illetve ¢ = 0. Az EDC4-et §-val jeldljik, ekkor
DCB4 = @+ 3. A C csics merdleges vetiilete az AB illetve AD oldalegyeneseken: C; és C,, a D
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pont vetiilete az AB, BC oldalegyeneseken illetve a CC; egyenesen D;, D,, D;. Ha a feladatban
szerepld 0sszeg a C és D cstucsokra azonos, akkor:

Felhasznaljuk, hogy a betlizés valasztasa miatt CC; = DD,, igy CC; = DD; 4+ CD3, tehat (1)
alapjan:

CDD; % ¢és € egyallasu szogek, ezért egyenldek. A (2) egyenlOséget szogfliggvényekkel kifejezziik
a megfeleld derékszogi haromszogekbol:

DC-sine + DC - siné = DC - sin(¢ + 6),
majd DC-vel osztunk:
sine 4+ sind = sin(p + §) = sin¢@ - cos§ + cos ¢ - sin .
Ugyanezt az A és D csucsokra végiggondolva:
sing + sind = sine-cosd + cose-sind
Adjuk 0ssze az utolsé két egyenletet:
(sine +sin¢g) - (1 —cosé) + (2 —cose —cos @) -sind = 0.

0 < 6 < m, ezért az elébbi kifejezésben mindkét tag masodik tényezdje pozitiv, az elsé tényezok
pedig nemnegativak. Az egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha

sine+sinp =0, cose+ cosg = 2.

Ez csak e=0 ¢é ¢ =0 esetén teljesiilhet, ami azt jelenti, hogy az ABCD négyszig
paralelogramma.

29. Jeldlje egy paralelogramma két szomszédos oldalanak aranyat A (ahol A > 1). Hatarozzuk meg,
hogy hogyan fiigg A-t61 az atlok kozti hegyesszog legnagyobb lehetséges értéke.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1994.évi 1. feladata

Megoldas:
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Legyen egység az AB oldal, ekkor a BC oldal A. A paralelogramma atloi felezik egymast, az atlok
felét e-vel és f-fel jeloljik, az atlok szoge @. Az AEB és BEC haromszogekre felirjuk a
koszinusztételt:

1=e?+ f2 —2efcos @,
A% =e? + f2 — 2ef cos(180° — @) =e? + f2 + 2efcos ¢.
A két egyenletet 6sszeadva és kivonva:
A2+1=2(e?+f%), A —1= 4efcosg.

A% > 1, ezért cos ¢ > 0. Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenlétlenséget:

2 2
(22 +1)coso =4< Zf )cos<p24\/ezf2 cosp =4efcosp = 12 —1,

ahonnan:

22-1

> —.
OSP =2

Egyenldség akkor teljesiil, ha e = f, ilyenkor a paralelogramma téglalap.

Legyen ¢ olyan szdg, amelyre

2 -1 -1
COS(p0=m, <p0=arccosm.
2_
Ilyen sz6g van, mert 0 < ()l;ﬂ—+11) < 1. A koszinuszfiiggvény a (0;90°) intervallumban csékkend

fliggvény, ezért a keresett legnagyobb szog a ¢,.

30. (Morley tétele) Egy tetszéleges haromszog szogeit az AY,AZ,BZ,BX,CX,CY egyenesek 3 — 3

egyenlO részre osztjak. Bizonyitsuk be, hogy az XY Z haromszog szabalyos.

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom:
Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korebdl

Geometria I, 180. feladat
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Megoldas:

A haromszog szogei 3a; 38; 3y, a haromszog oldalai AB = ¢; AC = b; BC = a,BZ = u,BX = v.
Ha a haromszdg koré irt korének sugara R, akkor a = 2R sin3a; b = 2R sin3f;c = 2R sin 3y.
A haromszog szogeinek dsszege: 3a + 3 + 3y = 180°, tehat « + § + y = 60°.

A BXC haromszogben a szinusztétel alapjan:

v siny _siny siny
a sin(180°—pB —y) sin(B+7y) sin(60° —a)
a-siny 2R - sin 3«

V= sin(60° — a) - sin(60° — a)’

Az addicids tételek alapjan levezetheto:
2

. . . 3 . ﬁ . 2 . . 2 . 2
sin3a = 3sina — 4 sin*a = 4sina - — sin*a| = 4sina (sin? 60° — sin‘a) =
= 4sin a(sin60° + sin a) (sin 60° — sina) =
_ 60°+a  60°—a 60°+a  60°—a
=4sina - 2sin > cos > -2 cos > sin > =

= 4 sin a sin(60° + a) sin(60° — ).

Ezt felhasznalva:
v =8"'R-sinasinysin(60° + a).
Hasonldan:
v =8+ R-sinasinysin(60° + y).
A BXZ haromszogbdl koszinusztétel alapjan:
XZ? =u? +v? —2uvcosf =
= 64 R? sin? a sin? y[sin ?(60° + a) + sin 2(60° + y) — 2sin(60° + a) - sin(60° + y) - cos 5]

A szogletes zardjelben 1évo kifejezés egy koszinusztételre emlékeztet. Van-e olyan haromszog,
amelynek két oldala sin(60° + a) és sin(60° + y) és a kozbezart szog B?

Az a+ B +y =60° Osszefiiggés miatt (60° + a) + (60° +y) + B = 180°, ezért van olyan
haromszog, amelynek ezek a szogei. Ha a haromszog koré irhatd korének az atmérdje 1, akkor a
haromszog oldalai sin(60° + a), sin(60° + ) és sinfB. gy a fenti szogletes zardjelben 16vE
kifejezés értéke a koszinusztétel alapjan sin?p. Ezért
XZ? = 64 R? sin? a sin? y sin?p,
XZ = 8R sina sinf siny.
Ebben a kifejezésben a, 8,y szerepe felcserélhetd, ezért ugyanezt a kifejezést kapjuk ZY és YV

szakaszokra, ami azt jelenti, hogy az XYZ haromszog oldalai egyenléek, azaz a haromszog
szabalyos.
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