1. Halmazok — szamhalmazok, ponthalmazok

I. Feladatok

1.

Egy osztaly a tanév folyaman 3 kirandulast szervezett. Az elsén az osztaly 70%-a, a masodikon az
osztaly 80%-a, a harmadikon az osztaly 90%-a vett részt. gy 12 tanulé haromszor, a tobbiek
kétszer kirandultak. Hanyan vannak az osztalyban?

ABACUS matematikai lapok; 1999. november; C.335

Egy 500 ember érint6 felmérés soran kideriilt, hogy a megkérdezettek 46%-a szereti az eper,
71 %-a a vanilia, 85%-a a csokoladé fagylaltot. Van-e a megkérdezettek kozott hat olyan ember,
aki mind a haromf¢le fagylaltot szereti?

KoMal 2006. szeptember, C 860

Az iskolai sielésen huszan vettek részt. Négy olyan gyerek utazott, akinek pontosan egy testvére is
ott volt. Kilenc olyan gyerek ment sielni, akinek pontosan két testvére is utazott. Hét gyerek
testvér nélkiil ment sielni. Erkezéskor minden gyermeket az édesanyja varta. Hany édesanya
varakozott a sielésroél megérkez6 gyerekekre?

ABACUS matematikai lapok; 2006 januar; B.682.

Egy boltban férfi és néi cipdket és kabatokat lehet kapni. Egy alkalommal a raktarkészlet
darabszamanak felmérésekor azt allapitjak meg, hogy a raktarban 1évé aruk 25%-a kabat, és a
cipdk 60%-a férfi cipd. A raktarkészlet hany szazaléka a néi cip6?

ABACUS matematikai lapok; 2001 januar; C. 454.

Hany olyan haromjegyii természetes szam van, amely a 7, a 11 és a 13 szamok egyikével sem
oszthat6?

OKTV 1979; 1. fordulo

Egy osztalyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara, 13-an
fizikara és 11-en kémiara. Azok szama, akik pontosan kétféle szakkdrre jarnak éppen négyszerese
azok szamanak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak mindharom szakkdorre és
mennyi az osztalylétszam, ha az osztalyba jaro fiuk egyharmad része szemiiveges, valamint a nem
szemiiveges fiuk szama egyenld a lanyok szamaval?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo

Egy rejtvénytjsagban egymas mellett két, szinte azonos rajz talalhatd, amelyek kozott 23 aprod
eltérés van. Ezek megtalalasa a feladat.

Elészor Adam és Tamas nézték meg figyelmesen az abrakat: Adam 11, Tamas 15 eltérést talalt, de
csak 7 olyan volt, amelyet mindketten észrevettek.

a) Hany olyan eltérés volt, amelyet egyikiik sem vett észre?

Ko6zben Eniké is elkezdte szamolni az eltéréseket, de 6 sem talalta meg az Gsszeset. Mindossze 4
olyan volt, amelyet mind a harman megtalaltak. Egyeztetve kideriilt, hogy az Eniké altal
bejelltekbdl hatot Adam is, kilencet Tamas is észrevett, és drommel lattak, hogy harman egyiitt az
Osszes eltérést megtalaltak.



b) A feladat szovege alapjan tdltse ki az alabbi halmazabrat arrdl, hogy ki hanyat talalt
meg!

Adém Tamas

Eniko
Kozépszintii erettseégi vizsga feladata bovitve; 2005. mdjus 10.

8. Egy 30 f0s osztalyban a tanulok harom idegen nyelv koziil valaszthattak, ezek az angol, a német és
a francia.

Hanyan tanuljak mindharom nyelvet, és hanyan nem tanulnak franciat, ha tudjuk a kévetkezoket:

(1) Minden diak tanul legalabb két idegen nyelvet.

(2) Az angolt is és a németet is tanuld didkok szama megegyezik a franciat tanulok szadmaval.
(3) Angolul 27-en tanulnak.

(4) A németet és a franciat is tanulok szama 15.

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2009. majus 5.
9. Kullancs kapitany kaldzhajojan a matrézoknak pontosan a

a) kétharmada félszemd;

b) haromnegyede falabu;

c) négyotdde kampokezi, és
d) othatoda kopasz

A hajon a matrozok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiiek, falabuak,
kampodkeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, valamint a tisztek matrézoknak is
szamitanak.

Hany f6s a kal6zhajo legénysége?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, II. kategoria, 3. fordulo

10. Egy osztalyban mindenki két szakkorbe jar, és barmely harom gyerek jar kozos szakkorbe.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan szakkor, ahova minden gyerek jar.

KoéMal 1982. mdjus,; Gy. 2054



11.

12.

13.

14.

Az abran az A, B,C halmazok Venn-diagramja lathato. Adjuk meg az A, B, C halmazok kozotti
halmazmiiveletekkel az X, Y, Z, P, Q részhalmazokat!

A

Harom embercsoport X,Y,Z koziil semelyik kettonek sincs kdzos tagja. Az alabbi tablazat az
X,Y,Z,XUY,XUZésY U Z csoport tagjainak atlagos életkorat tartalmazza években:

Csoport X Y A XUY XuZ YuZ

Atlagéletkor 37 23 41 29 39,5 33

Mennyi az X UY U Z csoport tagjai életkoranak atlaga?
KoMal 1988. november; Gy. 2510

Mennyi az |AU B U C| lehetséges legnagyobb és legkisebb értéke, ha |A| = 10, |B| =12,
[Cl =15¢és |[ANB NC| = 6?(Az|A]| jeloli az A halmaz elemeinek a szamat.)

(A) 15és31 (B) 16és25 (C) 25és31 (D) 25és37 (E) 31és37
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 10. osztaly, megyei fordulo
Tekintse a kovetkez6 halmazokat:

A ={a 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok halmaza};
B ={a 300-nal nem nagyobb 3-mal oszthato pozitiv egész szamok halmaza};
C ={a 400-nal nem nagyobb 4-gyel oszthatd pozitiv egész szamok halmaza}.

a) Toltse ki a tablazatot a minta alapjan, majd a tablazat alapjan irja be az 52,78,124,216
szamokat a halmazabra megfeleld tartomanyaba!

A halmaz B halmaz C halmaz
114 nem eleme eleme nem eleme
52
78
124
216




15.

16.

17.

18.

c
b) Hatarozza meg az A N B N C halmaz elemszamat!
c) Szamitsa ki annak a valosziniiségét, hogy az A halmazbdl egy elemet véletlenszerlien
kivalasztva a kivalasztott szam nem eleme sem a B sem a C halmaznak!
Kozepszintii érettségi vizsga,; 2012. mdjus 8.

Adott az A = {0; 1; 2; 3; 4; 5} halmaz.

a) Adja meg az A halmaz haromelemii részhalmazainak a szamat!

b) Az A halmaz elemeib6l hany olyan oOttel oszthaté hatjegyli szam irhato fel, amelyben a
szamjegyek nem ismétlddhetnek?

c¢) Az A halmaz clemeibdl hany olyan hatjegyli szam irhatd fel, amely legalabb egy egyest
tartalmaz?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2007. majus 8.

Jelolje H a+/5,2 — x < 3 egyenlétlenség pozitiv egész megoldasainak halmazat.

Jelolje tovabba B azon pozitiv egész b szamok halmazat, amelyekre a log,2° kifejezés értéke is
pozitiv egész szam.
Elemeinek felsorolasaval adja mega H,a B, a H N B és a B\ H halmazt!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2014. majus 6.

Legyen A={x ER|Vx—1>V5—x}éB = {x € R|log:(2x — 4) > —2}.
2
Adjamegaz AU B, A N B, B\A halmazokat!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2011. majus 3.

Jelolje H a [0; 27| intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek a halmaza, amelyekre teljesiil a
25I0% > 1 egyenlétlenség, és B a H halmaz azon részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil a
2°95% < 1 egyenl6tlenség.

Adja meg az A halmazt, a B halmazt és az A\ B halmazt!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2008. oktober 21.



19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

A H alaphalmaz tetszoleges részhalmazai A, B és C. Az alabbi 6sszefliggések koziil melyek igazak
¢s melyek nem?

a) ANB c A\B

b) AABC AUB

c) AU(B\C)=(AUB)\C

d AnBNC=AnBn(BUC)
e) AUB\\C=4AnBncC

Legyen A = {1; 2} és B = {1; 2; 3}. Irjuk fel az

a) (AXB)nN(BxA);
b) (AxB)\(B x A)

halmaz elemeit!

Vége a nyarnak. Hét gyerek, Béla, Gabor, Imre, Jozsef, Odon, Péter és Zsolt beszamoltak nyari
programjaikrél. Haromféle taran vettek részt: vizi turan (V), kerék parturan (K) és barlang turan
(B). Az alabbi informaciokat adtak meg a matematikat szeretd Dezsének:

V n K = {Gabor; Odoén}; B\K = {Imre;]ézsef; Zsolt}; V\(K U B) = {Béla};
(V U K)\B = {Béla; Gabor}; (V n B)\K = {Zsolt}; K\{V U B} = 0.

Dezsbnek azt is megmondtak, hogy legalabb egy taborban mindegyikiik volt. Meg tudja-e
mondani ennyi informaciobol Dezs6, hogy a gyerekek melyik taborban, tdborokban vettek részt?

Hany olyan (4, B) rendezett par van, ahol A és B egy rogzitett n elemil halmaz részhalmazai és
AcCB?

KoMal 2014. aprilis; B.4625.

Egy haromnal nagyobb elemszami halmazrol tudjuk, hogy az egyelemi, a kételemli és a
haromelemii részhalmazainak a szama egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Hany elemi a
halmaz?

KoMalL 2012. december; C.1149.

Az {1;2;3;...; 2009} halmazbdl legalabb hany szamot kell kivalasztani, hogy biztosan legyen a
kivalasztott szamok kozott két olyan, amelyek kiilonbsége 47

OKTV 2009/10; 1I. kategoria, 1. fordulo

Egy n-elemli H halmaznak kivalasztottuk néhany k-elemii részhalmazat (3 < k < n) ugy, hogy
H barmely két elemét pontosan harom darab, barmely harom elemét pontosan két darab
kivalasztott részhalmaz tartalmazza. Hatarozza meg n és k lehetséges értékeit.

OKTV 2010/11; 1II. kategoria, 1. fordulo
Abrazoljuk azokat a P(x;y) pontokat, amelyeknek koordinataira: |y| <1 —xés |x| <3 —y.

KoéMal 2012. aprilis; C.1120.



27.

28.

29.

30.

31.

32.

Harom ponthalmazt vizsgalunk a derékszogli koordinata-rendszer (S) sikjaban.
Az A ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira: 4x — 3y > 18,
azaz A == {P(x;y) € S| 4x — 3y > 18};

a B halmazt ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira:
x2+y?2—6x+4y—12<0,azazB ={P(x;y) ES|x? +y? —6x+4y—12<0};

a C halmazt ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira: y? = 4,
azaz C == {P(x;y) € S | y? = 4}.

a) Abrazolja kozos koordinita-rendszerben a hirom halmazt! Fogalmazza meg, milyen
geometriai alakzatot alkotnak az A, a B és a C halmaz pontjai!

b) Abréazolja ujabb koordinata-rendszerben a B\ A halmazt?

¢) Abrazolja a BN C halmazt! Ennek a ponthalmaznak melyik P(x;y) pontja van a
legkozelebb, illetve a legtavolabb a koordinata-rendszer origojatol?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 20006. oktober 25.

Van-e nemnegativ egész szamokbol allé olyan két végtelen A és B halmaz, hogy barmely
nemnegativ egész szam pontosan egyféleképpen irhatd fel egy A-hoz és egy B-hez tartozd szam
Osszegeként?

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1966.évi 3. feladata

Adott harom, paronként kitérd egyenes. Hol helyezkedhet el a kozéppontja egy olyan
paralelepipedonnak, amelynek az egyenesek mindegyikére illeszkedik éle?

KoMal 2011. szeptember, B.4381

Az e és f egyenesek merOlegesen metszik egymast. A két egyenes sikjaban fekvd derékszog
csucsa a P pont, egyik szara az e egyenest az A pontban, a masik szara az f egyenest a B pontban
metszi. Mi a mértani helye az AB szakasz felezGpontjanak, ha a derékszog a P pont koriil forog?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1967, haladok, 1. fordulo

Adott a térben négy pont: A, B, C.D. Hatarozzuk meg az S sikot ugy, hogy A és C a sik egyik
oldalan, B és D a sik masik oldalan legyenek, és a négy pont S-t61 egyenl6 tavolsagra legyen.

A keésobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1922.évi 1. feladata

Egy O kozéppontu kor egy atmérdjének a végpontjait A és B jeloli. Tekintsiik a kdrvonal egy
tetszOleges P pontjat, vetitsiik azt merdlegesen az AB atmérdre, és jeldlje P’ a P pont vetiiletét. Az
OP sugaron vegyiik azt a Q pontot, amelyre 0Q = OP’. Mi a Q pontok mértani helye, ha P befutja
az egész korvonalat?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1978; kezdok, 1. fordulo

OKTV 2012/13; III. kategoria, 1. fordulo



II.

Megoldasok

Egy osztaly a tanév folyaman 3 kirandulast szervezett. Az elsén az osztaly 70%-a, a masodikon az
osztaly 80%-a, a harmadikon az osztaly 90%-a vett részt. gy 12 tanulé haromszor, a tobbiek
kétszer kirandultak. Hanyan vannak az osztalyban?

ABACUS matematikai lapok; 1999. november; C.335

Megoldas:

70% + 80% + 90% = 240%. gy a 200% feletti 40% annak a 12 tanulonak felel meg, akik
haromszor kirandultak. A teljes osztalylétszam, a 100%, 12: 0,4 = 30 f6.

Egy 500 ember érint6 felmérés soran kideriilt, hogy a megkérdezettek 46%-a szereti az eper,
71 %-a a vanilia, 85%-a a csokoladé fagylaltot. Van-e a megkérdezettek kozott hat olyan ember,
aki mind a haromf¢le fagylaltot szereti?

KoMal 2006. szeptember, C 860

I. Megoldas:

46% + 71% + 85% = 202%, ami azt jelenti, hogy az embereknek legalabb a 2%-a mind a
haromféle fagylaltot szereti. Az 500-nak a 2% 10, igy a feladat allitasanal tobbet allithatunk,
biztos, hogy van 10 olyan ember, aki mind a harom fagylaltot szereti.

II. Megoldas:

Hasznaljuk az abra szerinti jel6lést:

eper vanilia

:

csokoladé

a+b+c+d+e+f+g+h=500,
a+b+d+g=500-046 =230,
b+c+f+g=500-071=355
e+f+g+d=500-085=425.
Ezek alapjan:
(a+b+d+g)+b+c+f+gp+(e+f+g+d)—(a+b+c+d+e+f+g+h)=

7



=b+d+f+2g—h=510.

b+ d+ f + g értéke legfeljebb 500, h legkisebb értéke 0, igy g legalabb 10. Tehat van 10 olyan
ember, aki mindharom fagylaltot szereti.

Ez a megoldas az el6z6nél 1ényegesen bonyolultabb, de megmutatja, hogy mi a feltétele annak,
hogy g értéke nagyobb legyen: ha a csak egy fagylaltot szeretd emberek szama novekszik (a, c, e),
akkor g értéke is nagyobb lesz.

Az iskolai sielésen huszan vettek részt. Négy olyan gyerek utazott, akinek pontosan egy testvére is
ott volt. Kilenc olyan gyerek ment sielni, akinek pontosan két testvére is utazott. Hét gyerek
testvér nélkiil ment sielni. Erkezéskor minden gyermeket az édesanyja varta. Hany édesanya
varakozott a sielésrol megérkezo gyerekekre?

ABACUS matematikai lapok; 2006. januar; B.682.

Megoldas:

Négy gyereknek egy testvére sielt, ez két csaladot jelent. Kilenc gyereknek két testvére van, 6k
harom csaladbol jottek. Az a hét gyerek, aki testvér nélkiil jott, hét csalad tagjai. Osszesen 12
csaladbol jottek a gyerekek, igy 12 anyuka varta oket.

Egy boltban férfi és néi cipdket és kabatokat lehet kapni. Egy alkalommal a raktarkészlet
darabszamanak felmérésekor azt allapitjak meg, hogy a raktarban 1évé aruk 25%-a kabat, és a
cipdk 60%-a férfi cipd. A raktarkészlet hany szazaléka a ndi cip6?

ABACUS matematikai lapok; 2001. december, C. 454.

Megoldas:
Ha a raktarkészlet 25%-a kabat, akkor 75%-a cipd. Ha a cipék 60%-a férfi cip6, akkor 40%-a ndi

cipd. Ha a raktarkészlet x, akkor x - 0,75 - 0,4 = x - 0,3 ndéi cip6 van, tehat a raktarkészlet 30%-a
néi cipo.

Hany olyan haromjegyii természetes szam van, amely a 7, a 11 és a 13 szamok egyikével sem
oszthatd?

OKTV 1979; 1. fordulo

Megoldas:

Ha egy haromjegyli szam oszthatdo a d < 1000 természetes szammal, akkor van olyan n egész
szam, amelyre:

99 999
9V<n-d<999 = ?<nST,

tehat ilyen szam [9‘;2 - [1—9] darab van.
Ezt felhasznalva a 7-tel, 11-gyel, illetve 13-mal oszthatdé haromjegyli szamok szama:
142 — 14 = 128,90 — 9 = 81, illetve 76 — 7 = 69.

Ugyanigy a 711 = 77-tel, a 7-13 = 91-gyel, illetve 1113 = 143-mal oszthatd6 haromjegyi
szamok szama:

12-1=11,10 — 1 = 9, illetve 6.



7 -11-13 = 1001-gyel oszthatdo haromjegyii szam pedig mar nincs.

Osszesen 900 darab haromjegyli szam van. A logikai szita formula alkalmazisaval megkapjuk,
hogy hany olyan haromjegy(i szam van, amely nem oszthat6 sem 7-tel, sem 11-gyel, sem 13-mal:

900 — (128 + 81+ 69) + (11 + 9 + 6) = 648.

(Az 0sszes szambdl levontuk azok szamat, amelyek egy szammal oszthatoak. Ekkor a két szammal
oszthatoakat kétszer vontuk le, ezért egyszer vissza kell adnunk.

Megjegyzés:

A kiszamolt adatok alapjan el tudjuk késziteni azt a halmazabrat, amelyrdl lathato, hogy melyik
oszthatosagi feltételnek hany szam felel meg:

, haromjegyii szamok |

128-11-9=108

Egy osztalyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara, 13-an
fizikara és 11-en kémiara. Azok szama, akik pontosan kétféle szakkdrre jarnak éppen négyszerese
azok szamanak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak mindharom szakkdorre és
mennyi az osztalylétszam, ha az osztalyba jaro fiuk egyharmad része szemiiveges, valamint a nem
szemiiveges fiuk szama egyenld a lanyok szamaval?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

Jeloljiik x-szel a mindharom szakkorbe jarok szamat. Ekkor a pontosan két szakkorbe jarok szama
4x. Ha 0Osszeadjuk az egyes szakkorokre jarok szamat, akkor ebben a pontosan két szakkorre
jarokat kétszer, a harom szakkdrre jarok szamat haromszor szamoltuk. Ha mindenkit egyszer
akarunk figyelembe venni, akkor a pontosan két szakkdrre jarok szamat egyszer, a harom szakkorre
jarok szamat kétszer le kell vonnunk. Igy az osztalylétszam 17 + 13 + 11 — 4x — 2x = 41 — 6x.

A fiuk egyharmad része szemiiveges, ezért jeloljiikk a fiuk szamat 3f-fel. A lanyok szama a fitk
szamanak kétharmada, tehat 2f, igy az osztalylétszam 5f, azaz oszthato 5-tel.



Olyan x-et keresiink, amelyre 41 — 6x oszthato 5-tel és legalabb 17. Ez csak x = 1 esetén teljesiil,
amikor 41 — 6x = 35. Az osztalylétszam ezek alapjan 35, és mindharom szakkdorre 1 tanuld jar.

Még meg kell mutatnunk, hogy van ilyen eset, hiszen kiilonben azt kellene mondanunk, hogy a
feladat feltételei nem teljesithetdek. Az alabbi Venn-diagram mutat egy lehetséges megvalositast:

matematika fizika

N/

kémia

7. Egy rejtvényljsagban egymas mellett két, szinte azonos rajz talalhato, amelyek kozott 23 apro
eltérés van. Ezek megtalalasa a feladat.
Elészor Adam és Tamas nézték meg figyelmesen az abrakat: Adam 11, Tamas 15 eltérést talalt, de
csak 7 olyan volt, amelyet mindketten észrevettek.

a) Hany olyan eltérés volt, amelyet egyikiik sem vett észre?

Ko6zben Eniké is elkezdte szamolni az eltéréseket, de 6 sem talalta meg az Gsszeset. Mindossze 4
olyan volt, amelyet mind a harman megtalaltak. Egyeztetve kideriilt, hogy az Eniké altal
bejelltekbdl hatot Adam is, kilencet Tamas is észrevett, és srommel lattak, hogy harman egyiitt az
Osszes eltérést megtalaltak.

b) A feladat szovege alapjan tdltse ki az alabbi halmazabrat arrdl, hogy ki hanyat talalt
meg!

Adam Tamas

Eniko

Kozepszintii érettségi vizsga feladata; 2005. mdjus 10.

10



I. Megoldas a):

Hasznaljuk a logikai szita formulat: 23 — (11 + 15) + 7 = 4 eltérést nem talaltak meg. (Ha az
osszes eltérésbol levonjuk az Adam és a Tamas altal észrevett eltéréseket, akkor kétszer vontuk le
a mindkett6jlik altal észrevetteket, ezért ezek szamat egyszer hozza kell adnunk.)

II. Megoldas a):

Az adatok alapjan egy halmazabrat készitlink:

Osszes eltérés

Adam Tamas

23-4-7-8=4

Az Osszes eltérés szamabol kivonjuk a csak Adam altal megtalaltakat, a csak Tamas altal
megtalaltakat és a mindkett6jiik altal észrevett eltérések szamat: 23 — (4 + 7 + 8) = 4. Tehat 4
eltérést nem talalt meg egyikiik sem.

Megoldas b):

Osszes eltérés

Adam Tamas

Eniko

Kihasznaltuk azt, hogy harman egyiitt minden eltérést megtalaltak, igy 4 —et (ezeket nem talalta
meg sem Adam, sem Tamas) irtunk abba a tartomanyba, amelyben a csak Eniké altal megtalalt
eltérések vannak.



8. Egy 30 f0s osztalyban a tanulok harom idegen nyelv koziil valaszthattak, ezek az angol, a német és
a francia.

Hanyan tanuljak mindharom nyelvet, és hanyan nem tanulnak franciat, ha tudjuk a kévetkezdket:

(1) Minden diak tanul legalabb két idegen nyelvet.

(2) Az angolt is és a németet is tanuld didkok szama megegyezik a franciat tanulok szamaval.
(3) Angolul 27-en tanulnak.

(4) A németet és a franciat is tanulok szama 15.

Emelt szintii erettsegi vizsga; 2009. majus 5.

Megoldas:

angol német

francia

A fenti halmazabraban (1) miatt harom tartomanyba O-t irtunk. A mindharom nyelvet tanulok
szamat x-el, a pontosan két nyelvet tanulok szamat a, b, c-vel jeloltiik.

Az osztalylétszam: a+b+c+x=30,
(2) miatt a+x=b+c+x = a=b+c
(3) miatt a+b+x =27,
(4) miatt ¢+ x =15.

Az elsd és a harmadik Osszefiiggés miatt ¢ = 30 — 27 = 3. Igy a negyedik egyenletbél x = 12. ¢
értékét felhasznalva a = b + 3. Az eddigi eredményeket a harmadik egyenletbe behelyettesitve:

b+3+b+12=27 = b=6 = a=09.

Tehat mindharom nyelvet 12-en tanuljak, franciaul 9-en nem tanulnak.
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9. Kullancs kapitany kaldzhajojan a matrézoknak pontosan a

a) kétharmada félszemi;

b) haromnegyede falabu;

¢) négyotdde kampokezi, és
d) othatoda kopasz

A hajon a matrozok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiiek, falabuak,
kampodkeziiek és kopaszok is egyben. A tisztek szama 5, valamint a tisztek matrdzoknak is
szamitanak.

Hany f6s a kal6zhajo legénysége?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, II. kategoria, 3. fordulo

Megoldas:

A feladat szovege alapjan a matrdzok szama oszthato 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal, ezért ezeknek a
szamoknak a legkisebb tobbszdrdsével, azaz 60-nal is. Jeldljiik a matrézok szamat 60m-mel.

A matrozok egyharmada, azaz 20m, nem félszemi, egynegyede, azaz 15m, nem falabt, egyotdde,
azaz 12m, nem kampokezii, egyhatoda, azaz 10m nem kopasz.

20m + 15m + 12m + 10m = 57m. gy a félszemii, falabu, kampokezii és kopasz matrézok
szama legalabb 3m, Ok a tisztek. Tudjuk, hogy 5 tiszt van, tehdt 5= 3m. Ennek az
egyenldtlenségnek csak az m = 1 pozitiv egész szam felel meg, ezért csak 60 fés lehet a kalozhajo
legénysége

M¢ég meg kell mutatnunk, hogy ilyen Osszetétell legénység létezhet.

40 félszemii, 45 falabu, 48 kampodkezii és 50 kopasz matréozunk van. 40 + 45 + 48 + 50 = 183,
ebbdl lathato, hogy a matrozok tobbsége a fentiek koziil legalabb 3 tulajdonsaggal rendelkezik.
Tudjuk, hogy 5 rendelkezik mind a négy tulajdonsaggal. A példat tigy konstrualjuk, hogy 5 matroz
négy tulajdonsaggal rendelkezik, 2 csak két tulajdonsaggal, 53 pedig harom tulajdonsaggal. Az
alabbi tablazat ilyen esetet mutat:

Hany £6? félszemii falabua kampokezili | kopasz
nem félszemii 20 X X X
nem falabu 15 X X X
nem kampokezii 10 X X X
nem kopasz 8 X X X
félszem+falab 2 X X
tiszt 5 X X X X
Osszesen 60 40 45 48 50

Egy ilyen legénység megfelel a feltételeknek.
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10. Egy osztalyban mindenki két szakkorbe jar, és barmely harom gyerek jar kozos szakkdorbe.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan szakkor, ahova minden gyerek jar.

KoéMalL 1982. mdjus,; Gy. 2054

Megoldas:

Ha barmely két gyerek ugyanabba a két szakkorbe jar, akkor ezekbe a szakkorokbe az Osszes
gyerek jar, tehat igaz a feladat allitasa. Ha van olyan két gyerek (4, B), aki nem ugyanabba a két
szakkorbe jar, akkor is van olyan szakkor, ahovd mind a ketten jarnak, hiszen barmely harom
gyerek is jar kozos szakkorbe. Ebbe a szakkorbe viszont az osztaly minden gyerekének jarnia kell,
hiszen A-val és B-vel egyiitt harman jarnak kozos szakkorbe és a kozos szakkor csak ez lehet. Igy
ebben az esetben is talaltunk megfeleld szakkort.

11. Az abran az A, B, C halmazok Venn-diagramja lathato. Adjuk meg az A, B, C halmazok kozotti
halmazmiiveletekkel az X,Y, Z, P, Q részhalmazokat!

A

Megoldas:
Talan a Z halmaz megadasaval érdemes kezdeni (de nem kdtelezd).
Z=BnNnC(,
Y = B\(,
Q=0C\4
X=A\(BuUO0),
P =(ANC)\B.

12. Harom embercsoport X,Y,Z koziil semelyik kettonek sincs kdzos tagja. Az alabbi tablazat az
X,Y,Z,XUY,XUZésY U Z csoport tagjainak atlagos életkorat tartalmazza években:

Csoport X Y A XUY XuZ YuZz

Atlagéletkor 37 23 41 29 39,5 33

Mennyi az X UY U Z csoport tagjai életkoranak atlaga?
KoMal 1988. november; Gy. 2510

Megoldas:

A H halmaz elemszamat |H|-val jeloljiik. Ezt a jelolést hasznalva 37 - |X|;23 - |Y];41-|Z| az
egyes halmazokba tartozd emberek életkoranak az 6sszege.
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Tehat:

g9 = 37X+ 23 VI g (X|+ YD =37 |X|+23-|Y] = |y|—4|x|
X[+ Y B 3
371X +41-|Z] 5
39,5 = = 395-(|X|+1Z]) =37-|X|+41-|Z| = |Z|==]|X].
X1+ 1Z] dx1+1z0) |X] |Z] |Z] 3I I

Ezek alapjan mar kiszamithaté az X U Y U Z halmazba tartoz6 emberek atlagéletkora:

4 5
37-|X|+23-|v|+41-|z] 37 1X|+23-3|X[+41-31X] 136-|X|

= 34.
X1+ 1Y+ 1Z] 4-1X|

4 5
X1+ 3 X1 + 3 1X]
Az X UY U Z halmazhoz tartoz6 emberek atlagéletkora 34 év.
Megjegyzés:

Nem hasznaltuk ki, hogy az Y UZ csoport tagjainak atlagéletkora 33 ¢év. Erre nem volt
szikségiink, felmeriilhet benniink, hogy vajon teljesiil-e ez a feltétel. A fent levezetett
Osszefliggéssel

4 5
23-|Y|+41-|Z|_23'§|X|+41-§|X|_99-|X|_33
T4 5 ERCON
Y]+ 1Z] §|X|+§|X| 3-1X|

az atlagéletkor, ami a megadottal egyezik, tehat nem kaptunk ellentmondast.

13. Mennyi az |AU B U C| lehetséges legnagyobb és legkisebb értéke, ha |A| = 10, |B| =12,

[Cl =15¢és |[ANB NC| = 6?(Az|A]| jeloli az A halmaz elemeinek a szamat.)
(4) 15és 31 (B) 164525 (C) 25és31 (D) 25és37 (E) 31és37

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 10. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:
Akkor kapjuk a lehet6 legtobb elemet, ha a kdzos elemek szama a lehetd legkevesebb, tehat 6.

Ezt mutatja az abra:
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Ekkor [AU B U C| = 25.

Akkor kapjuk a legkevesebb elemet, ha két-két halmaz kozds része a lehetd legtobb elemet
tartalmazza. 6 olyan elem van, amely mindharom halmazban benne van. Az A halmaznak még 4, a
B halmaznak még 6, a C halmaznak még 9 elemét kell elhelyezniink. 4 + 6 + 9 = 19 paratlan
szam, tehat nem lehet minden elem két halmaz kdzos részében, van legalabb egy olyan elem, amely
csak egy halmazhoz tartozik. Ez megvalosithato példaul az abra szerint:

A B

Ekkor |AUB U C| = 16.
Ezért a (B) a helyes valasz.
14. Tekintse a kdvetkezé halmazokat:
A ={a 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok halmaza};

B ={a 300-nal nem nagyobb 3-mal oszthato pozitiv egész szamok halmaza};
C ={a 400-nal nem nagyobb 4-gyel oszthatd pozitiv egész szamok halmaza}.

a) Toltse ki a tablazatot a minta alapjan, majd a tablazat alapjan irja be az 52,78,124,216
szamokat a halmazabra megfeleld tartomanyabal!

A halmaz B halmaz C halmaz
114 nem eleme eleme nem eleme
52
78
124
216
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C
b) Hatarozza meg az A N B N C halmaz elemszamat!
¢) Szamitsa ki annak a valdszinliségét, hogy az A halmazbdl egy eclemet véletlenszerlien
kivalasztva a kivalasztott szam nem eleme sem a B sem a C halmaznak!
Kozépszintii érettségi vizsga,; 2012. mdjus 8.

Megoldas:
a)

nem eleme eleme nem eleme
eleme nem eleme eleme
eleme eleme nem eleme
nem eleme nem eleme eleme
nem eleme eleme eleme
A B
C
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b)

Az AN B N C halmaz elemei azok a 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok, amelyek 3-

mal ¢és 4-gyel is, azaz 12-vel oszthatéak. Ilyen szam [% =8 darab van, igy

[AnBnNnC|=S8.
|A| = 100. Ha egy szdm eleme az A halmaznak, de nem eleme sem a B halmaznak, sem a C
halmaznak, akkor nem nagyobb 100-nal és 3-mal sem, 4-gyel sem oszthato. A 100-nal nem

nagyobb szamok ko6zott 33 oszthatd 3-mal, 25 oszthatd 4-gyel és 8 oszthato 12-vel. A logikai
szita formula alapjan 100 — (33 4+ 25) + 8 = 50 szdm nem eleme sem B-nek, sem C-nek.

‘ i . 50
Igy a keresett valdszintiség To0 = 0,5.

15. Adott az A = {0; 1; 2; 3; 4; 5} halmaz.

16.

a)
b)

©)

Adja meg az A halmaz haromelemti részhalmazainak a szamat!

Az A halmaz elemeib6él hany olyan ottel oszthatd hatjegyli szam irhatoé fel, amelyben a
szamjegyek nem ismétlddhetnek?

Az A halmaz elemeibdl hany olyan hatjegyli szam irhatd fel, amely legalabb egy egyest
tartalmaz?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2007. majus 8.

Megoldas:

a)

b)

6 elembdl 3-at kell kivalasztanunk gy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit, ezt (g) =20
féle moédon tehetjiik meg.

Egy ottel oszthaté szam 0-ra vagy 5-re végzddik. Ha a szam 0-ra végzodik, akkor a tobbi
szamot tetszOleges sorrendben tehetjiik a 0 elé, ez 5! = 120 féle lehet6ség. Ha a szam végére
az 5 keriil, akkor a tobbi szamjegyet 4 - 4! = 96 helyezhetjiik el el¢, mert az elsé helyre 0 nem
keriilhet. Ez 6sszesen 120 + 96 = 216 szam.

Ezekbdl a szamjegyekbdl 5-6° hatjegyli szdm készithets. Ha az 1-es szamjegyet nem
hasznaljuk, akkor 4 - 5° szam irhato fel. Ha az dsszes esetbdl elhagyjuk azokat a szamokat,
amelyekben nem szerepel az 1-es, akkor azokat a szamokat kapjuk, amelyekben legalabb egy
1-es van. Tehat 5+ 6° — 4 - 55 = 38880 — 12500 = 26380 ilyen szam van.

Jelolje H a+/5,2 — x < 3 egyenlétlenség pozitiv egész megoldasainak halmazat.

Jelolje tovabba B azon pozitiv egész b szamok halmazat, amelyekre a log,2° kifejezés értéke is
pozitiv egész szam.
Elemeinek felsorolasaval adja mega H,a B, a H N B és a B\ H halmazt!

Emelt szintii erettsegi vizsga; 2014. majus 6.

Megoldas:

A négyzetgyok értelmezése miatt x < 5,2. Ilyen feltétellel az egyenlétlenséget négyzetre emelve a

megoldas:

52—-x<9 = -38<ux

A megoldasokat a pozitiv egész szamok halmazan keressiik, ezért:

H =1{1;2;3;4;5}.
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log;, 2% akkor értelmezhetd, ha b = 0; b # 1, tovabba a feladat feltételei szerint b pozitiv egész
szam. log;, 2% akkor pozitiv szam, ha b > 1.

Ha log,2° egész, akkor van olyan k pozitiv egész kitevo, amire b* = 26 = 64. A 64 szamot
26 = 43 = 82 = 64! forméaban tudjuk felirni megfeleld hatvany alakjaban. igy B = {2; 4; 8; 641.

Tehat H N B = {2; 4} és B\H = {8; 64}.

17. Legyen A={x € R[WVx — 1> V5—x} ésB = {x € R|log:(2x — 4) > —2}.
2
Adjamegaz AU B, A N B, B\A halmazokat!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2011. majus 3.

Megoldas:

A négyzetgyok értelmezése miatt x > 1 és x <5 = 1< x <5. Ekkor az egyenlétlenséget
négyzetre emelve az egyenlétlenség irdnya megmarad:
x—1>5-x
x = 3.

Az értelmezési tartomanyt is figyelembe véve: A = {x € R|3 < x < 5} = [3; 5] intervallum.

A logi(2x —4) > —2 egyenlStlenség az x > 2 valdés szdmokra van értelmezve. Az % alau
2

logaritmus fliggvény szigoruan monoton csdkken, ezért

-2

2 4<<1) =4
X ) =

x < 4.
Figyelembe véve az értelmezési tartomanyt is: B = {x € R|2 < x < 4} = ]2; 4] intervallum.

Az alabbi abra segit a valaszadasban:

A
[ ®
2 3 4 5
B
O O

AUB = [3;5]U]2;4[ =]2,5];
ANB =[3;5]n12;4[ = [3;4[;
B\A = ]2;4[\[3; 5] =12;3[.

18. Jelolje H a [0; 2x[ intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek a halmaza, amelyekre teljesiil a
25I0% > 1 egyenlétlenség, és B a H halmaz azon részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil a
2°95% < 1 egyenl6tlenség.

Adja meg az A halmazt, a B halmazt és az A\ B halmazt!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2008. oktober 21.
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Megoldas:

A 2-es alapu logaritmus fiiggvény szigortan monoton nd, ezért ha 25"% > 1 = 2° akkor
sinx > 0. A H halmaz elemeibdl valogatva a megoldas: 0 < x < m; ezért A = |0; 7| .

Ha 2°5% < 1 = 20, akkor cosx < 0. A H halmazon a megoldas: % <x< 3771; tehat B = ]E 3“[.

2’2
gy A\B = ]0; %]

19. A H alaphalmaz tetsz6leges részhalmazai A, B és C. Az alabbi 0sszefliggések koziil melyek igazak
¢s melyek nem?

a) ANB c A\B

b) AABC AUB

c) AU(B\C)=(AUB)\C

d AnBNC=AnBn(BUC)
e) (AUB)\C=ANnBnC

a) AN B c A\Bnem igaz, mert A N B azokat az elemeket tartalmazza, amelyek az A és
B halmaznak is elmei, mig A\B halmazban nincsenek benne a B halmaznak az
elemei.

b) A\B € AU B igaz, mert A U B a két halmaz minden elemét tartalmazza és A\B az A
halmaz bizonyos elemeit tartalmazza.

¢) AU (B\C) = (AU B)\C nem igaz, ahogy az alabbi abrak mutatjak:

B\C: AU (B\0)

A B A B
C C
AUB (AU B)\C

A B A B
C C
Lathatoan a két kékkel jeldlt halmaz nem azonos.
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d) AnNBNC=AnBn(BUC),nem igaz.

ANnBnNnC BucC
A B A B
C C
AnBn(BuUO)
A B

&

C

A két bordoval jelolt teriilet nem azonos.

e) (AUB)\C = An B n C egyenléség igaz.
H
(AuB)
A B
C

(AuB)\C

H

o
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ANB AnBncC

A két bordoval jelolt teriilet azonos, ezért az egyenlOség igaz.
20. Legyen A = {1; 2} és B = {1; 2; 3}. irjuk fel az

a) (AXB)nN(BxA);
b) (AxB)\(B x A)

halmaz elemeit!
Megoldas:

a) AxB={(11);(1;2);(1;3);(2;1);(2;2); (2; 3)}
BxA=1{(1;1);(1;2);(21);(22);(3;1);(3;2)}, igy
(AxB)n(BxA4)={(1;1);(1;2);(2,1);(22)}.

b) (AxB)\(BxA)=1{(1;3);(2;3)}

21. Vége a nyarnak. Hét gyerek, Béla, Gabor, Imre, Jozsef, Odén, Péter és Zsolt beszamoltak nyari
programjaikrél. Haromféle tiran vettek részt: vizi turan (V), kerék parturan (K) és barlang turan
(B). Az alabbi informaciokat adtak meg a matematikat szereté Dezsének:

V n K = {Gabor; Odoén}; B\K = {Imre;]ézsef; Zsolt}; V\(K U B) = {Béla};

(V U K)\B = {Béla; Gabor}; (V n B)\K = {Zsolt}; K\{V U B} = 0.
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Dezsonek azt is megmondtak, hogy legalabb egy taborban mindegyikiik volt. Meg tudja-e
mondani ennyi informaciobol Dezs6, hogy a gyerekek melyik taborban, taborokban vettek részt?

Megoldas:

B
A fenti halmazabra kisbetiikkel jeldlt tartomanyait fogjuk meg hatarozni.

o K\{V UB} = 0, ezért a c-vel jellt részbe nem tartozik gyerek.

e (VN B)\K = {Zsolt}, igy az f-fel jel6lt tartomanyban Zsolt van.

e V\(K U B) = {Béla}, tehat az a-val jel5lt részen Béla van.

e B\K = {Imre;]ozsef; Zsolt}, azaz az e-vel jelolt részbe Imre és Jozsef tartozik, hiszen
csak Zsolt van az f teriileten.

e (VUK)\B = {Béla; Gdbor}, igy a b tartomanyban Géabor van, mert Béla az a-val jelolt
teriilethez tartozik, c-ben pedig nincs gyerek.

e VN K = {Gabor; 0don}; tehat Odon a g-vel jeldlt teriileten van.

e Ezek utan Péter csak a d-vel jelolt teriileten lehet.

Vv K

Béla
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gy Dezs6é meg tudja mondani, hogy
vizi taran Béla, Gabor, Odon és Zsolt;
kerékpar taran Gabor, Odon és Péter,

barlang tiran Odon, Zsolt, Péter, Imre és Jozsef volt.

22. Hany olyan (4, B) rendezett par van, ahol A és B egy rogzitett n elemii halmaz részhalmazai és
AcCB?

KoMal 2014. aprilis; B.4625.

I. Megoldas:

Valasszunk egy k elemil (0 < k < n egész) B részhalmazt. Ezt (Z) féle moédon tehetjiik meg. Egy
k elemii halmaznak 2¥ darab részhalmaza van (minden elemet vagy belevalasztunk a
részhalmazba, vagy nem). igy egy adott B halmazhoz az A halmazt 2% féle médon adhatjuk meg.
Az 0sszes megfeleld (A, B) part gy kapjuk meg, ha ezt elvégezziik minden 0 < k < n egész
szamra. Ezek alapjan a keresett (4, B) rendezett parok szama

n

2,02

k=0
amit a binomialis tétel alkalmazasaval zart alakban is meg tudunk adni, érték 3™.
II. Megoldas:
Legyen az adott n elemi halmaz egy tetszdleges eleme x. Az alabbi esetek lehetségesek:
o x€EAéx€EB;
e x¢&Aésx€EB,;
o x&Aésx €&B,
o x€EAésx¢€B.

Az A € B akkor és csak akkor teljesiil, ha az elsé harom eset valamelyike all fenn. A halmaz
mindegyik elemére egymastol fliggetlenill meghatarozva, hogy melyik feltétel teljesiiljon a
harombol, megkapjuk az 6sszes megfelelé (A, B) rendezett part. igy 3™ eset van.

23. Egy haromnal nagyobb elemszami halmazrol tudjuk, hogy az egyelemii, a kételemii és a
haromelemii részhalmazainak a szama egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Hany elemi a
halmaz?

KoMalL 2012. december; C.1149.

Megoldas:

A halmaz elemszamat jeloljik n-nel. Az egyeleml részhalmazok szama n, a kételemil
részhalmazoké (Tzl), a haromelemuieké (g) A szamtani sorozat barmely tagja a t6le szimmetrikusan
elhelyezkedd elemek szamtani kdzepe, ezért:

n n+(G n-(n—1 nm—1)-(n—-2
(") = ® _ ,n@-D_ n@-D-0C-2
2 2 2 6

n > 3 feltétel miatt n-nel egyszerisithetiink, majd rendezziik az egyenletet:
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n—6=64+n>-3n+2 = n —-9n+14=0.

A masodfoku egyenlet két gyoke 2 és 7. n haromnal nagyobb, ezért a halmaz 7 elemii.

Ennek a halmaznak 7 egyelemd, (Z) =— =21 kételemii és (;) =2 = 35 haromelemii

7-6 7-6
2 32

részhalmaza van. Ezek a szamok valdban szamtani sorozatot alkotnak.

24. Az {1;2; 3; ...; 2009} halmazbol legalabb hany szamot kell kivalasztani, hogy biztosan legyen a
kivalasztott szamok kozott két olyan, amelyek kiilonbsége 47

OKTV 2009/10; 1I. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Allitsuk parba a szamokat igy, hogy az egy parban 16v6 szamok kiilonbsége 4 legyen:

1 2 3 4 9 10 2003 |2004 | 2009
5 6 7 8 13 14 12007 | 2008

Lathatéan a 8k +m és 8k + m + 4 szamok keriilnek egy parba, ahol 0 < k < 250 egész és
m = 1,2,3,4. A 2009 szamnak nincs parja. igy 1005 csoportot alakitottunk ki. Ha 1006 szamot
valasztunk ki, akkor biztosan lesz olyan par, amelyb6l mindkét szamot kivalasztottuk, tehat a két
szam kiilonbsége 4.

Megmutatjuk, hogy 1005 szamot még ki tudunk valasztani Gigy, hogy ez ne teljesiiljon. Legyenek
ezek a szamok az 1,2, 3,4, 9, 10, ..., 2003, 2004, 2009 (a fenti tablazat felsé sora)

Tehat legalabb 1006 szamot kell kivalasztanunk, hogy biztosan legyen a kivalasztott szamok kozaott
két olyan, amelyek kiilonbsége 4.

25. Egy n-elemli H halmaznak kivalasztottuk néhany k-elemii részhalmazat (3 < k < n) tgy, hogy
H barmely két elemét pontosan harom darab, barmely harom elemét pontosan két darab
kivalasztott részhalmaz tartalmazza. Hatarozza meg n és k lehetséges értékeit.

OKTV 2010/11; 1II. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Vilasszuk ki a Hy; Hy; Hs;...; H; k-elemi részhalmazokat. Egy n-elemil halmazbodl két elemet
(;) féle modon valaszthatunk ki, és ezeket az elemparokat a részhalmazok koziil pontosan 3

tartalmazza, az ilyen elemparok szama a részhalmazokban 3 - (;)

Ezt az értéket mas modon is megszamoljuk. Egy k-elemii halmaznak ('2‘) elemparja van, j ilyen

() =)

A haromelemi halmazokra ugyanezt a gondolatot hasznalva:

()=}

halmaz van, tehat:

A fenti egyenleteket atalakitva:

_n(n—l)_ __k(k—l)
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) nn—1mn-2) . k(k—1D(k-2)
6 -/ 6 '
A (2) egyenletet az (1) egyenlettel elosztva:

2(n—2)_k—2 . _3k "
9 3 =3 '

n csak akkor lesz egész, ha k paros, jeloljiik 2t-vel. Ekkor n = 3t — 1, ahol t > 2 egész.

(2)

Ezt irjuk be az (1) egyenlet kétszeresébe:
3-:Bt—1)Bt—2)=j-2t- (2t —1).

Ebbdl kovetkezik, hogy (2t —1)|3- (3t — 1)(3t — 2). Megmutatjuk, hogy 2t —1 és 3t —1,
illetve 2t —1 és 3t —2 szamok relativ primek. Legyen d = (2t —1; 3t —1). Ekkor
d|2-(3t—1)—3-(2t —1) = 1-nek, igy d = 1. Hasonldan 3- (2t —1) —2- (3t —2) =1, igy
(2t —1;3t — 2) = 1. Ezek alapjan a fenti oszthatosag csak (2t — 1)|3 esetén teljesiilhet. Azt is
tudjuk, hogy t = 2 egész, igy (2t —1) = 3.Innent = 2,n =5,k = 4,j = 5.

Ezek szerint a H halmaz 5-elemii, amelynek 6t darab 4-elemii részhalmazat valasztjuk ki. Ez
valdban megvaldsithato a feladat feltételeivel. Legyen:

H=1{1;2;3;45}
H, =1{2;3;4;5}; H, ={1;3;4;5}; H; = {1;2;4;5}; H, = {1; 2;3; 5}; H; = {1;2; 3; 4}
26. Abrazoljuk azokat a P(x;y) pontokat, amelyeknek a koordinataira: |y| <1 —xés |x] <3 —y.

KoéMal 2012. aprilis; C.1120.

I. Megoldas:

Ha y > 0, akkor |y| = y, tehat azokat a pontokat keressiik, amelyekre y < 1 — x (az alabbi abran
ezeket a pontok pirossal jeldljiik). Ha y < 0; akkor |y| = —y, ekkor -y <1—x = y=>x-—-1
(az abran a kékkel jelolt pontok).

A masodik egyenlétlenséget érdemes igy atalakitani: y < 3 — |x|. Az y = 3 — |x| grafikon ,,alatt”
vannak a megfeleld pontok (zolddel abrazolva). Természetesen itt is alkalmazhattuk volna az x
eldjele szerinti szétvalasztast.

6

5
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A feladat megoldasat a két abra kozos része adja. A harmadik abran a két feltétel egyiitt, a
negyediken pedig a megoldas lathato:

27. Harom ponthalmazt vizsgalunk a derékszogli koordinata-rendszer (S) sikjaban.

Az A ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira: 4x — 3y > 18,
azaz A = {P(x;y) € S| 4x — 3y = 18};

a B halmazt ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira:
x2+y?2—6x+4y—12<0,azazB ={P(x;y) ES|x?+y? —6x+4y—12<0};

a C halmazt ponthalmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelyeknek a koordinataira: y? = 4,
azaz C == {P(x;y) € S | y? = 4}.

a) Abrazolja kozos koordinita-rendszerben a hirom halmazt! Fogalmazza meg, milyen
geometriai alakzatot alkotnak az A, a B és a C halmaz pontjai!

b) Abréazolja tjabb koordinata-rendszerben a B\ A halmazt?

¢) Abrazolja a BN C halmazt! Ennck a ponthalmaznak melyik P(x;y) pontja van a
legkozelebb, illetve, a legtavolabb a koordinata-rendszer origojatol?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 20006. oktober 25.
Megoldas:
a)

Atalakitjuk az egyes halmazokat leird sszefiiggéseket, majd abrazoljuk koordinata-rendszerben:
A y < %x — 6; ezek apontok azy = %x — 6 egyenletli egyenesen és alatta helyezkednek el.

B: (x—3)2+(y+2)2<124+9+4=25; ezek a pontok a (3;—2) kdzéppontt, 5 egység
sugart korvonalon és azon beliil vannak.
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C: y = +2vagy y = —2; ezek a pontok két, az x-tengellyel parhuzamos, egyenesen vannak.

7

b) A B\A halmaz a bal oldali abran a kék pontozott félkor, a koriv hozzatartozik, az atméré nem.

B\A /

¢) A jobb oldali abran a piros EF és GH szakaszok jeldlik a B N C halmazt.

Az E(0; 2) pont tavolsaga az origbtdl 2 egység; az F(6; 2) pont tavolsaga V62 + 22 = V40; a
G(—2;—-2) pont tavolsaga \/m =+/8, a H(8—-2) pont tavolsaga
\/m = /68. Ezek szerint az origohoz legkdzelebb az E pont és a (0; —2) pont,
legtavolabb a H pont van.

28. Van-e nemnegativ egész szamokbol alloé olyan két végtelen A és B halmaz, hogy barmely
nemnegativ egész szam pontosan egyféleképpen irhatd fel egy A-hoz és egy B-hez tartozd szam
Osszegeként?

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1966.¢évi 3. feladata
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Megoldas:

Megadunk két megfelel6 halmazt. A 0 szam legyen eleme mind a két halmaznak. A tobbi pozitiv
egész szamot a kovetkez6 modon osztjuk be a két halmazba:

e az A halmazba azok a szamok keriiljenek, amelyekben a tizes szamrendszerben felirva
minden 0-t6l kiillonb6z6 szamjegy paratlan sorszamu helyen all (a szam végérdl kezdjlink
el szamolni);

e a B halmazba pedig azok, amelyekben minden 0-tdl kiilonb6z6é szamjegy paros sorszami
helyen all.

Mind a két halmaz nyilvanvaldan végtelen halmaz.

Ha egy A és egy B halmazba tartozo szamot Gsszeadunk, akkor egy olyan egész szamot kapunk,
amelyben a paratlan sorszamu helyeken az A-beli szamjegy, a paros sorszamu helyen a B-beli
szamjegy all.

A 0 csak az A és a B-beli 0 Osszeadasaval allithatd eld. A pozitiv szamokhoz pedig az A-hoz
tartozo elemet a paratlan sorszami szamjegyekbdl, a B-hez tartozd elemet a paros sorszamu
szamjegyekbdl tudjuk egyértelmiien eldallitani. Egy ilyen szamot masik két szam eldallitasaval
nem tudunk megkapni, hiszen valamelyik helyiértékre mas szamjegy keriilne. Tehat az eléallitas
egyértelmiien lehetséges. Példaul a 43259 szamot a 40209 A halmazbeli és a 3050 B halmazbeli
szam Osszegeként allithatjuk eld.

Megjegyzés:

A feladatnak megfeleld két halmaz tetszéleges szamrendszerben azonos modszerrel megalkothato.

A feladat altalanosithato, véges sok halmaz hasznalataval ugyanigy eldallithatdoak a nemnegativ
egész szamok.

29. Adott harom, paronként kitér6 egyenes. Hol helyezkedhet el a kozéppontja egy olyan
paralelepipedonnak, amelynek az egyenesek mindegyikére illeszkedik éle?

KoMal 201 1.szeptember; B.4381

Megoldas:

Tudjuk, hogy két parhuzamos sikot dsszekotd szakaszok felezépontjai a sikok tavolsagat felezd
kozép-parhuzamos sikon vannak.
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T

Két kitéro egyenesre egyértelmiien fektethetd két olyan sik, amelyek parhuzamosak és tartalmazzak
a két egyenes egyikét.

Ezt a két ismeretet hasznaljuk a feladat megoldasahoz.

Legyen a harom kitéré egyenes a; b;c. Az a és b egyenesekre az ABFE ¢s DCGH parhuzamos
sikokat, az a és c¢ egyenesekre az ABCD ¢és EFGH sikokat, a b és c egyenesekre az ADHE és
BCGF sikokat illesztjiik. Igy a harom egyenes egyetlen a feladatnak megfelelé ABCDEFGH
paralelepipedont hataroz meg. Tehat egyetlen pontot kapunk a paralelepipedon kozéppontjaként, az
abran O -val jelolt pontot.

Ez a pont a harom kdzépparhuzamos sik metszéspontjaban van.

30. Az e és f egyenesek merdlegesen metszik egymast. A két egyenes sikjaban fekvd derékszog
csucsa a P pont, egyik szara az e egyenest az A pontban, a masik szara az f egyenest a B pontban
metszi. Mi a mértani helye az AB szakasz felez6pontjanak, ha a derékszdg a P pont koriil forog?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1967, haladok, 1. fordulo
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Megoldas:
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Az e és f egyenesek metszéspontjat O-val, AB szakasz felezOpontjat F-fel jeloljiik.

AOB4 = APB4 = 90°, ezért O és P rajta van az AB szakasz Thalész-korén, tehat OF = PF a
Thalész-kor sugara. Ez azt jelenti, hogy az F pont illeszkedik az OP szakasz m szakaszfelezd
merdlegesére.

Megmutatjuk, hogy az m egyenes minden pontja eléall valamely AB szakasz felezOpontjaként:

Valasszuk ki az m egyenes egy F pontjat. Rajzoljuk meg az F kozépponti, FO sugaru k kort. Ez a
kér az O pontban metszi az e és f egyeneseket. A k korrel valo masodik metszéspontokat
valasszuk A és B pontoknak. AOBZ deré¢kszog, ezért az AB szakasz a k kor atmérdje, igy az F pont
az AB szakasz felezOpontja.

Ha az F pontnak az m és e egyenesek metszéspontjat valasztjuk, akkor a k kor érinti az f egyenest,
AB ekkor is a kor atmérdje, tehat F az AB szakasz felez6pontja. Ugyanez igaz akkor, ha F az m és
f egyenes metszéspontja.
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Tehat a keresett mértani hely az m egyenes.
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31. Adott a térben négy pont: A, B,C.D. Hatarozzuk meg az S sikot ugy, hogy A és C a sik egyik
oldalan, B és D a sik masik oldalan legyenek, és a négy pont S-t6l egyenl6 tavolsagra legyen.

A keésobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1922.évi 1. feladata

Megoldas:

Megmutatjuk, hogy ha egy szakasz metsz egy sikot és a két végpontja a siktol egyenld tavolsagra
van, akkor a sik athalad a szakasz felez6pontjan.

A PQ szakasz az S sikot az M pontban metszi. A pontokbdl a sikra bocsatott merdlegesek
talppontjai P; illetve Q4 , a végpontoknak a siktol vald tavolsaga: p = q. @ = [, mert cstucsszogek.
PMP;A= QMQ.A, mert derékszdgiiek, egy hegyesszogiik és egy megfeleld oldaluk egyenld. Az
egybevagd haromszogeknek az oldalai paronként egyenldek, ezért QM = MP, tehat az M pont
a PQ szakasz felezOpontja.

Ugyanigy bizonyithatd, hogy ha egy sik atmegy egy szakasz felezOpontjan, akkor a végpontjai
egyenlo tavol vannak a siktol.

Alkalmazzuk ezt a kitlizott feladatra.

D
A keresett siknak at kell mennie az AB, BC, CD, AD szakaszok F;; F,; Fs; F, felez6pontjain. F; F,

az ABDA kozépvonala, ezért F; F, || BD és F; F, = %BD. Hasonloan F5; F, a CBDA kozépvonala,

ezért F3F, | BD ¢ F;F, = %BD. Ezek szerint Fy F, | F3F, é F, F, =F;F,. Tehat az

Fy; F,; F3; F, pontok vagy egy egyenesre esnek, vagy paralelogrammat alkotnak.
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Ha F;; F,; F5; F, pontok egy egyenesen vannak, akkor az A; B; C; D pontok is egy sikban vannak,
mert BD és AC is parhuzamos ezzel az egyenessel. Ha az egyik pont rajta van a felezpontokon
atmend egyenesen, akkor a tOobbi is rajta van, igy ebben az esetben nem létezik a feladat
feltételeinek megfeleld sik. Ha az A; B; C; D pontok egy sikban vannak, de nem egy egyenesen,
akkor a felez6pontok egyenesén atmend minden sik megfelel.

Ha az Fy; F,; F3; F, pontok paralelogrammat alkotnak, akkor ezek egy sikban vannak. Ekkor ez a
sik a keresett ponthalmaz.

32. Egy O kozéppontu kor egy atmérdjének a végpontjait A és B jeloli. Tekintsiik a kdrvonal egy
tetszOleges P pontjat, vetitsiik azt merdlegesen az AB atmérdre, és jeldlje P’ a P pont vetiiletét. Az
OP sugaron vegyiik azt a Q pontot, amelyre 0Q = OP’. Mi a Q pontok mértani helye, ha P befutja
az egész korvonalat?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1978; kezdok, 1. fordulo

Megoldas:

Ha a P pont az A és B pontok koziil a B ponthoz van kozelebb, akkor a P’ az OB sugarra keriil. Az
OPP'A és az OBQA egybevagd, mert az O csucsnal 1évé szogiik azonos, OP = OB, mert a kor
sugarai, és a feladat feltétele szerint 0Q = OP'. Egybevago haromszégek minden megfeleld adata

egyenld, tehat mindkét haromszog derékszogli, 0QB4 = 90°. igy a Q pont rajta van az OB szakasz
k, Thalész-korén.

Haa P pont az A-hoz van kozelebb, akkor a Q pont az OA atmérdji k, Thalész-korén van.

Megmutatjuk, hogy k; és k, minden pontja eléall megfeleld P pont valasztasa esetén:

Kivalasztjuk a k; kor egy 0-tdl és B-tdl kiilonb6z6 Q pontjat. Az 0Q tavolsagot ramérjiik az O
pontbol indulva az OB szakaszra, 0Q = OP'. Az igy kapott P’ pontban merdlegest allitunk az OB
szakaszra. Ez a mer6leges kimetszi a k korbol a megfeleld P pontot.

Ha az O pontot valasztjuk a k, korr6l, akkor O = Q = P'. Ekkor a P; és P, lehet a kiindulopont. Ha
a B pontot valasztjuk a k; korrdl, akkor a B pont lesz az alkalmas kiinduldpont.

A k, kor pontjait hasonlé6 modon kapjuk meg.

A keresett ponthalmaz a k; és k, korvonal.
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