2. Fuggvények

I. Feladatok

1.

Az y = |x— 1| + |x + 1| fuggvény grafikonja és az y = c egyenletli egyenes altal kozrezart
sikidom teriilete 30. Mekkora a ¢ allando értéke?

KéMalL 2001. mdjus, C. 631.

Hany zérushelye van az a paramétertdl fliggéen az

f(x):{\/x2+4x+4—a, hax <0,

x%2 —4x +a, hax >0
hozzarendeléssel megadott fliggvénynek?
KéMalL 2013. marcius; C. 1106.

Adott az

(x + a)? (x + b)? (x + ¢)?
@-Da-0 b-ab-0  -ac-b)

flx) =

hozzarendelésli fiiggvény, ahol a,b és c¢ kiillonbozé valds szamok. Hatarozzuk meg a fliggvény
értékkészletét.

KoMal 2010. szeptember,; C.1043.

Az f:R - R fliggvényrdl tudjuk, hogy f(1) = 0, masrészt barmely két valos (x,y) szamra
[f(x) — fF()| = |x — y|. Hatarozzuk meg az f fliggvényt!

KoMal 1983. februar, Gy. 2103.

Legyen a valdés szamok halmazan értelmezett lac(x) fiiggvény hozzarendelési szabalya a
kovetkezo:

X, hax €[2n;2n + 1], aholneZ,
—x+4n+ 3, haxe]2n+1;2n+2[, aholneZ.

lac(x) = {
Oldjuk meg a lac(2x? + x + 4) = lac(x? + 7x — 1) egyenletet a valos szimok halmazan.
KoéMalL 2010. mdjus, C.1038.

Legyen f(x) = x% — 6x + 5. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben azokat a P(x;y)
pontokat, amelyek (x; y) koordinataira

fG)—fy)=0.
KoMal 1988. februar, Gy. 2423.

Az f(x) = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvénynek (x € R) egy zérushelye van. Az f(x)
fliggvény minimumhelye x = c¢. Mekkora lehet az ac szorzat értéke?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, I. kategoria, 1. fordulo



8. Mi a legkisebb értéke a kovetkezo kifejezésnek:
fO)=@G-1D+2)(x+3)(x+6)?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1971, haladok, 1. fordulo

9. Hatarozzuk meg azokat a linearis f(x), g(x), h(x) (x € R) fuggvényeket, amelyekre

-1, ha x < —1.
F(x) =1f)]— gl +h(x) =1 3x + 2, ha —1<x<0,
—2x + 2, ha 0 < x.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo
1II. kategoria, 1. fordulo

2_
10. Jelolje P a primszamok halmazat! Legyen f:P —> R, x - {xz—d{l}, ahol {z} a z szdm tortrészét

jeloli, (azaz {z} = z — [z] és [z] a z egészrésze, vagyis az a legnagyobb egész szam, amely z-nél
nem nagyobb)! Mi az f fliggvény értékkészlete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo
1II. kategoria, 1. fordulo

11. A valds szamok halmazan értelmezett masodfoku f(x) fliggvény minden x szamra eleget tesz a

3-f(x) + f(2—x) = x?

egyenlOségnek.

Hany olyan, 2005-nél nem nagyobb természetes szam van, amelyre igaz, hogy

f(x)>§ ?

OKTV 2005/2006; 1. kategoria, 1. fordulo

12. A minden valds szamra értelmezett f(x) figgvényre f(x + 1) + 3f(—x) = |x| teljesiil. Adjuk
meg az f zérushelyeit!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2008/2009; haladok, IlI. kategoria, 2. fordulo

13. Legyen f az x = 1 hely kivételével minden valds szamra értelmezett olyan fliggvény, amely
barmely x # 0 esetén eleget tesz az

() + 3 (1) _cx
flx f x) x-—1
egyenletnek. Szamitsuk ki a ¢ valos paraméter értékét, ha tudjuk, hogy:
lim f(x) = 5.
X—00

OKTV 1978; 2. fordulo



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Adjuk meg a valds szamoknak azt a legbovebb részhalmazat, amelyen az alabbi f fliggvény
értelmezhetd, és hatarozzuk meg a fliggvény értékkészletét ezen az értelmezési tartomanyon.

f(x)=\[1— /x—\/ZT.

OKTV 2008/2009; 1I. kategoria, 2. fordulo

Mutassuk meg, hogy a valos szamokon értelmezett
f(x) = sinx + sin(x - v2)
fliggvény sohasem veszi fel a 4+2 illetve —2 értékeket!
OKTV 1984, specialis matematika tantervii osztalyok versenye; 3. fordulos feladat részlete

Az f fliggvény értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, és a fliggvény értékei is
pozitiv egészek. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy minden
pozitiv egész n esetén

n n 2
D PO =AW+ @+ A0 = () + @)+ 4 f)) = (2 f(i)>

OKTV 2012/2013; II. kategoria, 3. fordulo

Hatarozzuk meg azt az f fliggvényt, amely

a) minden nemnegativ egészhez nemnegativ egész szamot rendel hozza, kiillonbdzo
egészekhez kiillonb6z6 egészeket;
b) minden nemnegativ egész n-re kielégiti az
nn+1)2n+1)
RO+ 2+ -+ f2() <

6

egyenlOtlenséget.
Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny 1995.
A természetes szamok halmazan értelmezett f fliggvényre teljesiil a kovetkezd egyenldség:
fQ) +22f(2) +32f(3) + -+ n*f(n) =n’f(n)
tetszOleges n = 1 esetén. Hatarozzuk meg f(2008) értékét, ha f(1) = 2008 !
Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny 2008.

Egy minden valos szamra értelmezett f fliggvény minden (x;y) valds szamparra kielégiti a
kovetkezd egyenldtlenségeket:

fx) <x
fx+y) < fl)+ Q).
Bizonyitsuk be, hogy minden valos x-re f(x) = x.

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1979. évi 2. feladata



x—-9
lx—9l

20.Agx) = IJ;_I + fliggvény értelmezési tartoméanya: R\{0; 9}, értékkészlete:

(4) {0} (B) {2} © {0;2y (D) (=22} (E) {-2;0;2}

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2000; 9. osztaly, megyei fordulo

21. Az éabran az f(x) fiiggvény grafikonja lathaté. Héany megoldasa van az
[Ifeol —1| = %egyenletnek a [—2; 2] intervallumon?

72 -1 1 /2 3 a4 s
-1

4) 2 (B) 4 ©) 5 (D) 6 (E) 8

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 10. osztaly, megyei fordulo

22. Melyik az a legnagyobb valds szam, amelyre az f(g(x)) < g(f(x)) egyenldtlenség igaz, ha
f(x) =3*—=1¢és g(x) =3x +2?

4) -2 (B)—-0,5 o (D) 0,5 (E) Nincs ilyen szam.
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007; 11. osztaly, megyei fordulo

23. A valés szamokon értelmezett f(x) fliggvényre barmely x # 0 esetén igaz, hogy
2:-f)+f G) = 5x + 4. Jelolje S azon valds x-ek Osszegét, amelyekre f(x) = 2007. Melyik

az S-hez legkozelebbi egész szam?
4 -1 (B) 0 (C) 602 (D) 5014 (E) 6021

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007; 12. osztaly, dontd

24. Legyen f(x) =16+ (3 —x)2 + /64 + (9 — x)? . Hatirozzuk meg a fiiggvény minimum-
helyét és a minimum értékét!

25. Hatarozzuk meg azt az f:R = R; f(x) = x2 + bx + c (b és ¢ valds allandok) alakii masodfoka
fliggvényt, amelyhez van olyan p szamérték, amelyre

f)=2p% f@2p)=3p*+1, f(3p) =4p*+4
egyidejlileg teljesiil! Mennyi a p értéke?

Irdsbeli felvételi feladat a miiszaki fSiskoldk nulladik évfolyamai szamdra 1998



26.

27.

28.

29.

30.

a) Hatarozza meg a valds szamoknak azt a legb6vebb H halmazat, amelyen a
logi(sinx + cos x)? kifejezés értelmezhetd!
2

b) Mi a fenti H halmazon az f(x) =logi(sinx + cosx)? képlettel definialt f fliggvény
2
értékkészlete?
¢) Hol monoton névekedo ez az f fliggvény?

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat; 2001

Hatarozza meg a kovetkezo fliggvény értelmezési tartomanyat:

) = 4x2 —13x + 3
fO= =310

Nemzetkézi Elckeszité Intézet vizsgadolgozatanak feladata; 1981

Allapitsa meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, amelyen a kovetkezd
kifejezések értelmezhetdek! Adja meg a kifejezések legnagyobb és legkisebb értékét!

a) log, 0,55n%;
b) V1 — sinZx;
¢) log, 0,557 - /1 —sin2x.
Kozgazdasagtudomanyi egyetemekre és fGiskoldkra felvételizok irasbeli érettségi-felvételi feladata, 1992

Adja meg a valds szamoknak azt a legbOvebb részhalmazat, amelyen az alabbi fiiggvények
értelmezhetdek:

a) x> — b) x~ Jtgx c) x  tgVx.

tgx
Irdsbeli érettségi-felvételi feladatok; 1998

Legyen p valds paraméter. Tekintsiik a valos szamok halmazan értelmezett f fiiggvényt, amelynek
hozzarendelési szabalya f(x) = —3x3 + (p — 3)x% + p?x — 6.

a) Szamitsakia [ 02 f(x) dx hatarozott integral értékét, ha p = 3!
b) Hatarozza meg a p értékét ugy, hogy az x = 1 zérushelye legyen az f fiiggvénynek!

¢) Hatarozza meg a p értékét tigy, hogy az f fliggvény derivaltja az x = 1 helyen pozitiv
legyen!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2012. majus 8.



3 2
31. Legyen f(x) =— % + % + %x —a, ahol a pozitiv valos szdm és x € R.
a) Igazolja, hogy foaf(x) dx = —a® + a.
b) Mely pozitiv a szamokra teljesiil, hogy | Oa fx)dx=>0?

¢) Az x mely pozitiv valos értéke esetén lesz a g(x) = —x3 + x fliggvénynek lokalis
(helyi) maximuma?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2010. majus 4.

32.a) Abrazolja fiiggvény-transzformaciok segitségével a [—3; 4] intervallumon az
x — x? — 2|x| — 3 hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt!

b) Legyen az f,g és h flggvények értelmezési tartomanya a valdos szamok halmaza,
hozzarendelési szabalyuk:

f(x) = x2 —2x — 3; gx) =x —3; h(x) = |x|.
Képezziink egyszeresen Osszetett fiiggvényeket a szokdsos modon. Példaul
(o)) =g(f(x)) =(x?*—-2x—3)—-3=x%-2x—6.

Készitse el — a fenti példanak megfeleloen — az f,gés h fliggvényekbdl pontosan két
kiilonb6z6 felhasznalasaval képezhetd egyszeresen Osszetett fliggvényeket!
Sorolja fel valamennyit!

(A (g o f)(x) fiiggvényt nem sziikséges Gjra felirni.)
c) Keressen példat olyan p és t, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvényre, amelyre
(peot)(x) =(tep)(x)!
Adja meg a p és t fliggvény hozzarendelési szabalyat!
Emelt szintii érettségi vizsga; 2006. majus 9.

33. a) Hatarozza meg a valos szamoknak azt a legbdvebb részhalmazat, amelyen a
Vx? — 6x + 9 kifejezés értelmezhetd!
b) Abrazolja a [—5; 8] intervallumon értelmezett f: x = Vx2 — 6x + 9 fiiggvényt!

c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti f fliggvényre vonatkozéan?
A: Az f értékkészlete: [0; 5].
B: Az f figgvény minimumat az x = —3 helyen veszi fel.
C: Az f fiiggvény szigoruan monoton né a [4; 8] intervallumon.

d) Hatérozza meg az [, (x? — 6x + 9) dx értékét!

Emelt szintii erettsegi vizsga; 2007. majus 8.



34. Az f(x) = 3x2 + b fliggvény grafikonjanak az x = 2 helyhez tartozé érintéje 4thalad az origon.
a) Hol metszi ez az érint6 a parabola vezéregyenesét?

b) Szamitsuk ki a fliggvénygorbe, az érintd és az y tengely altal kozbezart teriilet
nagysagat.

KoMal 2010. december; emelt szintii gyakorlo feladatsor 7. feladat

35. Adott a valds szamokon értelmezett

1) = f £(0) dt
2

fliggvény, és tudjuk, hogy f(t) = 3t? + 4t — 1. Hatarozzuk meg az I(x) zérushelyeit, és azokat
az intervallumokat, melyeken konvex, illetve konkav a fiiggvény.

KoMal 2012. november, emelt szintii gyakorlo feladatsor 3. feladat



Megoldasok

Az y = |x— 1| + |x + 1| fuggvény grafikonja és az y = c egyenletli egyenes altal kozrezart
sikidom teriilete 30. Mekkora a ¢ allando értéke?

KéMalL 2001. mdjus, C. 631.

Megoldas:

|x_1|_{x—1, ha x>1 |x+1l—{x+1’ ha x > -1
“l1-x, hax<1 “l=x—1, hax<-1
Ezért

2x, ha x=>1

—2x, ha x< -1

y=c
(¢/2;¢)

(—¢/25¢)
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—c/2 -1 | 1 c/2
Az y =c egyenes a fiiggvény grafikonjaval csak akkor fog kozre teriiletet, ha ¢ > 2, ekkor
szimmetrikus trapéz keletkezik. A trapéz csucsai (—c¢/2;c¢); (¢/2;¢); (1;2) és (—1;2) , tehat a
trapéz két alapja 2 és ¢; magassaga pedig ¢ — 2. A trapéz teriilete:
c+2)(c—2
po 22

c2—4=60 = =8

30

Hany zérushelye van az a paramétertdl fliggéen az

f(x):{\/x2+4x+4—a, hax <0,

x%2 —4x +a, hax >0
hozzarendeléssel megadott fliggvénynek?

KoMalL 2013. marcius,; C. 1106.



Megoldas:
Vxt+dx+4—a={Jx+2)2—-a=Ix+2|-q
x> —4x+a=x—-2)—-4+a

Az f fuggvényt kiilon vizsgaljuk az x < 0 és az x > 0 esetre. Az alabbi abran lathaté az |x + 2| és
az (x — 2)% — 4 fiiggvény.

Az x - |x + 2| — a fiiggvény zérushelyeinek a szdma, ha x < 0:

a értéke zérushelyek szama
a<0 0
a=0 1
0<ac<? 2
2<a 1

Az x - (x — 2)? — 4 + a fliggvény zérushelyeinek a szdma, ha x > 0:

a értéke zérushelyek szama
a<0 1
0<a<4 2
a=4 1
4<a 0
Osszefoglalva:
a értéke zérushelyek szama
a<0 1
a=0 2
0<ac<? 4
2<a<4 3
a=4 2
4<a 1




3. Adottaz

(x + a)? (x + b)? (x + ¢)?
@-Da-0 b-b-0  -ac-b)

flx) =

hozzarendelésti fiiggvény, ahol a,b és c¢ kiillonbdzé valds szamok. Hatarozzuk meg a fliggvény
értékkészletét.

KoMal 2010. szeptember; C.1043.

I. Megoldas:
Ko6z06s nevezoére hozzuk a torteket, 6sszevonunk, a nevezoben is elvégezziik a szorzast:
(x + a)? N (x + b)? N (x+c)?
(a=b)a—c) (b-a)b—c) (c—a)c—b)
3 (x?+2ax+a®)(b—c) — (x* + 2bx + b*)(a—c) + (x* + 2cx + c?)(a — b)
B (a=b)la—c)b—-r0)
_xz(b—c—a+c+a—b)+2x(ab—ac—ab+bc+ac—bc)+
B (a=b)la—c)b—-r0)
+a2b —a?c —b%a+ b%*c+c%a—c?b 3
(a2 —ab—ac+bc)(b—rc) B
3 a’b — a’c — b?a + b%>c + c?a — c?b 3
" a?b —a?c — ab? + abc — abc + ac? + b?c — bc?

fx) =

1

Az értékkészlet az {1} egyelemil halmaz. Ezért érdemes volt kitartani, de nincs-e egyszeriibb:
II. Megoldas:
Az f fluggvény mindharom tagja egy masodfoku kifejezés, ezért ezek Osszege legfeljebb
masodfoku fliggvény.

(—a+ a)? N (—a + b)? N (—a+c)?*
(a—b)a—-c) (b—-a)b—c) (c—a)lc—b)
b—a+c—a_b—a—c+a_
b—c c—b b—c -
Hasonloan: f(—b) = f(—c) = 1. Egy masodfoku fliggvény egy értéket legfeljebb kétszer, egy
els6foku fliggvény egyszer vehet fel. Ezért az f fliggvény konstans, értéke minden valds szam
esetén 1-gyel egyenld.

f(=a) =

=0+

4. Az f:R —> R fuggvényrdl tudjuk, hogy f(1) = 0, masrészt barmely két valos (x,y) szamra
[f(x) — fF()| = |x — y|. Hatarozzuk meg az f fliggvényt!

KoMal 1983. februar, Gy. 2103.
Megoldas:
Vélasszuk az y = 1 értéket és hasznaljuk fel, hogy f(1) = 0. Ekkor

lf) —fDI=1fx) =0l =[f)| =[x -1,
tehat f(x) =x — 1 vagy f(x) =1 —x.

10



Ha minden x-re f(x) = x — 1, akkor ez megoldas, hiszen ekkor minden x, y € R esetén teljesiil a
feltétel:

lfG) —fMl=lx—1-y+1l=[x—yl
Hasonl6an lehetséges, hogy f(x) = 1 — x, mert minden x, y € R esetén:
lfG) —fO=N1-x-1+yl=ly—xl=|x—yl
Ha x = 1, akkor a két képlet ugyanazt az értéket adja.

Még meg kell vizsgalnunk, hogy van-e olyan x,y € R; x; y # 1, amelyre f(x) =x—1és f(y) =
1 — y teljesiil. Ekkor igaz lenne, hogy:

fG)—fOl=lx—1-1+yl=[x+y—-2[=[x-yl

Ez csak akkor lehet igaz, hax + y—2=x—yvagyx+y—2=y —x. Azelsé esetbeny =1, a
masodik esetben x = 1, de ezt nem engedtiik meg. Tehat nincs olyan fliggvény, amelyre a
hozzarendelési szabaly bizonyos valtozoértékekre x — 1, masokra pedig 1 — x lenne.

5. Legyen a valds szamok halmazan értelmezett lac(x) fliggvény hozzarendelési szabalya a
kovetkezo:
X, hax €[2n;2n + 1], aholneZ,

lac(x) :{—x+4n+3' haxe]2n+1;2n+2[, aholneZ.

Oldjuk meg a lac(2x? + x + 4) = lac(x? + 7x — 1) egyenletet a valos szimok halmazan.
KoéMalL 2010. mdjus, C.1038.
Megoldas:
A hozzarendelési szabalyt nézziik meg néhany konkrét n természetes szamra:
lac(x) = x, ha xe[0; 1] vagy xe[2; 3] vagy x€[4;5]...
lac(x) = —x + 3, ha xel1;2]

lac(x) = —x +7, ha xe]3;4[ ...
Megrajzoljuk a fliiggvény grafikonjat:

Lathato (és belathatd), hogy a fliggvény kolcsondsen egyértelmii fiiggvény, minden értéket
pontosan egyszer vesz fel, az R halmazt az R halmazra képezi le.

11



gy alac(2x? + x + 4) = lac(x? + 7x — 1) egyenl8ség csak akkor teljesiilhet, ha
2x2+x+4=x2+7x—-1
x2—6x+5=0
Tehat az egyenlet megoldasai:
xy=1; x, =5.
Ellendrzéssel megmutathatjuk, hogy ezek valoban megoldasok.

Legyen f(x) = x% — 6x + 5. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben azokat a P(x;y)
pontokat, amelyek (x; y) koordinataira

f)-fy)=zo0.

KoMalL 1988. februar, Gy. 2423.

Megoldas:
fX)—f(y)=x?>—6x+5—y2+6y—5=x%2—y2—6x+6y =
=@x-y)x+y)-6(x—y)=x-y)(x+y—6)=0
egyenlOtlenség megoldasat keressiik.

Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, akkor pozitiv, ha a két tényezd azonos eldjelii.
Ezek alapjan a fenti egyenl6tlenség akkor teljesiil, ha

x—y<0éx+y—6<0
vagy
x—y=20éx+y—62=20

Az elsé esetben y > x és y < 6 — x. Abrazoljuk az y = x és y = 6 — x egyeneseket a koordinata-
rendszerben. Azok az (x;y) pontok, amelyekre ez teljesiil, az els6 egyenes felett és a masodik
egyenes alatt, illetve a két egyenesen vannak. Ez az abra satirozott teriilete. A masodik esetben
y<xésy=6—x, ezt alechetéséget a pontozott teriileten 1évd pontok adjak. A ponthalmazhoz a
hatarol6 egyenesek is hozzatartoznak.

7

N

o
N
N

|
a

A feladat megoldasa a két teriilet egyiitt.

12



7. Az f(x) = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvénynek (x € R) egy zérushelye van. Az f(x)
fliggvény minimumhelye x = c¢. Mekkora lehet az ac szorzat értéke?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, I. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:
Az f fliggvénynek egy zérushelye van, ezért a diszkrimindns értéke 0: D = b — 4ac = 0.
A fiiggvénynek minimuma van, tehat a > 0.
. . b\? b2 .
A fliggvény a c helyen veszi fel a minimumat. f(x) = a (x + Z) + ¢ — .-, amibdl lathatd, hogy

a minimumhely ¢ = — %, atrendezve b = —2ac. Ezt a diszkrimindnsra kapott értékbe helyettesitve

azt kapjuk, hogy 4a?c? — 4ac = 4ac(ac — 1) = 0. Ez csak akkor teljesiilhet, ha ac = 0 vagy
ac = 1. Mindkét eset valdban megvalosulhat:

Ha ac = 0, akkor a > 0 valdés szam; c = 0;b = 0 = f(x) = ax?.
Ha ac = 1, akkor a > 0 valds szam; ¢ =% ésb=-2 = f(x)=ax? —2x+%.
8. Mi a legkisebb értéke a kovetkezo kifejezésnek:
f)=EG-1D&+2)(x+3)(x+6)?
Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny 1971; haladdk, 1. fordulé

I. Megoldas:
Az elsé és utolso, illetve a két k6zépso tényezot szorozzuk Ossze:

f(x) = (x? + 5x — 6)(x? + 5x + 6).
Az (a + b)(a — b) = a? — b? azonossagot alkalmazva:

f(x) = (x? +5x)% — 36.

Egy szam négyzete sohasem lehet negativ, ezért ennek a fliggvénynek a legkisebb értéke —36. Ezt
az értéket akkor veszi fel, amikor x? + 5x = 0, tehat x = 0 vagy x = —5.

II. Megoldas:

Nézziik meg, hogy ha nem jut esziinkbe az el6bbi 6tlet, hogyan juthatunk el a megoldashoz.
Végezziink el minden szorzast:

fO=G-DE+2)(x+3)(x+6)=x*>+x—-2)(x+3)(x +6) =
=(xP+x2—2x+3x*+3x—-6)(x+6) = (3 +4x* +x—6)(x + 6) =
=x* + 4x3 + x? — 6x + 6x3 + 24x% + 6x — 36 =

=x* 4+ 10x3 + 25x%2 — 36 = x*(x + 5)% — 36.

Igy is eljuthattunk a fiiggvénynek ahhoz az alakjahoz, amelybdl le tudjuk olvasni, hogy a minimum
értéke —36, és ezt az x = 0 és x = —5 értékeknél veszi fel a fliggvény.
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9. Hatarozzuk meg azokat a linearis f(x), g(x), h(x) (x € R) fuggvényeket, amelyekre

-1, ha x < —1,
F(x)=|f)]—=1gx)|+h(x) =4 3x+2, ha —1<x<0,
—2x + 2, ha 0 < «x.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo
1II. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Az F fiiggvény megadasabol kovetkezik, hogy az abszolutértékes kifejezések eldjelvaltasa a —1 és
a 0 helyeken van. Ezért az

F(x) =la(x+ 1| — |bx| +cx +d (D
illetve

F(x) =lax|—|b(x+ 1| +cx+d 2)
alakban kereshetjiik a fliggvényt, ahol a, b, ¢, d valos szamok.

lal(x + 1), ha x> -1.

—|blx, ha x<0,
|b|x, ha x=0.

Ibx| = {

Alkalmazva az F fiiggvényre:

—lalx—|a|+ |blx+cx+d ha x< -1,
F(x)=|a(x+1)|—|bx|+cx+d={Ia|x+|a|+|b|x+cx+d ha —1<x<0,
lalx + |al = |blx + cx +d ha 0 < «x.

A feladatban megadott hozzarendelési szabaly csak akkor egyezhet meg minden valos szamra ezzel
az Osszefliggéssel, ha a megfeleld egyiitthatok azonosak:

—lal +|bl+c=0 —lal+d=-1
lal + |b|+¢c=3 lal +d =2
la| = |b|+ ¢ = -2 lal +d =2

El8szor hatarozzuk meg |al-t és d-t: |a| = 5 s d= %

Ekkor

innen |b| = g;c =-1.

Tehat a keresett fliggvények ebben az esetben (f-ben és g-ben egymastdl fiiggetleniil valaszthato a
+ vagy - elgjel):

N| W

f(x) == +1); g(X)=igx; h(x)=—x+1.

2
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A (2) esetben hasonloan gondolkodva:

—lalx + |blx+ |b| +cx +d ha x < —1,
F(x)=|ax|—=|b(x+ 1| +cx+d=1—|alx—|blx—|b| +cx+d ha —1<x<0,
lalx — |blx — |b| +cx +d ha 0 < x.

A hozzarendelési szaballyal 6sszehasonlitva:

—lal+ bl +¢c=0 bl +d=-1
—lal = |bl+c=3 —|bl+d =2
lal = bl +c=-2 —|bl+d =2
A masodik oszlop egyenleteib6l d = %, |b| = —% adodik, de egy szam abszolutértéke nem lehet

negativ, igy ebbdl az esetb6l nem kapunk ujabb megoldast.

2_
10. Jelolje P a primszamok halmazat! Legyen f:P > R, x — {%}, ahol {z} a z szdm tortrészét

jeloli, (azaz {z} = z — [z] és [z] a z egészrésze, vagyis az a legnagyobb egész szam, amely z-nél
nem nagyobb)! Mi az f fliggvény értékkészlete?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011; kezdok, I-11. kategoria, 2. fordulo
1II. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:
1 1
f(2)=§; f(3)=§
x—Dx+1

fx) = o

Legyen x 3-nal nagyobb primszam. Ekkor x nem oszthato 2-vel, tehat (x — 1) és (x + 1) két
szomszédos paros szam, igy az egyik 4-gyel is oszthato, szorzatuk pedig 8-cal. A 3-nal nagyobb x
3-mal sem oszthato, tehat (x — 1) vagy (x + 1) oszthaté 3-mal. Ebbdl kovetkezik, hogy ilyen

2_
esetben x2—41 egész, igy a tortrésze 0, f(x) = 0.
4 . r 7o r 1 1
Tehat a fliggvény értékkészlete a {0; 3 5} halmaz.

11. A valds szamok halmazan értelmezett masodfoku f(x) fliggvény minden x szamra eleget tesz a

3-f(x) + f(2—x) = x?

egyenlOségnek.

Hany olyan, 2005-nél nem nagyobb természetes szam van, amelyre igaz, hogy

f(x)>$ ?

OKTV 2005/2006; 1. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:
Legyen f(x) = ax? + bx + c, ahol a # 0; b; ¢ valos szamok. Ekkor
3-(ax®?+bx+c)+al2—-x)2%+b(2—x)+c=x?
3-(ax®?+bx+c)+alx?>—4x+4)+b(2—x) +c =x?
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4q-x*> 4+ (2b — 4a) - x + 4a + 2b + 4c = x2.
Ez csak akkor teljesiilhet minden x-re, ha a megfeleld egyiitthatok a két oldalon egyeldek:
4a =1
2b —4a = 0;
4a+2b+4c=0;

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa:

gt p2lo 2 1
4’ 2’ 2
Az alabbi egyenldtlenséget oldjuk meg:
f(x)=%x2+%x—%>$ /-4
x2+2x—2>13
x24+2x—15>0
Az x? 4+ 2x — 15 = 0 egyenlet megolddsai: x; = 3 ; x, = —5, ezért az egyenldtlenség megoldasa:

x<-=5 vagy x> 3.
A feltételeknek megfeleld természetes szamok: 4;5; 6; ...; 2003; 2004; 2005.
Ilyen szam 2005 — 3 = 2002 darab van.
Megjegyzés:
A megfeleld f fliggvényt az alabbi otlettel is megkaphatjuk:

Az eredeti Osszefliggés mellé irjuk fel azt is, amit agy kapunk, hogy x helyébe (2 — x)-et
helyettesitiink.

3-f(x) + f(2—x) = x?
3-f2-x)+f(x) = (2—x)?

Az els6 sor haromszorosabol vonjuk ki a masodik sort:

8- f(x) =3-x2-(2—x)2

3x? —4+4x —x* x*+2x—2
8 B 4

12. A minden valds szamra értelmezett f(x) figgvényre f(x + 1) + 3f(—x) = |x| teljesiil. Adjuk
meg az f zérushelyeit!

flx) =

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2008/2009; haladok, III. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:
Alkalmazzuk el6szor az u = x + 1 helyettesitést, majd az u = —x helyettesitést

f +3f(1—-u) = Iu—ll}
fA—w)+3f(w) = |-ul = |ul

A masodik egyenlet 3-szorosabol az elsét kivonva:
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1
8f(w) =3lul—lu—-1] = f(u)=§(3|u|—|u—1|)-

Most az u = x helyettesitést hasznalva megkapjuk az f fliggvényt:

FG) = 5 Gl — Ix ~ 11,

Az f fuggvény zérushelyeit a
3lx| - lx—1]=0 = 3l|x|=]x—-1]
egyenlet megoldasai adjak:

Ha x < 0,akkor |[x — 1] =1 —x; |x] = —x:
—3x=1—-x = x=-0,5,ami megfelel azx < 0 feltételnek.

Ha 0<x <1, akkor |x — 1| =1—x; |x] = x:
3x=1—x = x=0,25, ami megfelela 0 < x < 1 feltételnek.

Ha x > 1,akkor |[x — 1] =x —1; |x] = x:
3x=x—1 = x=-0,5, ami nem felel meg az x > 1 feltételnek.

Az f fuggvény zérushelyei: x; = —0,5 és x, = 0,25.

13. Legyen f az x = 1 hely kivételével minden valds szamra értelmezett olyan fliggvény, amely
barmely x # 0 esetén eleget tesz az

cx
-1

1
G +3f (1) =~
egyenletnek. Szamitsuk ki a ¢ valos paraméter értékét, ha tudjuk, hogy:

lim f(x) = 5.

X—00

OKTV 1978; 2. fordulo
Megoldas:
Ha x # 0 és x # 1, akkor x helyébe irhatunk % -et:

1

4 (%) 300 = %C_El T1-x

Ennek az egyenletnek a haromszorosabdl kivonjuk az eredeti egyenlOséget:

3c cx 3c+cx 1 c(x+3)
=T 1T 1 @
Ekkor:
3
1ee+3) 1 c(1+3) 1 ca+o) o
x’i?oQﬁ:@'x%?:@'ﬁ:_@'
X
A feladat feltétele miatt
c
—§=5 > ¢=-40



Ha x # 0; 1, akkor f(x) = %
x = 1 helyen nincs értelmezve, az x = 0 és helyen pedig a feladat szempontjabdl tetszoleges

értéket felvehet.

aminek a hatarértéke a végtelenben valoban 5. A fliggvény az

14. Adjuk meg a valds szamoknak azt a legb&vebb részhalmazat, amelyen az alabbi f fliggvény
értelmezhetd, és hatarozzuk meg a fliggvény értékkészletét ezen az értelmezési tartomanyon.

f(x)=\[1— /x—\/Z—x.

OKTV 2008/2009; II. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

Csak nemnegativ szam négyzetgyokét értelmezziik a valds szamok korében, ezért 2 — x akkor
van értelmezve, ha x < 2.

Vx —+vV2—x miatt x = V2 — x. A négyzetgyok értéke mindig nagyobb vagy egyenlé mint nulla,
ezért az x = 0 feltételnek is teljesiilnie kell. Ekkor az egyenlétlenséget négyzetre emelve az
eredetivel ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk:

x222—-x =2 xX*+x-2=x-1Dx+2)=0.

A masodfoku kifejezés két zérushelye x = 1 és x = —2, a masodfoka tag egyiitthatdja pozitiv,
ezért az egyenl6tlenség megoldasa: x < —2 vagy x = 1.

Az eddigi feltételek egyiittesen 1 < x < 2 esetén teljesiilnek. €))

\/ 1—+x—+2—x értelmezéséhez még meg kell vizsgilni az1l —+vx — V2 —x =0 feltételt.

Ekkor
1> /x—\/Z— .

Mindkét oldal nemnegativ, ezért négyzetre emelhetiink:
1>2x—V2—x
2—x=2x-1

Az 1 < x < 2 feltétel mellett mindkét oldal nemnegativ, ezért Gijra négyzetre emelhetiink:

2—x=>x>-2x+1 >  0=x?-x-1
Az x? — x — 1 = 0 egyenlet gydkei: 1_2—\6 és 1+2—\/§, ezért az egyenlbtlenség megoldasa:
1-+5 1445
> <x< >

Figyelembe véve az (1) feltételt a fliggvény értelmezési tartomanya az [1 ; 1+2—\/§] intervallum.

Felhasznalva, hogy a v/x fliggvény szigorian monoton né megmutatjuk, hogy az f fiiggvény
szigoruan monoton csdkken:
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Hax1<x2,akkor\/2—x1>\/2—x2.igy\/x1—,/2—x1<\/xz—,/Z—xz.

Ebbélkévetkezik,hogy\[l— xl—,/Z—x1>\[1— /xz—,/Z—xz.

Az f fiiggvény folytonos, mert a négyzetgyokfiiggvény az értelmezési tartomany pontjaiban
folytonos, ezért az ilyen Osszetétellel kapott fliggvény is az.

=2)sr)

A monotonitasbol és a folytonossagbdl kovetkezik, hogy az értekkészlet az [f (

intervallum.

1+V5\ ) 1++5 , 1+V5 ) 1+v5 [3-+5
f( 2 )_ 2 T 2 T2 2 T
_ 1+V5 [6-2V5 ) 1+v5 V5-1 —_
2 e 2 2 T T

f(1)=\[1— 1-V2-1=1,

ezért az értékkészlet a [0; 1] intervallum.

15. Mutassuk meg, hogy a valos szamokon értelmezett
f(x) = sinx + sin(x - v2)
fliggvény sohasem veszi fel a 42 illetve —2 értékeket!
OKTV 1984, specialis matematika tantervii osztalyok versenye; 3. fordulos feladat részlete
Megoldas:
sinx <1; sin(x-v2)<1 = sinx+sin(x-v2) <2

A 2 értéket csak akkor érhetné el, ha a két tag ugyanarra az x értékre venné fel a +1 értéket, tehat
lenne olyan k és | egész szam és x valos szam, amelyre

T T
x=5+2kn és x-\/§=5+21n.

Ekkor

\/E(g+ an) =g+ 2lm

V2m(4k +1) (4l +1)
2 B 2

41 + 1
\/E_4k+1
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teljesiilne valamilyen k,l egész szamokra. Tudjuk, hogy V2 irracionélis, tehat ilyen k,! nem
1étezik.

Ezzel belattuk, hogy sinx + sin(x : \/5) < 2 minden valds x-re.
Hasonl6an belathato, hogy sin x + sin(x : \/E) > —2 minden valos x-re.
Megjegyzés:

Elkészitettiik a fliggvény grafikonjat GeoGebra programmal. Az 4bra alapjan az a sejtésiink, hogy a
fiiggvényértékek tetszélegesen kozel lehetnek a +2-hoz, illetve a —2-hdz, de azt sohasem érik el.
Ez valoban igaz, de a bizonyitast csak a batraknak ajanljuk.

’ f(x) = sin(z) + sin(x - v/2)

) A= (1.24,193) B = (14.36,1.97)

- -T2 0 w2 ™ 3/, 2m 5m/2 3m W 4m on/2 11m/2 6m 132 T 15}2\
1

-2

-3

16. Az f fiiggvény értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, és a fliggvény értékei is
pozitiv egészek. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy minden
pozitiv egész n esetén

n n 2
D PO =AW+ @+ A0 = () + @)+ 4 f)) = (2 f(i)>

OKTV 2012/2013; 1I. kategoria, 3. fordulo

Megoldas:

Ismert, hogy

nn+1)

2
5 ) = (1+2+3+-+n)

13+23+33+---+n3=<

Ezért a pozitiv egész szamokra értelmezett £ (n) = n fliggvény megoldasa a feladatnak.
Teljes indukciéval belatjuk, hogy mas fiiggvény nem lehet megoldas.
Bizonyitunk n = 1-re:
2 = (F)>
(f (1))? pozitiv egész, ezért oszthatunk vele, tehat £(1) = 1.
Feltételezziik, hogy k < n-re igaz az allitas:
f(k) =k.

Bizonyitunk (n + 1)-re:

13422 4+33++n°+F - Pm+1D)=0+2+3+-+n+f(n+1))>?
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2 2
<—n(n2+ 1)) +3m+1) = (—n(n; D) + f(n+ 1))

2 2
(M) s e = (M) 2 D s s e

2
P+ =n(n+1)-fn+1D+f>’n+1)
f(n+1) > 0, ezért oszthatunk vele:
ffn+ D) =nn+D+f(n+1)
fPn+1)—-f(n+1)—n(n+1)=0.
A masodfokl egyenlet megoldasai:

+ 1+4n(n+1)_1i\/4n2+4n+1_1i(2n+1)
2 - 2 - 2 ’

tehat f(n+ 1) =n+ 1vagy f(n+1) = —n.

f(n+1)=1

A fliggvény csak pozitiv értékeket vehet fel, ezért csak az elsé eset lehetséges.
Igy teljes indukcioval belattuk, hogy az egyetlen fiiggvény az f(n) = n fiiggvény.
17. Hatarozzuk meg azt az f fliggvényt, amely

a) minden nemnegativ egészhez nemnegativ egész szamot rendel hozza, kiillonbodzo
egészekhez kiillonb6z6 egészeket;
b) minden nemnegativ egész n-re kielégiti az
nn+1)2n+1)
RO+ 2+ -+ f2() <

6

egyenlOtlenséget.

Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny 1995.

Megoldas:

n(n+1)(2n+1)

Az els6 n pozitiv egész szadm négyzetének az Osszege . Ez alapjan az a sejtésiink, hogy

a feladat feltételének az f(n) = n fliggvény felel meg.
Bizonyitunk n = 0-ra:
A feladat feltétele szerint £(0) nemnegativ egész és

0-(0+1)(2-0+1)
6 =0,

f2(0) <

fgy £(0) csak O lehet.
Feltételezziik, hogy k < n-re igaz az allitas:

f(k) =k.
Bizonyitunk (n + 1)-re:

PO+ 2+ + 2+ f2(n+ 1) =
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B nn+1)2n+1)
- 6

F D) < (n+1)(n+62)(2n+3)

Tehat f (n 4+ 1) nemnegativ egész és:

- n+1)(n+2)2n+3) _n(n+ D2n+1) _

ffn+1) < c c
2 92
:(n+1)(2n +7761+6 2n n)=(n+1)2.

fn+1)<n+1.
f(n+ 1) mar nem lehet 0; 1; 2; ...; n, hiszen ezeket a k < n esetekre ,,elhasznaltuk”, igy
fn+1)=n+1.

Teljes indukcioval belattuk, hogy egyetlen fiiggvény lehet, amely teljesiti a feladat feltételeit, az
f(n) = n fiiggvény. Ez a fliggvény valoban megfelel a feltételeknek.

18. A természetes szamok halmazan értelmezett f fliggvényre teljesiil a kovetkezo egyenldség:

f+22f(2) +32f3) + -+ n?f(n) = n’f(n)
tetszéleges n = 1 esetén. Hatarozzuk meg f(2008) értékét, ha f(1) = 2008 !
Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny 2008.
Megoldas:
Alkalmazzuk az osszefiiggést n-re és (n — 1)-re (n = 2):
fO+22f2) +32fB) + -+ (n = D*f(n— 1D +n*f(n) =n*f(n).
fO+22f@)+3f @ ++-D*f(r-D=n-1f(n-1)
Az els6 egyenletbdl vonjuk ki a masodikat:
n?f(n) =n*f(n) —(n—13f(n—1).
Atrendezve:
(n—1%f(n—1) = @* —n?)f(n)
(n=1D*f(n-1D =n*(n—-1DfM)
n = 2, ezért oszthatunk (n — 1)-gyel:
(n—1)*f(n—-1) =n*f(n)

482
foy =D ),

n2

Alkalmazzuk ezt a rekurziv 0sszefiiggést:

_(n—l)2 _(n—l)z_(n—Z)z_(n—3)2_ 1 1 2008
f(n)—Tf(n—l)— = CEE R T f(l)—ﬁ f(1) = e
Ez alapjan

J00g) = 2008 _ 1
f( )_20082_2008.

22



19. Egy minden valos szamra értelmezett f fliggvény minden (x;y) valds szamparra kielégiti a
kovetkezd egyenldtlenségeket:

fx) <x
f+y) <f)+ ).
Bizonyitsuk be, hogy minden valos x-re f(x) = x.
A Kiirschdk Jézsef Matematikai Tanuléverseny 1979. évi 2. feladata

Megoldas:

Valasszuk el6szor az x = 0 értéket, ekkor az elsd egyenlétlenség alapjan f(0) < 0.
Ha a masodik egyenldtlenségben y = 0-t vesziink, akkor f(x) < f(x) + f(0), tehat 0 < £(0). Ez
a két feltétel csak f(0) = 0 esetén teljesiil.

Az els6 egyenldtlenség alapjan:
f(x) <xés f(—x) < —x, tehat f(x) + f(—x) < 0.
Alkalmazzuk a masodik egyenldtlenséget y = —x-re:
0=1(0)=f(x—x) <f(x)+f(—x)
E két 6sszefliggésbol f(x) + f(—x) = 0, azaz f (—x) = —f(x) adodik.
Az els6 egyenldtlenséget —x-re felirva:
—f(x) = f(—x) < —x,
Az egyenl6tlenséget (—1)-gyel szorozva: f(x) = x.

Az f(x) < x feltételnek is teljesiilnie kell, ez csak akkor lehetséges, ha f(x) = x. Erre a
figgvényre a feladat feltételei teljesiilnek.

x—-9
lx—9l

20.Agx) = IJ;_I + fliggvény értelmezési tartoméanya: R\{0; 9}, értékkészlete:

(4) {0} (B) {2} © {623 D) {22} (E) {-2;0;2}
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2000; 9. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

Ha x < 0, akkor |x| = —x, |x — 9] = 9 — x, tehat

()_x+x—9_x x—9
I = T e—a " =xTo—x_

Ha 0 < x <9, akkor |x| = x, |x — 9] = 9 — x, tehat

x—9 x x—9

() = ot =+
gix Txl  lx=9] x 9-—-x
Ha 9 < x, akkor |x| = x, |x — 9] = x — 9, tehat

x—9 _x+x—9
lx—9] x x-9

x
glx) = Tl +
A g fiiggvény értékkészlete ez alapjan {—2; 0; 2}. gy a helyes vélasz E.
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21. Az abran az f(x) fiiggvény grafikonja lathaté. Héany megoldasa van az

[Ifeol —1| = %egyenletnek a [—2; 2] intervallumon?

72 1 1 2 3 4 5
-1

4) 2 (B) 4 ©) 5 (D) 6 (E) 8

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 10. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

Fiiggvénytranszformaciok segitségével 1épésenként abrazolunk az alabbi abrakon lathatdo modon:

y y
2 2
1 @) 1 @l
X N 0 Wi X
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 _ -2 4 0 1 2 3 4 5
1 \/\
y

Az alabbi abrardl pedig leolvashato, hogy az ||f(x)l — 1| =% egyenletnek az 4abrazolt
intervallumon 6 megoldasa van, de ezek koziil csak 4 esik a [—2; 2] intervallumba, ezért a B a

helyes valasz.

22. Melyik az a legnagyobb valds szam, amelyre az f(g(x)) < g(f(x)) egyenldtlenség igaz, ha
f(x) =3*—=1¢és g(x) =3x +2?

4) -2 (B)—-0,5 o (D) 0,5 (E) Nincs ilyen szam.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007; 11. osztaly, megyei fordulo
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Megoldas:

flgx) =3%*2-1 ¢ g(f(x)) =3-(3*—1)+2, ezért az alabbi egyenlétlenséget kell
megoldanunk:

332 _1<3-(3*-1)+2
33x+2 _ 1 < 3x+1 _ 1
33x+2 < 3x+1
A 3-as alapu exponencialis fliggvény szigorian monoton né, ezért:
3x+2<x+1
x<-05
x = —0,5 alegnagyobb valds szam, amelyre az egyenlétlenség teljesiil. tehat a B a jo valasz.

23. A valés szamokon értelmezett f(x) fliggvényre barmely x # 0 esetén igaz, hogy
2:-f)+f G) = 5x + 4. Jelolje S azon valds x-ek Osszegét, amelyekre f(x) = 2007. Melyik

az S-hez legkozelebbi egész szam?

4 -1 (B) 0 (€) 602 (D) 5014 (E) 6021

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007; 12. osztaly, dontd
Megoldas:

frjuk fel az osszefiiggést x —re és % -re is:
1
2-f(x)+f<;)=5x+4
2 (1)+ () =514
fiz) =5~
Az els6 egyenlet kétszeresébdl kivonjuk a masodik egyenletet:

1 5
3-f(x)=10x+8—5-;—4=10x—;+4

Ebbdl megkapjuk az f fliggvény hozzarendelési szabalyat:

o) = 10x? + 4x — 5
flx) = 3x :
Azokat az x-eket keressiik, amelyre:
10x% +4x — 5
fx) = — 3 - 2007,

azaz
10x% 4+ 4x — 5 = 6021x
10x2 —6017x —5=10
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Ennek a masodfoki egyenletnek a diszkriminansa pozitiv (60172 + 200), ezért két valos
megoldasa van az egyenletnek. Ekkor a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés alapjan a két
gyok 0sszege S = 601,7. Az S-hez legkozelebbi egész szam a 602, tehat a jo valasz C.

24. Legyen f(x) =+/16 + (3 —x)? + /64 + (9 — x)2. Hatarozzuk meg a fiiggvény minimum-
helyét és a minimum értékét!

Megoldas:

A négyzetgyokos kifejezésekhez hasonlo kifejezéssel szamoljuk ki két pont tavolsagat koordinata-
geometriai feladatokban. Megprobalunk ennek ismeretében szemléletes jelentést adni az f(x)
fliggvénynek.

Vegyiik az A(3;4) és B(9;8) pontokat. Az x-tengely mely P(x;0) pontjara lesz a
PA + PB tavolsag a legkisebb? Ekkor a PA + PB = \/16 +(B—-x)?%+ \/64 + (9 — x)? kifejezés
minimumat keressik.

Ha az A pontot tiikrozziik az x-tengelyre, akkor az A’ pontot kapjuk és A'P = AP.

A feladatunk most az, hogy A’ és B kozott a legrovidebb utat megadjuk. Ha A'B és az x-tengely
metszéspontja P;, akkor egy tetszOleges P(x;0) pont esetében a haromszog-egyenlétlenség
alapjan:

AP +PB=A'P+ PB > A'B = AP, + P,B.
Igy a P, pont esetében lesz a legkisebb a keresett tavolsag.

Az A’ és B pontokon atmend egyenes egyenlete y = 2x — 10, ezért az x-tengelyt a P;(5;0)
pontban metszi.

Ezzel belattuk, hogy a kifejezés a minimumat az x = 5 értékre veszi fel, ekkor a minimum értéke

V16 + 4 + V64 + 16 = 6/5.
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25. Hatarozzuk meg azt az f:R — R; f(x) = x% + bx + c (b és ¢ valds allandok) alakii masodfokd
fliggvényt, amelyhez van olyan p szamérték, amelyre

fp)=2p%  f(@2p)=3p*+1, f(3p)=4p*>+4
egyidejlileg teljesiil! Mennyi a p értéke?
Irdsbeli felvételi feladat a miiszaki fSiskoldk nulladik évfolyamai szamdra; 1998

Megoldas:

Behelyettesitjitk a megfeleld értékeket:

p% + bp + ¢ = 2p? €))
4p% + 2bp + c = 3p? + 1 (2
9% +3bp +c=4p? +4 3)
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsét, a harmadikbol a masodikat:
3p2+bp =p%+1 (4)
5p% +bp =p?+3 (5)
(5) — (4) alapjan:
2p2 =2 = p==1.

Még meg kell nézniink, hogy ezekhez a p értékekhez van-e megfeleld b, c.

Ha p = 1, akkor az (1) és (2) egyenlet:
b+c=1

2b+c=0
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa (amelyre (3) is teljesiil):
b=-1;c=2, ekkor f(x) =x%—x+2.

Ha p = —1, akkor az (1) és (2) egyenlet:
-b+c=1

—2b+c=0
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa (amelyre (3) is teljesiil):
b=1;c=2, ekkor f(x) =x%+x+2.
Tehat p lehet +1 és —1 is.
26. a) Hatarozza meg a valos szamoknak azt a legb6vebb H halmazat, amelyen a

logi(sinx + cos x)? kifejezés értelmezhetd!
2

b) Mi a fenti H halmazon az f(x) =logi(sinx + cosx)? képlettel definialt f fiiggvény
2
értékkészlete?

¢) Hol monoton névekedo ez az f fliggvény?

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat; 2001
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Megoldas:

a) A logaritmusfiiggvény csak pozitiv szamokra van értelmezve, (sinx + cosx)? > 0. igy
azokat az értékeket kell kizarnunk, amelyekre sin x + cosx = 0.

Ekkor sinx = —cosx, azazx = %n + km, ahol k € Z.
Tehit H = {x € Rlx # 2 + km; k € Z}.
b) (sinx + cosx)? = sin?x + cos?x + 2 sinx - cosx = 1 + sin 2x. Egy szdg szinusza —1
és +1 kozotti értékeket vehet fel, ezért
0<1+sin2x <2,
de az értelmezési tartomanybol a 0 értéket kizartuk, igy
0<1+sin2x < 2.
A két hatar kozott a kifejezés minden valds értéket felvesz, ha x € H.

Az % alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokken, ezért

—1 =log12 < logi(sinx + cos x)?.
2 2

A (sinx + cosx)? tetszOlegesen megkozelitheti a 0-t, igy logi(sinx + cos x)?
2

tetszOlegesen nagy valos értéket felvehet.
A fliggvény értékkészlete [—1; ool.
c) Az % alapt logaritmusfiiggvény szigorian monoton csdkken, ezért az log:(sin x + cos x)?
2

fiiggvény ott lesz monoton ndvekedd, ahol az 1 + sin 2x fiiggvény, azaz a sin 2x fiiggvény
monoton csokkend. Ez pedig

T 3n T 3n
E+2kn£2x£7+2kn = Z+kn£xﬁr+kn, keZ

esetén teljesiil.

Az értelmezési tartomanyt figyelembe véve a fliggvény monoton né, ha:

T 3n
Z+kn£x<7+kn, k eZ.

A fiiggvény grafikonjat GeoGebra programmal elkészitve az alabbi abrat kapjuk.

U/z




27. Hatarozza meg a kovetkez6 fliggvény értelmezési tartomanyat:

4x2 —13x + 3
—x2+3x+10°

flx) =

Nemzetkozi Elokeszito Intézet vizsgadolgozatanak feladata; 1981
Megoldas:
A tort nevezdje nem lehet 0, ezért
—x2+3x+10#0 =  x#-2;5.

A négyzetgyok alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért:

4x% —13x +3
—FF > 0.
—x%2+3x+10

4x? —13x + 3 = 0, ha x = 3 vagy x = 0,25.

A masodfoku fiiggvény zérushelyei alapjan eldonthetjiik, hogy mely tartomanyokban vesz fel
pozitiv, illetve negativ értéket. Az alabbi szamegyenesen lathatd a szamlalo és a nevezd eldjele az
egyes tartomanyokban.

4-22 - 132+3>0

____O G ____________
—2*4+3x+10>0

Egy tort akkor nulla, ha a szamlalé nulla, és akkor pozitiv, ha a szamlald és a nevezd azonos
elgjelit.

Igy az f fiiggvény akkor értelmezhetd, ha
—-2<x<025 vagy 3<x<5 x€R.

28. Allapitsa meg a valos szamok halmazanak azt a legbvebb részhalmazat, amelyen a kovetkezd
kifejezések értelmezhetdek! Adja meg a kifejezések legnagyobb és legkisebb értékét!

a) log, 0,55n%;
b) V1 —sin?x;
¢) log, 0,55*v/1 — sin2x.

Kozgazdasagtudomanyi egyetemekre és fGiskoldkra felvételizok irasbeli érettségi-felvételi feladata, 1992

Megoldas:

a) 0,557 > 0 mindig teljesiil, ezért log, 0,55™* mindig értelmezhetd.
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b)

. sinx .
log, 0,55'™* = log, G) =log, 275""* = —sinx, ezért a kifejezés legnagyobb
értéke +1, a legkisebb értéke —1. A maximumot x = —§+2kn, a minimumot

x = §+ 2k esetén veszi fel, ahol k € Z.

1 — sin®x = cos?x > 0, ezért a négyzetgydkos kifejezés mindig értelmezhetd.

V1 — sin?x = Vcos2x = |cos x|, igy a kifejezés 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel. A

minimumot, 0-t x = %+ km esetén, a maximumot, 1-et x = km esetén (k € Z).
az a) és b) pont szerint log, 0,55"%-+/1 —sinZx = —sinx - |cosx| mindig
értelmezheto.

1
—sinx-cosx = —Esian, ha cosx = 0,
—sinx *|cosx| = 1
sinx - cosx = Esian, ha cosx < 0.

1 1 . 1 , iCo: ;s , 1 1].
—5 =3sin 2x < ~ ezérta kifejezés értékkészlete a [— > E] intervallum.

A fiiggvény grafikonja segit a minimum- és maximumhelyek megadasaban:

sin(2x)

¢

N | —

X

NN
\/n -2 ) » 32 2\/
2

minimumhelyek:
x=Z+42km;x="142kn keZ

E)

maximumbhelyek:
x=-"+2m;x=-2+2n kez

29. Adja meg a valoés szamoknak azt a legbGvebb részhalmazat, amelyen az alabbi fliggvények

értelmezhetbek:
1
- x - tgvx.
a) x oo b) xw Jtgx ’ C) gvx
Irasbeli érettségi-felvételi feladatok, 1998
Megoldas:

a) A tort nevezdje nem lehet 0, ezért tg x # 0, a fliggvény értelmezési tartomanya:

{xeR|x¢g+kn; keZ}

b) Négyzetgyok alatt nem lehet negativ szam, ezért tg x = 0, a fliggvény értelmezési tartomanya:

x€Rkr<x<Z4kn; kez
2
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c) A négyzetgyok miatt x > 0, a tangens értelmezése miatt

2

\/E;tgwm N x¢(g+kn) kEN.

Ezek alapjan a fliggvény értelmezési tartomanya

2

Rg\{(g+ k) ik € N}.

30. Legyen p valos paraméter. Tekintsiik a valos szamok halmazan értelmezett f fliggvényt, amelynek
hozzarendelési szabalya f(x) = —3x3 + (p — 3)x% + p?x — 6.
a) Szamitsakia [ 02 f(x) dx hatarozott integral értékét, ha p = 3!
b) Hatarozza meg a p értékét ugy, hogy az x = 1 zérushelye legyen az f fliiggvénynek!

¢) Hatarozza meg a p értékét tigy, hogy az f fiiggvény derivaltja az x = 1 helyen pozitiv
legyen!

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2012. majus 8.

Megoldas:
a) p = 3 esetén a fiiggvény f(x) = —3x3 + 9x — 6. Ekkor

2
f (—3x3 +9x — 6) dx =[-0,75x* + 4,5x? —6x]3 = —12 + 18 — 12 = —6.
0

b) Hax =1 -et helyettesitiink a fiiggvénybe, nulla értéket kell kapnunk:
—34+p—-34p?2—6=0 = p’+p—-12=0.
A masodfokl egyenlet megoldasaval kapjuk:
p=3 vagy p=—4
¢) f'(x) =—-9x2+2(p—-3)x+p% /(1) =-9+2(p—3) +p? =p?+2p —15.

A p?+2p—15> 0 egyenlStlenséget kell megoldanunk. A p? +2p — 15 =0 egyenlet
megoldasai p = 3; p = —5. Az egyenl6tlenség megoldasa igy p < —5 vagy p > 3.

3 2
31. Legyen f(x) =— % + % + %x —a, ahol a pozitiv valos szdm és x € R.
a) Igazolja, hogy foaf(x) dx = —a® + a.
b) Mely pozitiv a szamokra teljesiil, hogy | Oa fx)dx=>0?

¢) Az x mely pozitiv valos értéke esetén lesz a g(x) = —x3 + x fliggvénynek lokalis
(helyi) maximuma?

Emelt szintii érettsegi vizsga; 2010. majus 4.

Megoldas:

3 2 4
a) (- B gax= -4 _ax
0 a a

a a
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b) A —a®+ a > 0 egyenlétlenséget kell megoldanunk. A feladat feltétele szerint a > 0, igy az
egyenlStlenséget oszthatjuk a-val: —a?+1>0 = (a+1)(a—1) <0.

a + 1 pozitiv, ezért az egyenldtlenség a — 1 < 0, azaz a < 1 esetén teljesiil.
Tehat az integral akkor lesz nemnegativ, ha 0 < a < 1.
c) A g fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol a derivaltja 0.
g'(x)=-3x*+1=0.

1

Pozitiv valds szamok kozott ez csak x = W

ra teljesiil. Ebben a pontban

"(x) 6 6<0
X)=—6x =—— :
g NG

ezért ebben a pontban a fliggvénynek lokalis maximumbhelye van.

32.a) Abrazolja fiiggvény-transzforméaciok segitségével a [—3; 4] intervallumon az
x + x? — 2|x| — 3 hozzarendelési szaballyal megadott fliggvényt!

b) Legyen az f,g és h fiiggvények értelmezési tartomanya a valdos szamok halmaza,
hozzarendelési szabalyuk:

f(x) = x? —2x — 3; gx) =x —3; h(x) = |x|.
Képezziink egyszeresen Osszetett fiiggvényeket a szokdsos modon. Példaul
(o)) =g(f(x)) =(?*-2x—3)-3=x%-2x—6.

Készitse el — a fenti példanak megfeleloen — az f,gés h fliggvényekbdl pontosan két
kiilonb6z6 felhasznalasaval képezhetd egyszeresen Osszetett fliggvényeket!
Sorolja fel valamennyit!

(A (g o f)(x) fiiggvényt nem sziikséges Ujra felirni.)
c) Keressen példat olyan p és t, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvényre, amelyre
(peot)(x) =(tep)(x)!
Adja meg a p és t fliggvény hozzarendelési szabalyat!
Emelt szintii érettségi vizsga; 2006. majus 9.

Megoldas:

x> =2x—-3=(x—-1?-4, ha x>0

2~ 20 -3 =
a) x | x| x2+2x—3=x+1)?%2—-4, ha x<O0.
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crer

b) (feg)) =f(g(x)=(x~-3)*~ 2.4(x —-3)—3=x%-8x+12;
(f e W) (x) = f(R(x)) = Ix|? — 2|x| — 3 = x? — 2|x| — 3;
(o)) =g(fx)=(?—-2x—3)—3=x%—-2x—6;
(g o) = g(h(0) = x| - 3;
(ho ) =h(f&x) = 1x? —2x — 3|;
(hog)(0) = h(g(x)) = lx - 3I.
c) Példaul: p(x) = x2,t(x) = x3. Ekkor
(pot)(x) =p(t(x) = (x3)? = x°.
(top)(x) = t(p(x)) = (x?)? = x°.
33. a) Hatarozza meg a valos szamoknak azt a legbdvebb részhalmazat, amelyen a
Vx2 — 6x + 9 kifejezés értelmezhetd!
b) Abrazolja a [—5; 8] intervallumon értelmezett f:x — Vx2 — 6x + 9 fiiggvényt!
c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti f fliggvényre vonatkozdan?
A: Az f értékkészlete: [0; 5].
B: Az f figgvény minimumat az x = —3 helyen veszi fel.
C: Az f fiiggvény szigoruan monoton né a [4; 8] intervallumon.
d) Hatdrozza meg az [,(x* — 6x + 9) dx értékét!
Emelt szintii érettségi vizsga; 2007, méjus 8.

Megoldas:

a) x2—6x+9=(x—3)% >0, ezért a fiiggvény a valds szamok halmazan értelmezhets.

b) Va2 —6x+9=+/(x—3)2=|x—3|
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Az f fuggvény grafikonja:

c) A grafikonrol leolvashatd, hogy az értékkészlet a [0; 8] intervallum, a fliggvény a minimumat
az x = 3 helyen veszi fel, és szigorian monoton nd a [3; 8] intervallumon. igy az A és B
allitas hamis, a C igaz.

3 3
d [°,( - 6x +9) dx = [£ — 322 + 9] L =0-27+27) - (-9-27-27) =72
34. Az f(x) = 3x2 + b fiiggvény grafikonjanak az x = 2 helyhez tartozo érintdje dthalad az origon.

a) Hol metszi ez az érintd a parabola vezéregyenesét?
b) Szamitsuk ki a fliggvénygorbe, az érintd és az y tengely altal kozbezart teriilet
nagysagat.
KoMal 2010. december; emelt szintii gyakorlo feladatsor 7. feladat

Megoldas:

Az érintd meredekségét a fliggvény derivaltja hatarozza meg: f'(x) = 6x. Az x = 2 pontban a
derivalt f'(2) = 12.

£(2) = 12 + b, ezért az érintési pont E(2; £(2)) = (2; b + 12), az érint§ egyenlete:
y—b—-12=12(x—-2) = y=12x+b—12.
Ez az egyenes akkor megy 4t az origon, ha b = 12, f(x) = 3x? + 12, az érintd egyenlete y = 12x.

a) Ha a parabola paramétere p, akkor 3 = ﬁ = p= é, ekkor a parabola vezéregyenesének

—12_P_qp_ L _143
egyenlete y = 12 5= 12 TEETE

Meghatarozzuk az érint6 és a vezéregyenes metszéspontjat:

L, _ 143 143
=1 YV

, 143 143
A metszéspont (— ; —)
144" 12
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b) A fliggvénygorbe, az érintd és az y tengely altal kdzbezart
teriiletet a megfelelé hatarozott integral kiszamitasaval
adjuk meg:

2 2
T=f(3x2+12)dx—f12xdx=
0 0

2
= f(3x2 —12x4+12) dx =
0

x3 x? 2
=|3+——12-—+12'x| =8—-24+24—-0=8.
3 2 0

Nt — m e e e e

35. Adott a valds szamokon értelmezett

1) = f £(0) dt
2

fliggvény, és tudjuk, hogy f(t) = 3t? + 4t — 1. Hatarozzuk meg az I(x) zérushelyeit, és azokat
az intervallumokat, melyeken konvex, illetve konkav a fiiggvény.

KoMal 2012. november, emelt szintii gyakorlo feladatsor 3. feladat

Megoldas:
X X
I(x) = ff(t) dt = f(3t2 +4t—1)dt = [t3 +2t2 —t]*, =
-2 -2

=x3+2x> —x—(-8+8+2)=x3+2x>—x—-2=
=x’(x+2)—-(x+2)=(x+2)x*-1D=@x+2)x+Dkx-1).
Ennek a fiiggvénynek a zérushelyei: x = —2; —1; +1.
A fliggvény konvexitasat a masodik derivalt vizsgalataval hatarozzuk meg:
I'(x) =3x*4+4x—-1; I"(x) = 6x+ 4.

A masodik derivalt x = —% esetén 0. Ha x < —33, akkor a masodik derivalt negativ, az I(x)
figgvény konkav a [—00; —%[ intervallumon. Ha x > —33, akkor a masodik derivalt pozitiv, az
I(x) fuggvény konvex a ]—% ; +00] intervallumon. Az x = —% pontban a fiiggvénynek inflexios

pontja van.
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