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|. Feladatok
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Hanyféleképpen olvashatok ki az alabbi abrakrol a PAPRIKAJANCSI, a FELADAT ¢és a
MATEMATIKASZAKKOR szavak, ha mindig a bal felsé sarokbél kell indulnunk, és minden 1¢-
pésiink csak jobbra vagy lefelé torténhet?

PAPRI KA FELADAT MATEMA

APRIKAIJA ELADAT ATEMAT

PRI KAJAN LADAT TEMATI

RI KAJANZC ADAT EMAT I K

|l KAJANCS DAT MATIKASZAKK

KAJANCSI AT SZAKKO
T ZAKKOR

Hany olyan legfeljebb &tjegy(i szam van, amelynek minden jegye kiilonb6zo, és a szamjegyei bal-
1ol jobbra csokkend sorrendben kovetik egymast?

Egy cukraszdaban 15-féle slitemény kaphatd, mindegyikb6l kelléen sok. Szeretnénk 10 db siite-
ményt venni ugy, hogy ne legyen mind csupa kiilonb6z6. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Hanyféleképpen irhatjuk fel a 2015-6t néhany (egy vagy tobb) pozitiv egész szam 6sszegeként, ha
az dsszeadandok sorrendje is szamit?

Hany téglatest talalhato egy 3x4x5-6s kockaracsban?

Egy zsakban 10 kiilonb6z6 par cip6 talalhat6. Hanyféleképpen vihetiink magunkkal a zsakbol 6
darab cipdt tigy, hogy legyen kozottiik Osszetartozd par?

Egy macska egy 10 szintes 1épcs6 legfelsé szintjérdl szeretne lejutni a talajra néhany ugrassal.
Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha

a) egyszerre barmekkorat tud ugrani, de mindig csak lentebbi szintre?

b) egyszerre mindig csak 1, 2 vagy 3 szintet ugorhat lefelé?

c) egyszerre mindig csak 1 vagy 2 szintet ugorhat lefelé, de nem ugorhat ra az alulrol 4. 1épcsére?

Legfeljebb hany pozitiv egész szdmot adhatunk meg tigy, hogy semelyik kettd 6sszege €s kiilonb-
sége se legyen oszthat6 2015-tel?

Hany olyan hatjegyli szam van, amelyben a szamjegyek szorzata paros?

Felvettiink harom parhuzamos sikon rendre 8, 9 és 10 pontot. Legfeljebb hany tetraédert hataroz-
hatnak meg ezek a pontok?

Hany olyan 6tjegyli szam van, amely 16-ra végzddik és 3-mal oszthat6?

Egy 52 lapos franciakartya-csomagot szétosztunk 4 jatékos kozott. Hany olyan leosztas van,
amelyben minden jatékosnak jut legalabb egy treff? (A francia kartyaban 4-féle szini lap talalhato,
amely szinek egyike a treff, és minden szinbdl 13 lap fordul el6.)
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10 ember szinhazba ment, ahol mindegyikiik leadta a kabatjat a ruhatarba (a kabatok mind kiilon-
bozdek). A szdrakozott ruhataros dsszecserélte a kiadott sorszdmokat, és az eldadas végén ugy ad-
ta vissza a kabatokat (minden embernek egyet-egyet), hogy senki sem a sajat kabatjat kapta vissza.
Hanyféle kiilonb6z6 modon kaphattdk vissza a kabatokat? (A visszaadas sorrendje nem szamit.)

Nyolc ember sorban 4ll a mozi jegypénztardban. A jegy 1000 Ft-ba keriil, a kasszdban kezdetben
nincsen valtopénz. Négy ember 1000 Ft-ossal, négy ember 2000 Ft-ossal fizet — ez utobbiaknak
csak akkor tud a pénztaros visszaadni, ha kelld szamu 1000 Ft-ossal fizettek mar. Hanyféle sor-
rendben vehetnek jegyet az emberek ugy, hogy mindenki tudjon fizetni? (Az embereket nem kii-
16nboztetjiik meg.)

a) Héanyféle sorrendben szdmithatjuk ki a 2-3-4.5-6-7 szorzat értékét, ha egy 1épésben mindig
csak két szomszédos szadmot szorozhatunk 6ssze? (Egy lehetséges sorrend példaul, aldhuzassal je-
16lve a Iépéseket: 2-3-4-5-6-7=2-3-20-6-7=2-60-6-7=2-60-42=120-42 =5040.)

b) Hanyféle sorrendben szamithatjuk ki a 2-3-4-5-6-7 szorzat értékét, ha egy 1épésben mindig
két tetszOleges szamot szorozhatunk 6ssze? (Egy lehetséges sorrend példaul, alahuzassal jeldlve a
lépéseket: 2-3-4-5-6-7=2-18-4-5-7=10-18-4-7=180-4-7 =180- 28 =5040.)

c¢) Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 zarojelpart a 2-3-4-5-6-7 szorzatban gy, hogy a muvele-
tek elvégzésekor mindig egy zardjelen beliili két tényez6t kell dsszeszoroznunk? (Az a) feladatban
szereplé 2-3-4-5-6-7=2-3-20-6-7=2-60-6-7=2-60-42 =120-42 =5040 miveletsort példaul

a ((2:(3:(4-5))):(6:7)) zarojelezéssel irhatjuk le.)

Hanyféleképpen lehet egy konvex hatszoget egymast nem metsz0 atloival haromszdgekre bontani?

Esetleges zardjelek elhelyezésével hanyféle eredménye lehet a 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
kifejezésnek?

2 2 2 2
n n n n
Hatarozzuk meg (0] +(1j -I—(ZJ +...+(n] értékét zart alakban.

Az {1; 2:3: 4 ... 2015} halmazbdl szeretnénk kivalasztani Annanak egy A és Bednak egy B nem

iires részhalmazt Gigy, hogy ezeknek ne legyen k6zos eleme. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

5 matematikatanar 30 érettségi dolgozatot szeretne elosztani javitisra egymas kozott tigy, hogy
mindegyikiik legalabb egyet kijavitson. Hanyféleképpen tehetik ezt meg?

Hanyféleképpen lehet Gigy sorozatba rendezni az 1, 2, 3, ..., 10 szamokat, hogy a kapott sorozat az
els6tdl valahanyadik eleméig monoton ndvekedd, onnantol pedig monoton csdkkend legyen? (A
két részsorozat hatdra akar a sorozat elsd vagy utolso eleme is lehet.)

Hatarozzuk meg azon 4x4-es, nemnegativ egész szamokat tartalmazo tablazatok szamat, amelyek-
re teljesiil, hogy minden sorban és minden oszlopban legfeljebb két nem nulla szam talalhato, to-
vabba minden sorban és minden oszlopban az ott talalhaté szamok Gsszege 3.

Naboj Nemzetkozi Matematika Csapatverseny 2014/2015.
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Egy 5x3-as racs bal fels6 sarkaban iil egy egér (E), aki el akar jutni a jobb alsé sarokban talalhato
sajthoz (S). Emellett a racs bal als6 sarkaban iil egy rak (R), aki pedig a jobb fels6 sarokban talal-
hato algalevelet (A) szemlélte ki maganak. A két 4llat egyszerre mozog a racson: minden masod-
percben az egér egy racsnyit halad jobbra vagy lefelé, a rak pedig egy racsnyit halad jobbra vagy
felfelé. Hanyféleképpen érhetik el a céljukat Ggy, hogy utkdzben semelyik mezén se talalkozza-
nak?

E A

R S
Naboj Nemzetkozi Matematika Csapatverseny 2014/2015.

Héany olyan négyjegyli pozitiv egész szdm van, amelynek néhdny szdmjegyét a szam elejérdl
(ugyanolyan sorrendben) a szam végére helyezve visszakaphat6 az eredeti szam? (Példaul az 1234
nem ilyen, mert a 2341, 3412, 4123 mind kiilonbdznek téle.)

Arany Ddaniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; kezddk, I-11. kategoria, 1. fordulo

Héany olyan legfeljebb négyjegyli természetes szam van, amelynek szamjegyei kozott tobb 2-es
szerepel, mint 1-es?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

Héanyféle modon lehet felmenni egy 25 1épcsdfokbol alld 1épcsén, ha mindig csak 2-t vagy 3-at

Iéphetiink felfelé? (Két feljutas kiilonbozd, ha van legalabb egy olyan 1épcséfok, amelyre az egyik
feljutasban ralépiink, de a masikban nem.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, II. kategoria, 1. fordulo
Felvettiink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon ugy, hogy semelyik harom nem esik egy egyenesre. Min-
den pontot 6sszekotottiink minden masikkal, és a keletkez6 élek mindegyikét pirosra vagy kékre
szineztiik. Tudjuk, hogy igy minden pontbol pontosan 12 kék szinii él indul ki. Nevezziik egyszi-

nlinek azokat a haromszdgeket, amelyeknek mindhdrom csucsa a 30 pont koziil vald, és mindha-
rom oldala ugyanolyan szinii. Osszesen hany egyszinii haromszog van az abran?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, I1l. kategoria, 1. fordulo
Megrajzoltuk egy konvex nyolcszdg dsszes atlojanak egyenesét, majd ezen egyenesek 0sszes met-
széspontjat. Legfeljebb hany metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, IIl. kategoria, 1. fordulo

Héany olyan pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek Osszege €s szorzata egyarant 247
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, 1. kategoria, 2. fordulo
Héany olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 szamoknak, amelyben bar-
mely négy egymast kovetd szam 6sszege oszthatd 3-mal?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, 1I. kategoria, donto
Hany olyan tizjegy(i természetes szam van, amelyben az 1, 2, 3 szamjegyek mindegyike legalabb
kétszer szerepel, és ezeken a szamjegyeken kiviil mas szamjegy nincs a szamban?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014; kezdok, 1I. kategoria, donto
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Van 2012 darab (nem feltétlentil kiilonb6z6) pozitiv szamunk: a,, a,, ..., a,,,, amelyek dsszege
2S . A k természetes szamot felezOnek nevezziik, ha az a, szamok koziil kivalaszthatd k darab,

amelyek Osszege éppen S. Legfeljebb hany kiilonbozo k természetes szam lehet egyszerre felezd?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, 111 kategoria, donto

Hanyféleképpen olvashato ki az abrabol a BUDAPEST szo, ha csak jobbra és lefelé haladhatunk,
és kettdnél tobbszor nem léphetiink egymas utan ugyanabba az iranyba?

BUDAPEST
EST
ST
T
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Zrinyi Ilona Matematikaverseny 2011. évi feladata alapjan

Hanyféleképpen juthatunk el a koordinatarendszer origdjabdl a (4; 2) pontba, ha 10 Iépést te-

sziink, minden 1épésiink egységnyi hosszu és parhuzamos a tengelyek valamelyikével?

OKTV 2012/2013; II. kategoria, 1. fordulo

Hany olyan 6tjegyli tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szor-
zata 50-re végzodik?

OKTV 2013/2014; II. kategoria, 1. fordulo

Tekintsiik azokat az otjegyli szamokat, amelyek csak az 5, 6, 7, 8 szamjegyeket tartalmazzak, de
mindegyiket legalabb egyszer. Mennyi ezeknek az 6tjegyti szamoknak az Gsszege?

OKTV 2014/2015; II. kategoria, 1. fordulo

Hany olyan 150-jegyli tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amelynek minden szamje-
gye paratlan, és barmely két szomszédos jegy eltérése 2?

OKTV 2013/2014; II. kategoria, 2. fordulo

Jelolje r, az {1; 2 ... n} halmaz azon részhalmazainak szamat, amelyek nem tartalmaznak szom-

szédos szamokat, ahol az 1-et és az n-et is szomszédosnak tekintjiik. Hatarozzuk meg r,, értékét.

OKTV 2010/2011; II. kategoria, dontd

Legyen A={1;2;3; 4,5} és B={1;2;3}. Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya A, és min-
den A-beli x esetén f (x)e A. Hany f(x) figgvényre teljesiil, hogy { f (f (X)) ‘ Xe A} =B?

OKTV 2011/2012; II. kategoria, dontd



1. Megoldasok

1. Hanyféleképpen olvashatok ki az alabbi abrakrol a PAPRIKAJANCSIL, a FELADAT és a
MATEMATIKASZAKKOR szavak, ha mindig a bal felsé sarokbdl kell indulnunk, és minden 1¢é-
pésiink csak jobbra vagy lefelé torténhet?

PAPRI KA FELADAT MATEMA

APRIKAIJA ELADAT ATEMAT

PRI KAJAN LADAT TEMATI

RI1T KAJANZC ADAT EMAT I K

Il KAJANCS DAT MATI KASZAKK

KAJANCSI AT SZAKKO
T ZAKKOR

1. megoldas:

frjuk be minden egyes mezdbe, hogy odaig hanyféleképpen juthatunk el a bal felsé sarokbol. Ek-
kor az elsd sor és az elsd oszlop minden mezdjébe 1 keriil, minden tovabbi mezdbe pedig a tdle
kozvetlentil balra és a t6le kozvetleniil felfelé 1évo szam 6sszege (ha e két mezo valamelyike iires,
akkor azt 0-nak tekinthetjiik). A végeredményt a szavak utolso betiijének megfelelé szam (illetve a
masodik sz6 esetében ezen szamok dsszege) adja.

111|111 11]1]1 1)1 1111 1‘
112|3(4|5|6|7]|38 12 415
1|3]|6(10[{15|21|28|36 13 10|15
1|4)10(20|35]|56 (84120 1|4(10(20
1|5]|15|35]|70|126(210|330 1(5]|15
1| 6 |21|56|126|252(462|792 1|6

1

Tehat a PAPRIKAJANCSI szt 792-féleképpen, a FELADAT sz6t 1+6+15+20+15+6+1=064 -
féleképpen olvashatjuk ki.

4 | 5|6
10|15 |21
10 | 20 | 35 | 56
15| 35 | 70 {126|126|126| 126|126 | 126
126 | 252 | 378|504 | 630 | 756
126 | 378 | 756 {1260|1890(2646

RlR|Rr[R|F
|| WIN|F-

Tehat a MATEMATIKASZAKKOR szot 2646-féleképpen olvashatjuk ki.

2. megoldas:

A PAPRIKAJANCSI sz6 esetében minden lehetséges kiolvasasi ttvonalon dsszesen 7-szer 1€piink
jobbra, 5-sz6r pedig lefelé. Ez megforditva is igaz: ha 7 jobbra és 5 lefelé 1épést tetszbleges sor-
rendben egymas utan irunk, akkor biztosan egy-egy jo kiolvasast kapunk. Elegendd tehat a 7 jobb-
ra és 5 lefelé 1épésbol allo sorozatok szamat meghatarozni. Ha a jobbra 1épést J-vel, a lefelé 1épést
L-lel jeloljiik, a feladatunk a 7 db J és 5 db L betiibol alkothaté ,,szavak™ szamanak meghatarozasa.

1 (12
Ez pedig az ismétléses permutacio képletével 71'25| :[ c j =792,



A FELADAT sz06 esetében az F, E, L, A, D, A betlik barmelyikén allva 2-felé 1éphetiink tovabb
(jobbra vagy lefelé), igy a lehetséges lépéssorozatok szdma 2-2-2-2-2.2=2°=64.

A MATEMATIKASZAKKOR sz6 esetében az S betii elStti A betii csak egy példanyban fordul
eld, ezen a mezdn tehat mindenképpen athaladunk, amely két részre tagolja az utvonalat. E két
részben a lehetdségek szamat elszor kiilon-kiilon hatarozzuk meg. A PAPRIKAJANCSI szonal
latottakat alkalmazva a MATEMATIKA kiolvasdsdhoz 5 jobbra és 4 lefelé 1épés sziikséges, ezt

9 )
tehat (4} =126 -féleképpen tehetjiik meg, az ASZAKKOR kiolvasdsdhoz pedig 5 jobbra és 2 lefe-

7
1¢ 1épés sziikséges, ere (ZJ = 21-féle lehet6ségiink van. Mivel az els6 téglalap barmelyik titvonalat

a masodik téglalap barmelyik tutvonalaval folytathatjuk, igy a lehetdségek szama Osszesen

9) (7
| |=126-21=2646.
G

Hany olyan legfeljebb 6tjegy(i szam van, amelynek minden jegye kiilonb6z6, és a szamjegyei bal-
1ol jobbra csokkend sorrendben kovetik egymast?

Megoldas:

Ha meghatarozzuk, hogy mely szamjegyek szerepeljenek egy ilyen szamban, azokat mar csak egy-
féle sorrendben (csdkkend sorrendben) irhatjuk egymas mellé. Elég tehat azt megnézniink, hanyfé-
leképpen valaszthatjuk ki a keresett szamokban szerepld szamjegyeket.

10
Ha a keresett szam 6tjegyi, akkor a 10 szdmjegybdl [ 5 ]—féleképpen valaszthatunk ki 5-6t, igy
ennyi Otjegyll szam felel meg a feltételnek (0-val nem kezdddhet szam, de a kivalasztott 5 szam-

10
jegy legnagyobbika biztosan nem 0). Hasonloképpen a keresett négyjegyii szamokbol [ 4 ), a ha-
. 10 . . (10 .
romjegyliekbol Nk a kétjegyliekbdl pedig ) darabot talalunk. Az egyjegyii szamok esetében

9
mar figyelniink kell arra, hogy a 0-t nem valaszthatjuk, igy ott [J lehetdséget kapunk.

. 10) (10 10) (10 9
Vagyis 0sszesen 5 + 4 + 3 + ) + 1 =252+210+120+45+9=636 szam felel meg

a feltételeknek.

Egy cukraszdaban 15-féle slitemény kaphatd, mindegyikbdl kell6en sok. Szeretnénk 10 db siite-
ményt venni ugy, hogy ne legyen mind csupa kiillonboz6é. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Megoldas:

Hagyjuk el6szor figyelmen kiviil azt a feltételt, hogy nem lehet mind a 10 siitemény kiilonbdzo.
Ekkor n=15 siiteménybdl kell k =10 darabot venniink ugy, hogy az ismétlédés megengedett, és
nem szamit a siitemények kivalasztasanak sorrendje. Ezt az ismétléses kombinacid képlete alapjan

n+k-1) (15+10-1) (24
= = -féleképpen tehetjiik meg.
k 10 10

6



15
Ebbdl le kell vonnunk a rossz eseteket, amikor 10 kiillonbozo siiteményt vettiink, ezt Kloj -féle

15

24
modon tehettiik meg. Tehat a lehetéségek szama (10] - (10

J =1961256 — 3003 =1958253.

Héanyféleképpen irhatjuk fel a 2015-6t néhany (egy vagy tobb) pozitiv egész szdm Gsszegeként, ha
az 0sszeadandok sorrendje is szamit?

1. megoldas:

Prébalkozzunk el6szor a 2015 helyett kisebb szamokkal. Az 1-et 1-féleképpen irhatjuk fel (1), a
2-t 2-féleképpen (2=1+1), a 3-at 4-féleképpen (3=1+2=2+1=1+1+1). Innen megsejthetjiik,

hogy az n pozitiv egész szam lehetséges felirisainak szama 2"*.

Sejtésiinket teljes indukcioval igazoljuk. Az allitas a fent latott modon igaz n=1, 2, 3-ra. Tegylik
fel most, hogy az allitas igaz valamilyen rogzitett k-ra, majd lassuk be k +1-re. Tudjuk tehat, hogy
a k pozitiv egész szamot 2*-féle 6sszegként irhatjuk fel, és ennek segitségével be szeretnénk lat-

ni, hogy a k +1 szamot 2*-féleképpen (vagyis kétszer annyi modon) irhatjuk fel.

Tekintsiik a k szadm Osszegként torténd felirasait. Minden ilyen felirasbol képezhetjiik a k +1 szam
két kiilonbozo felirasat: az egyiket ugy, hogy az utolsé Osszeadandot 1-gyel noveljiik, a masikat
pedig ugy, hogy még egy +1 tagot az Gsszeg végére irunk. (Példaul k =2 esetén a 2-bdl kapjuk
igy a 3 és a 2+1 felirasokat, mig az 1+1-bSl az 1+2 és az 1+1+1 felirasokat.) Igy a k szam
2% kiilonbozo felirdsabol a k +1 szam 2-2" =2 db felirasat kaptuk. Ezek mind kiilonbdzdek,
tovabba a k+1 szam tetszéleges felirasa el6all igy, hiszen az eljaras visszafelé is egyértelmil (a
k +1 szam egy adott felirasabol megkaphatjuk a k szam egy felirasat Gigy, hogy ha az utols6 6sz-
szeadando 1, akkor ezt elhagyjuk, ellenkezd esetben pedig 1-gyel csokkentjiik). Tehat a k+1

szamra 2° lehetséges felirast kaptunk, ezzel az indukcids 1épést belattuk.

Vagyis a 2015-6t 2" -féleképpen irhatjuk fel néhany pozitiv egész dsszegeként.

2. megoldas:

Tekintsiink egy 2015 cm hosszu szalagot, amely egész centiméterenként be van jelolve. A 2015
egy tetszéleges Osszegfelbontasat megkaphatjuk ugy, hogy ezt a szalagot bizonyos bejeloléseknél
elvagjuk, és a keletkez6 darabokat sorban megfeleltetjiik az egyes Osszeadandoknak. (Példaul a
2015=15+1900+100 felbontast uigy kapjuk, ha a szalagot balrdl szamitva 15 cm-nél és
1915 cm-nél elvagjuk.)

Mivel 2014 jeldlés van a szakaszon (1-t6l 2014-ig az egész centimétereknél), ezért 2014 helyen

donthetiink egymastol fiiggetleniil arrdl, hogy elvagjuk-e a szalagot. Ez mindeniitt 2 lehetdséget je-

lent, igy dsszesen 2-2-2-...-2 =2
%f_/

2014

-féleképpen irhatjuk fel a 2015-6t a vizsgalt modon.

Hany téglatest talalhato egy 3x4x5-6s kockaracsban?

Megoldas:

Helyezziik el a kockaracsot egy térbeli koordinatarendszerben ugy, hogy a racsegyenesek parhu-
zamosak legyenek a tengelyekkel, és a racs két atellenes sarka a (0; 0; 0), illetve a (3; 4; 5) pont
legyen.



Ha a keresett téglatestek barmelyikét levetitjiik az X, Y, zZ tengelyekre, akkor mindharom esetben
egy-egy olyan szakaszt kapunk, amelynek végpontjai egész szamok, mégpedig az X tengelyen 0 és
3 kozotti, az y tengelyen 0 és 4 kozotti, a z tengelyen 0 és 5 kozotti értékek. Megforditva, ha mind-
harom tengelyen felvesziink egy-egy ilyen szakaszt, akkor ezek egyértelmiien kijelolnek egy meg-
feleld téglatestet, amelynek vetiiletei éppen az adott szakaszok. (Ha a szakaszok végpontjaiban
mero6leges sikokat allitunk a koordinatatengelyekre, akkor e 6 sik éppen a megfeleld téglatestet ha-
tarolja.) Elegendd tehat azt meghataroznunk, hogy hanyféleképpen valaszthatjuk ki ezt a harom
szakaszt az egyes koordinatatengelyeken.

4
Az X tengelyen a 0, 1, 2, 3 szamok koziil kell kivalasztanunk a szakasz két végpontjat, ezt [ZJ -
féleképpen tehetjiik meg. Az y tengelyen a 0, 1, 2, 3, 4 szamok kdziil 5 -féleképpen, mig a z
tengelyen a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamok kdziil 5 -féleképpen valaszthatunk. A valasztasok egymastol

4) (5) (6
fiiggetlenek, igy O0sszesen (2] : (2] . [ZJ =6-10-15=900 téglatestet talalunk a kockaracsban.

Egy zsakban 10 kiilonb6z6 par cip6 talalhatd. Hanyféleképpen vihetiink magunkkal a zsakbol 6
darab cip6t tigy, hogy legyen kozottiik dsszetartozo par?

Megoldas:

A j6 esetek szamat megkaphatjuk ugy, ha az 0sszes eset szamabol kivonjuk a rossz esetek szamat
(ezt ,,0sszes — rossz” modszernek is nevezik). A zsakban 1év6 20 cipd koziil 6-ot 6sszesen [ZGOJ -
féleképpen vehetiink ki. Ezek koziil rossz esetnek szamit, ha nincsen 0sszetartozo par a kivett ci-
p6k kozott, vagyis mind a 6 cip6 kiilonb6zo parbol vald. Erre (160j -2° lehetéségiink van, hiszen ki

kell valasztanunk a 10 parbdl 6-ot, majd minden ilyen parbol a bal vagy a jobb cipét.

20 10
Tehat a kedvez6 esetek szama ( 6 ]—( 6 J . 2% =38760-13440 = 25320 .

20-18-16-14-12-1 . . .
Megjegyzés: a rossz esetek szamat a 0-18 66' 0 képlettel is megkaphatjuk (az els6 ki-

valasztott cipd 20-féle lehet, a masodik mar csak a fennmarad6 9 parbdl valamelyik, azaz 18-féle

stb., majd leosztunk a lehetséges sorrendek szamaval, hiszen a magunkkal vitel sordn nem szamit a
6 cip6 kivalasztasanak sorrendje).



7. Egy macska egy 10 szintes 1épcs6 legfelsé szintjérdl szeretne lejutni a talajra néhany ugrassal.
Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha

a)
b)

c)

egyszerre barmekkorat tud ugrani, de mindig csak lentebbi szintre?
egyszerre mindig csak 1, 2 vagy 3 szintet ugorhat lefelé?
egyszerre mindig csak 1 vagy 2 szintet ugorhat lefelé, de nem ugorhat ra az alulrél 4. 1épcsére?

Megoldas:

a)

b)

A macska az als6 9 szint mindegyikérél egymastol fiiggetleniil eldontheti, hogy raugrik-e vagy
sem. Ez szintenként 2-féle valasztast, dsszesen pedig 2° =512 -féle valasztasi lehetdséget je-
lent.

Megjegyzés: a feladat ugy is atfogalmazhatd, hogy a 10-et szeretnénk néhany (egy vagy tobb)
pozitiv egész szam Osszegeként felirni, ahol az osszeadandok sorrendje is szamit. Ekkor az
Osszeadandok az egyes ugrasok hosszat jeldlik, példaul a 10=3+6+1 felbontas azt jelenti,
hogy elészor 3-at, utana 6-ot, végiil pedig 1-et ugrik a macska. A korabban latott feladat alap-
jan ezt 2" =2° -féleképpen lehet megtenni.

Oldjuk meg a feladatot eldszor kisebb esetekre. Jeloljiik a, -nel azt az értéket, ahanyfélekép-
pen az alulrol n-edik 1épcs6rol lejuthat a talajra a macska (1<n <10, n egész szam). Nyilvan
a, =1, hiszen az 1. 1épcsorol 1 1t vezet a talajra. Tovabba a, =2 (vagy az 1. 1épcsén at jut le a
macska, vagy rogton a talajra ugrik), illetve a, =4 (az 1. és a 2. 1épcsé mindegyikére vagy ra-
ugrik, vagy nem). Idaig a lehetdségek megegyeznek az a) feladatrészben latottakkal. Azonban
a 4. 1épcsordl mar nem ugorhat kdzvetlen a talajra, innentdl tehat valtozik a megoldas. Ha a 4.
1épcséfokon all, akkor hdrom lehetségbdl valaszthat: a 3., a 2., vagy az 1. 1épcsore ugorhat.
Ezeket rendre a,, a,, illetve a, -féleképpen fejezheti be, azaz a, =a, +a, +a =4+2+1=7.
Ez az Osszefiiggés a kovetkez6 értékekre is teljesiil, azaz minden n>4 esetén
a,=a,_,+a, ,+a,,. lgy a=7+4+2=13, a,=13+7+4=24, a, =24+13+7=44,
a,=44+24+13=81, a,=81+44+24=149 ¢s a,=149+81+44=274. Tehat 6sszesen
274-féleképpen juthat le a macska.

Megjegyzés: Ha bevezetjilk az a, =1 és a , =0 értékeket, akkor a megadott rekurzid6 mar

n>2 esetén teljesiil.

Ha a b) rész mintdjara b, -nel jeloljiik az n-edik 1épcsordl valo lejutasok szamat, akkor b, =1,
b, =2, tovabba n>3 esetén b, =b, , +b, ,, de b, =0, hiszen a 4. 1épcséfokot nem érinthet-
juk. Ezek alapjan b, =1+2=3, b, =0, by=3+0=3 és b, =0+3=3. (b, =b, =b, azért is
nyilvanvald, mert az 5. 1épcséfokrol csak a 3. 1épcsdfokra, mig a 6. 1épcséfokrol csak az 5.
Iépcséfokra ugorhatunk.) Folytatva a sorozatot, b, =3+3=6, b, =6+3=9, by =9+6=15 és

b, =15+9=24. Tehat Osszesen 24-féleképpen juthat le a macska.

Masképpen: ha a 4. 1épcséfok kihagyasara vonatkozé feltételtdl eltekintenénk, akkor éppen a
Fibonacci-sorozat tagjait kapnank: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89. igy Osszesen 89 utvonal len-
ne, amelyekbdl ki kell vonnunk a rossz — tehat a 4. 1épcséfokot érinté — utak szamat. A 10.
1épcsofokrol a 4. lépesofokig 6 1épesot kell megtenni, tehat itt éppen annyi ut vezet, mint
amennyi a 6. 1épcs6fokrdl a talajra vezetne, vagyis az elébbi sorozat 6. tagja, ami a 13. A 4.
1épcséfokrdl a talajig 5 ut vezet, igy a 4. 1épcséfokot érinté utvonalak szama 13-5=65.
Vagyis a jo utvonalak szama 89 —65=24.



8.

10.

Legfeljebb hany pozitiv egész szamot adhatunk meg gy, hogy semelyik kettd Gsszege és kiilonb-
sége se legyen oszthato 2015-tel?

Megoldas:

Két szam kiilonbsége pontosan akkor oszthatd 2015-tel, ha ugyanannyi a 2015-6s maradékuk. Két
szam Osszege pedig pontosan akkor oszthato 2015-tel, ha vagy mindkét szam oszthaté 2015-tel,
vagy az egyik 2015-6s maradéka n, a masiké 2015—n (ahol 1<n<2014).

Készitstink 1008 db skatulyat a 2015-6s maradékok alapjan a kovetkezOképpen: egy skatulyaba
keriiljenek a 0 maradékot adé szamok, a kovetkezobe az 1 vagy 2014 maradékot adok, a kovetke-
z6be a 2 vagy 2013 maradékot adok, és igy tovabb — altalaban az n és a 2015—n maradékot ado
szamok keriilnek azonos skatulyaba —, végiil az utolsoba az 1007 vagy 1008 maradékot adok. Ek-
kor pontosan abban az esetben lesz két szam Osszege vagy kiilonbsége 2015-tel oszthatd, ha ezek
ugyanabba a skatulyéaba keriilnek.

Az eddigiek alapjan 1008-nal tobb szamot biztosan nem tudunk megadni, hiszen ekkor a skatulya-
elv miatt valamelyik skatulydba egynél tobb szdm keriilne. 1008 szamot viszont meg tudunk adni
ugy, hogy mindegyik kiilonb6z6 skatulyaba keriiljon, példaul az 1, 2, 3, ..., 1007, 2015 szamok
teljesitik ezt a feltételt.

Tehat legfeljebb 1008 szamot adhatunk meg a kivant modon.
Hany olyan hatjegyii szam van, amelyben a szamjegyek szorzata paros?

Megoldas:

A szdmjegyek szorzata akkor paros, ha szerepel a szamban paros szdmjegy. Egyszeriibb a rossz
eseteket Osszeszamolnunk: a szamjegyek szorzata akkor paratlan, ha minden szdmjegy paratlan.
Mivel 5 paratlan szamjegy van, ezért 5° ilyen hatjegyii szam képezhetd. A hatjegyti szamok szama

9-10°, igy az ,,0sszes — rossz” modszert alkalmazva 9-10° —5° = 900000 —15625 = 884375 olyan
hatjegyli szam van, amelyben paros a szamjegyek szorzata.

Felvettiink harom parhuzamos sikon rendre 8, 9 és 10 pontot. Legfeljebb hany tetraédert hataroz-
hatnak meg ezek a pontok?

Megoldas:

A tér négy kiilonb6z6 pontja mindig tetraédert hatdroz meg, kivéve ha mind a négy pont egy sikba
esik, vagy ha valamelyik harom pont egy egyenesre esik. A lehetd legtobb tetraédert tehat akkor
kapjuk, ha semelyik harom pont nem esik egy egyenesre, €s a megadott harom parhuzamos sikon
kiviil nincs masik olyan sik, amelyre haromnal t6bb esne a pontok koziil. (A pontok megfeleld ki-
valasztasaval ezek a feltételek elérhetok.)

27
A megadott 8+9+10=27 pont koziil [ 4 J -féleképpen valaszthatunk ki négyet. Ezek koziil biz-

tosan rosszak azok a valasztasok, amikor mind a négy pont ugyanarra a sikra (az eredetileg meg-

8 9 10
adott harom parhuzamos sik valamelyikére) esik, ez [4] + [4J +( 4 ] lehetbség.

. 27 8 9 10
Tehat a pontok legfeljebb R R =17550—(70+126 + 210) =17144 tetraédert

10



11.

12.

hatarozhatnak meg.
Hany olyan 6tjegyli szam van, amely 16-ra végzddik és 3-mal oszthatd?
Megoldas:

Keressiik a kérdéses szamokat abcl6 alakban, ahol a, b és ¢ egyjegyti szamok, tovabba a nem le-
het 0. A 3-mal oszthatosag feltétele, hogy a+b+c+1+6 oszthatod legyen 3-mal. Valasszuk meg b
és C értekét tetsz6legesen (ez 10-10=100) lehetdség, majd minden ilyen esetben vizsgaljuk meg a
b+c+1+6 Osszeg 3-as maradékat. Ha ez 0, akkor a értéke 3, 6 vagy 9 lehet. Ha a maradék 1, ak-
kor a értéke 2, 5 vagy 8 lehet. Ha pedig a maradék 2, akkor a értéke 1, 4 vagy 7 lehet. Tehat min-
den esetben 3-féle értéket vehet fel a, igy dsszesen 3-100 =300 megfeleld 6tjegyti szam létezik.

Egy 52 lapos franciakartya-csomagot szétosztunk 4 jatékos kozott. Hany olyan leosztds van,
amelyben minden jatékosnak jut legalabb egy treff? (A francia kartyaban 4-féle szini lap talalhato,
amely szinek egyike a treff, és minden szinbdl 13 lap fordul eld.)

Megoldas:

Alljon a H alaphalmaz a kartyacsomag 4 jatékos kozotti Gsszes lehetséges szétosztasabol, tovabba
legyenek ennek A, A,, A,, A, részhalmazai azon szétosztasok, amelyekben az 1., 2., 3., illetve 4.

jatékosnak nem jut treff. Feladatunk ekkor |H \(AUA UA U A4)| meghatdrozéasa, amelyre a
szita-moédszert fogjuk alkalmazni.

Tudjuk, hogy |H | =4°  hiszen mind az 52 lapot egymastol fiiggetleniil a 4 jatékos barmelyikének
adhatjuk. Azt is tudjuk, hogy |A|=|A,|=|A;|=|A,|=3" 4%, mert ezen szétosztasok esetében a 13

treffet mindig csak 3 jatékos valamelyike kaphatja (példaul A esetében csak a 2., 3. vagy 4. jaté-
kos), a fennmarado6 39 lapot pedig a 4 jatékos barmelyike.

|ANA|=|ANA|=|ANA|=|A NAl=|ANA|=|A NA|=2"-4% hiszen ekkor a 13 treffet
csak 2 jatékos valamelyike kaphatja (példaul A N A, esetében csak a 3. vagy 4. jatékos), a fenn-
maradé 39 lapot pedig tovabbra is barki.

IANANA[=|[ANANA|=|ANANA|=|A NANA|=1°-4" hiszen ekkor a 13 treffet
mindig csak egy jatékos kaphatja (példaul A N A, N A, esetében csak a 4. jatékos), a fennmarado
39 lapot pedig tovabbra is barki.

Végiil |A nA, nA N A|=0, hiszen ekkor egyik jatékos sem kaphatna treffet, ilyen szétosztas

pedig nyilvanvaléan nem létezik.

A szita-modszer szerint |H \(A UA UAUA, )| =

=|H|—(|Al|+...)+(|A1mA2|+...)—(|AlmA2mA3|+...)+|AlmAzmA3mA4|,

ahol a ... rendre az 0sszes ugyanannyi halmazbol all6 metszet felsorolasat jelenti. A korabbi sza-
mitasokat behelyettesitve a keresett mennyiség 4% —4-3°.4%16.2°.4% -4.1°.4%® + 0=

=4% -(413 -4.3%46-2" - 4) , tehat ennyi a megfeleld leosztasok szama. (A végeredmény kozeli-

t6 értéke 1,837-10%" )
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13.

Megjegyzés: Egy jonak tiinG, amde hibas gondolatmenet a kdvetkez6: adjunk elészor minden ja-
tékosnak egy-egy treffet (ezt 13-12-11-10-féleképpen tehetjilk meg), majd a fennmarad6 lapokat

osszuk szét tetszélegesen (erre 4% lehetéségiink van). A végeredmény tehat 13-12-11-10-4% . Ez

a megoldas nyilvanvaléan rossz, hiszen a treffre vonatkozo feltétel nélkiil is csak 4> -féleképpen
oszthatok szét a lapok, am a kapott végeredmény ennél nagyobb. (A hibat ott kovettiik el, hogy ha
egy jatékos tobb treffet is kap, ezeket az eseteket tobbszor szamoltuk meg aszerint, hogy melyik
treffet kapta elsének, és melyeket késébb.)

10 ember szinhazba ment, ahol mindegyikiik leadta a kabatjat a ruhatarba (a kabatok mind kiilon-
bozdek). A szdrakozott ruhataros dsszecserélte a kiadott sorszamokat, és az el6adas végén ugy ad-
ta vissza a kabatokat (minden embernek egyet-egyet), hogy senki sem a sajat kabatjat kapta vissza.
Hanyféle kiilonb6z6 modon kaphattak vissza a kabatokat? (A visszaadas sorrendje nem szamit.)

Megoldas:
Alljon a H alaphalmaz a 10 kabat 10 ember kozotti Gsszes lehetséges szétosztasabol, tovabba le-
gyenek ennek A, A,, ..., A, részhalmazai azon szétosztasok, amelyekben az 1., 2., ..., illetve 10.

ember a sajat kabatjat kapja vissza. Feladatunk ekkor |H \(A_L UA U.LUA, )| meghatarozasa,

amelyre az el6z6 feladatban is latott szita-modszert fogjuk alkalmazni.

Tudjuk, hogy |H| =10!, tovabba |A | =9! (ahol 1<i<10), hiszen ha az i-edik ember a sajat kabat-
jat kapja, akkor a fennmarado 9 kabatot a tobbi 9 ember kozott 9!-féleképpen lehet kiosztani. Ha-

sonloképpen |A N A, | =8! (ahol 1<i, j<10 és i=# j), illetve barmely k részhalmaz metszetének

10
elemszama (10— k)! (ahol 1<k <10). Mivel k részhalmazt { ‘ j-féleképpen lehet kivalasztani,

igy a szita-formulat felirva a keresett lehetdségek szama a kovetkezo:

oS S o) 2 S 3

(ahol 0!'=1 alapjan az utolso tag jel6li a 10 halmaz kozos metszetét, vagyis azt az 1 lehetéséget,
amikor mindenki a sajat kabatjat kapja vissza).

10 ]
Felhasznélva a [ ) j-(lO —k)l=———-(10-k)!= lkil Osszefiiggést, az el6z8 eredmény fel-

irhat6 10} 1.1 + 1.1 + 1.1 + 1.1 + 11 + 1 alakban is, amelynek pontos értéke
or 21 31 41 51 6 71 8 9 10!
1334961. (A zarojelben allo Osszeg értéke egyébként azt mutatja meg, hogy a 10! Gsszes esetnek

hanyadrésze megfelel6 szamunkra.) Tehat 1334961-féleképpen kaphattak vissza a kabatokat.

Megjegyzés: Felsobb matematikai modszerekkel belathato, hogy ha n értékét noveljik, akkor az
1 1 1 1 1

TR + PTI + = kifejezés értéke —~ 0,369 -hez tart, tehat nagy n-ekre az dsszes lehetséges ki-
: : : n: e

osztas kb. 36,9%-aban senki nem a sajat kabatjat kapja vissza.
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14. Nyolc ember sorban all a mozi jegypénztaraban. A jegy 1000 Ft-ba keriil, a kasszaban kezdetben
nincsen valtopénz. Négy ember 1000 Ft-ossal, négy ember 2000 Ft-ossal fizet — ez utobbiaknak
csak akkor tud a pénztaros visszaadni, ha kelld szamu 1000 Ft-ossal fizettek mar. Hanyféle sor-
rendben vehetnek jegyet az emberek gy, hogy mindenki tudjon fizetni? (Az embereket nem kii-
16nboztetjitk meg.)

1. megoldas:

Jel6ljiik az 1000 Ft-ossal fizetd embereket 1-essel, a 2000 Ft-ossal fizet6ket 2-essel. Ekkor minden
jegyvasarlasi sorrend leirhaté az 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2 szdmok valamely sorrendjével. Ezeket kozvet-
leniil egymas mellé fogjuk irni, példaul 11112222 jeloli azt a — nyilvanvaloan helyes — sorrendet,
amikor el4szor jottek négyen 1000 Ft-ossal, majd utanuk négyen 2000 Ft-ossal.

Vegylik észre, hogy a pénztaros pontosan akkor nem tud visszaadni egy 2000 Ft-osbol, ha a sor
elejétol nézve — az éppen 2000 Ft-ossal fizetd embert is beleszamitva — tobben fizettek 2000 Ft-
ossal, mint 1000 Ft-ossal. (Hiszen minden 2000 Ft-ossal fizetdnek vissza kell adni egy 1000 Ft-
ost.) Példaul az 11212221 sorrend esetén az alahtizassal jelolt helyen nem lehetséges a visszaadas,
hiszen amikor az illeté 2000 Ft-ossal fizet, mar nincs 1000 Ft-os a kasszaban.

Atfogalmazva, egy sorrend pontosan akkor helyes, ha barmelyik tagjanal megallva, odaig (vagyis
egy kezddszeletben) legfeljebb annyi 2-es fordul eld, mint 1-es. (Ebbdl mar az is kovetkezik, hogy
a sor biztosan 1-essel kezdddik. S6t, a sor biztosan 2-esre végzddik, hiszen ha 1-esre végzddne,
akkor az els6 hét tagja kozott harom 1-es és négy 2-es lenne, ami nem helyes.)

A helyes sorrendeket meghatarozhatjuk egyesével felirva, példaul ,,n6vekvo” csoportositas szerint
(vagyis gy, hogy ha minden sorrendet egy-egy nyolcjegyti szamként tekintiink, akkor ezek a sza-
mok névekvé sorban kovessék egymast). Ezek pedig a kdvetkezok (a megoldasokat aszerint tagol-
tuk, hogy hany darab 1-es talalhato a szam elején):

11112222 11211222 12111222

11212122 12112122
11121222 11212212 12112212
11122122 11221122 12121122
11122212 11221212 12121212

Osszesen 14 megfeleld szamot talaltunk, tehat 14-féle sorrendben vehetnek jegyet az emberek.

2. megoldas:

Helyezziik a feladatot a derékszogli koordinatarendszerbe, mégpedig a kovetkezoképpen: minden
egyes sorrend esetén induljunk az origdbodl, tovabba 1000 Ft-ossal fizeté ember esetén 1épjiink
egyet jobbra, 2000 Ft-ossal fizeté ember esetén pedig 1épjiink egyet felfelé. Ekkor a sor végére a

(4; 4) pontba kell eljutnunk, és amikor utunk soran az (X; y) pontban jarunk, ez azt jelenti, hogy

az addigi sorban x ember fizetett 1000 Ft-ossal, y ember pedig 2000 Ft-ossal. Az el6z6 megoldas-
bol tudjuk, hogy minden egyes pillanatban teljesiilnie kell az y <x feltételnek. Mivel a 1épéseket

csak racspontokban vizsgaljuk, feladatunkat igy is megfogalmazhatjuk: a (0; O)-b(’)l el kell jut-
nunk a (4; 4)-be egységnyi jobbra és felfelé 1épésekkel gy, hogy kdzben nem érinthetjiik az

y =X+1 egyenest (nevezziik ezt tiltott egyenesnek). A kovetkez6 abra az 12112122 1épéssorozat-

nak megfeleld Gitvonalat és a tiltott egyenest szemlélteti.
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Hény ilyen utvonal létezik? Ezt az ,,0sszes — rossz” modszerrel szamoljuk ki. Ha a tiltott egyenest
nem kellene figyelembe venniink (vagyis a kasszaban lenne elegend6 valtopénz), akkor tetszélege-
sen Iéphetnénk jobbra és felfelé (vagyis az emberek tetszoleges sorrendben érkezhetnének), igy 4

4+4 8
jobbra és 4 felfelé 1épést dsszesen [ A jz (4) =70 -féleképpen tehetnénk meg. Ebbdl kell ki-

vonnunk a rossz eseteket, vagyis az olyan utvonalakat, amelyek soran érintjiik a tiltott egyenest
(nevezziik ezeket rossz utvonalaknak).

Ezek 6sszeszamlalasara alkalmazhatjuk a kovetkezo Otletet: barmely rossz Gtvonal esetén tekint-
siik az elsd olyan pillanatot, amikor ralépiink a tiltott egyenesre. Az origo6tdl idaig terjedd ttsza-
kaszt tiikkrozziik tengelyesen a tiltott egyenesre (emiatt tiikr6zési elvnek is hivjak ezt a modszert),
az Ut tovabbi részét pedig hagyjuk valtozatlanul. A kovetkezo abran a folytonos zold vonallal jelolt
utszakaszt tiikkroztiik, a tiikorképet szaggatott zold vonallal jeloltiik:

54

-

Mivel az origd tiikkorképe a (—1; 1) pont, igy a tiikrozott Gtvonal, valamint az eredeti utvonal foly-
tatdsa egyiittesen egy (—1;1)-bdl (4; 4)-be vezetd utvonalat ad. Ugyanigy minden origobol indul6
rossz Utvonalnak megfeleltethetd egy olyan Gtvonal, amely a (—1;1)-bél a (4; 4)-be vezet. Meg-

forditva, minden (—1; 1) -bol (4; 4) -be vezetd utvonalnak is megfeleltethetd egy origobol indulod
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rossz Utvonal, hiszen a (—1;1)-bél a (4; 4)-be csak ugy juthatunk el, hogy legalabb egyszer érint-
jiik a tiltott egyenest — ha pedig az els6 érintési pontig terjedd ttszakaszt tiikkrozziik a tiltott egye-
nesre, akkor éppen az origobol induld rossz utvonalat kapjuk.

Igy a rossz utvonalak kélcsondsen egyértelmilen megfeleltetheték a (—1;1)-b8l (4; 4)-be vezetd

utvonalaknak. Ez utdbbiakat pedig konnyen Osszeszdmolhatjuk: dsszesen 5-szor kell jobbra 1ép-

. 5+3 8
niink, 3-szor felfelé, igy az Gitvonalak szdma 3 = g =56.

Mivel 6sszesen 70 Gtvonal van, amelyek koziil 56 rossz, igy a jo ttvonalak — vagyis a nyolc ember
helyes sorrendjeinek — szama 70-56=14.

Megjegyzés: Ez utobbi megoldas konnyen altalanosithato arra az esetre, ha n ember fizet 1000 Ft-
ossal és n ember 2000 Ft-ossal (n pozitiv egész). Jeloljiik a helyes sorrendek szamat a, -nel. Ekkor

, ] 2n , ] _ 2n . .,
az Osszes utvonal szdma o |- arossz tvonalaké pedig 1~ hiszen a (—1;1)-bél az (n; n)

pontba haladva Osszesen n+1-szer kell jobbra 1épni, felfelé pedig n—1-szer, igy a rossz utak

n+l1+n-1 2n . 2n 2n .
szama = . Vagyis a helyes sorrendek szama a, = - . Algebrai at-
n-1 n-1 n n-1
ny 1 .
alakitassal ez az eredmény a, =[ . J_l alakra is hozhato.
n+

a) Hanyféle sorrendben szamithatjuk ki a 2-3-4-5-6-7 szorzat értékét, ha egy 1épésben mindig
csak két szomszédos szamot szorozhatunk 6ssze? (Egy lehetséges sorrend példaul, aldhuzassal je-
16lve a 1épéseket: 2-3-4-5-6-7=2-3-20-6-7=2-60-6-7=2-60-42 =120-42 =5040.)

b) Hanyféle sorrendben szamithatjuk ki a 2-3-4-5-6-7 szorzat értékét, ha egy 1épésben mindig
két tetszOleges szamot szorozhatunk 6ssze? (Egy lehetséges sorrend példaul, alahtzassal jelolve a
lépéseket: 2-3-4-5-6-7=2-18-4-5-7=10-18-4-7=180-4-7 =180- 28 =5040.)

c¢) Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 zarojelpart a 2-3-4-5-6-7 szorzatban gy, hogy a miivele-

tek elvégzésekor mindig egy zardjelen beliili két tényezdt kell 6sszeszoroznunk? (Az a) feladatban
szerepld 2-3-4-5-6-7=2-3-20-6-7=2-60-6-7=2-60-42 =120-42 =5040 miiveletsort példaul

a ((2(3(45)))(67)) zardjelezéssel irhatjuk le.)

Megoldas:

a) A szorzat kezdetben hattényezos, azaz 5 szorzasjel (vagyis 5 egymas melleti szdmpar) talalhato
benne. Ezek koziil barmelyiket valaszthatjuk els6 1€pésben. Az els6 szorzas elvégzése utan ot té-
nyez06 marad, 4 szorzasjellel, amelyek koziil barmelyikkel folytathatjuk, és igy tovabb. A lehetosé-
gek szama tehat 5!=120.

b) A szorzat kezdetben hattényezds, azaz 6 szam koziil valaszthatjuk ki azt a kett6t, amelyeket eld-

6
szOr 0sszeszorzunk. Erre [2 =15 lehetdségiink van. Az els6é szorzas elvégzése utan o6t tényezo

5
marad, tehat 5 szam koziil valaszthatjuk ki a két 0sszeszorzandot, ezt [ZJ =10 -féleképpen tehet-
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. ) 6)(5)(4)(3)(2) 6.52.42.32.2
jik meg. Ezt folytatva, a lehetdségek szama T AT AT AT =1350.

c) Eldszor is vegylik észre, hogy ez a kérdés kiilonbozik az a)-ban szerepld kérdéstdl. Ugyanis bar
az a) feladat minden egyes sorrendje kijeldl egy zardjelezést, ezek nem feltétlentil mind kiilonbo-
z0k. (Megforditva, ha adott egy zarodjelezés, akkor lehet, hogy az alapjan akar tobbféle sorrendben
is elvégezhetd a szorzas.) Egy kisebb példan szemléltetve, a 2-3-4-5 szorzat esetében a
2-3:4.5=6-4-5=6-20=120¢sa 2-3-4-5=2-3-20=6-20 =120 sorrend egyarant ugyanahhoz a
((2 -3)-(4- 5)) zardjelezéshez vezet. Tehat a c) kérdésre adandé valasz kisebb, mint az a) kérdés-

ben szerepld 120 lehetdség.

Vizsgaljuk meg a feladatot kisebb esetekre! Jeloljik b, -nel azt az értéket, ahanyféleképpen egy n-

tényezds szorzatban n—1 zardjelpar elhelyezhetd. Ekkor a feladatunk b, meghatarozasa.

Egy 1-tényezOs szorzat 1-féleképp zardjelezheté (igy, hogy nem tesziink bele zardjelet), igy

b =1.

Egy 2-tényezés szorzat is 1-féleképp zérdjelezhets: (2-3), igy b, =1.

Egy 3-tényezds szorzat 2-féleképp zarojelezhetd: ((2-3)-4) és (2-(3-4)), igy b, =2.

Egy 4-tényezés szorzat 5-féleképp zérojelezhetd: (((2-3)-4)-5), ((2.(3.4)).5), ((2-3)-(4-5)),
(2:((3-4)-5)) és (2-(3-(45))), igy b, =5.

Megfigyelhetjiik, hogy a legkiils6 zardjelpar mindig a miiveletsor legelején és legvégén all (hiszen
az utolso szorzas elvégzésekor mar csak két tényez0 szerepel, és ez a zardjelpar ezeket hatarolja).
Probaljuk meg a 4-tényez0s szorzat zardjelezéseit visszavezetni a korabbi esetekre! Csoportositsuk
az eseteket aszerint, hogy melyik szorzast végezziik el legutoljara! A kovetkezOkben vastagitassal
jeloljiik az utoljara elvégzett szorzas jelét, és ennek helye szerint tagoljuk oszlopokra az eseteket:

(2¢((34)5) ) ((2:3) e (4:5) ) (((23)-4) o5 )
(2¢(3:(4:5) ) ((2:(3-4) *5)

Vegyiik észre, hogy ha az utolso szorzasjel a 2 és a 3 kozotti, akkor ennek elvégzése elott egy 1-
tényezos (2) és egy 3-tényez0s (3-4-5) szorzatot kell egymastol fiiggetleniil zarojelezniink. Ha az
utolso szorzasjel a 3 és a 4 kozotti, akkor ennek elvégzése elott egy 2-tényezds (2-3) és egy masik
2-tényezos (4-5) szorzatot kell egymastol fiiggetleniil zarojelezniink. Ha pedig az utolsé szorzas-
jel a 4 és az 5 kozotti, akkor ennek elvégzése eldtt egy 3-tényezds (2-3-4) és egy 1-tényezos (5)
szorzatot kell egymastél fiiggetleniil zaréjelezniink. fgy a b, =b, -b, +b,-b, +b, -b, Osszefiiggést
kapjuk, vagyis 5=1-2+1-1+2-1. Tehat a 4-tényezds szorzat zardjelezhetdségeinek szama meg-
kaphato ugy, ha a 4-et felbontjuk két pozitiv egész szam Osszegére az Osszes lehetséges modon
(1+3, 2+2, 3+1), majd az osszegekben szerepld sorszamu b, értékeket paronként dsszeszoroz-

zuk, és e szorzatokat Osszeadjuk.

Ugyanez a gondolatmenet tovabbvihet6 a b, sorozat kovetkez6 néhany tagjanak meghatarozasara:

b,=b-b,+b,-b,+b,-b, +b,-b =1.-5+1.2+2-1+5-1=14
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16.

b, =b -b,+b,-b, +b,-b, +b, -b, +b,-b, =1-14+1.5+2-2+5-1+14-1=42
Tehat a feladatban szerepl6 6-tényez0s 2-3-4-5-6-7 szorzatban 42-féleképpen helyezhetiink el 5
zardjelpart.
Megjegyzés: Eszrevehetjikk, hogy példaul b, =14 megegyezik az el6z6 feladatban szereplé
a, =14 értékkel. Igazolhato, hogy (&, =1 bevezetésével) minden természetes N szamra teljesiil az

a, =b,,, Osszefiiggés, azaz egy n+1-tényezds szorzatban ugyanannyiféleképpen helyezhetiink el

n zardjelpart, mint ahanyféleképp 2n ember n db 1000 Ft-ossal és n db 2000 Ft-ossal fizethet az
elozd feladat feltételeinek megfeleléen. fgy a mostani feladatban rekurziv médon meghatarozott
b,=b-b,,+b,-b, ,+...+b, ,-b, +b, ,-b sorozatra is adhato explicit képlet: b, =a, ,, vagyis

" n-1 n-2
ugynevezett Catalan-szamok (Eugéne Charles Catalan XIX. szazadi belga matematikusrél elne-
vezve). Az els6 néhany Catalan-szam: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429.

2n-2 2n—2
b =( J—( j E sorozat tagjai (mind explicit, mind rekurziv formaban megadva) az

Hanyféleképpen lehet egy konvex hatszdget egymast nem metsz6 atloival haromszogekre bontani?

1. megoldas:

A hatszog haromszdgekre bontasahoz 3 4tlot kell behtiznunk. Esetszétvalasztassal kapjuk, hogy
ezek lényegében haromféleképpen helyezkedhetnek el:

— egy csucsbdl kiindulo harom atlo:

4 S

— harom egymashoz csatlakozé atlo:

\ J \ / \ v \ N/ Wi / ¢ /

— héarom atl6, amelyek egy haromszdget alkotnak:

Ez 6sszesen 6+6+2=14 eset, tehat 14-féleképpen bonthaté haromszégekre egy hatszog.
2. megoldas:

Vizsgaljuk meg a kérdést kisebb oldalszamu sokszogekre! Jeldljiik ¢, -nel azt az értéket, ahanyfé-
leképpen egy konvex n-szog (n>3) egymast nem metsz6 atloival haromszogekre bonthatd. Nyil-
van c; =1, hiszen egy haromszoget nem kell tovabb bontani, igy az 1-féleképpen bonthaté harom-

szogekre.
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Cc, =2, hiszen a négyszdg 2-féleképpen bonthatd haromszogekre:

C, =5, hiszen az 6tszog 5-féleképpen bonthaté haromszogekre:

Az el6z6 megoldasban mar lattuk, hogy c, =14, ezt azonban a kdzvetlen Osszeszdmlalas helyett
megprobaljuk most a kisebb esetekre visszavezetni. Rogzitsiik a hatszog egy tetsz6leges oldalat
(az abrankon vastagitassal jeldljiik), és alkalmazzunk esetszétvalasztast aszerint, hogy ez az oldal
melyik haromszdgnek lesz része:

Az elsO esetben a berajzolt haromszdg mellett még egy 6tszoget kell haromszdgekre bontanunk,
ezt tehat c, -féleképpen tudjuk folytatni. A masodik esetben egy haromszoget és egy négyszoget
kell egymastol fliggetleniil haromszdgekre bontanunk, itt tehat c, -c, a lehetséges folytatasok sza-
ma. A harmadik esetben hasonldéan egy négyszoget és egy haromszoget kapunk, a folytatasok
szama C, -C,. Végiil a negyedik esetben ujra egy 6tszoget kapunk, amelyet c. -féleképpen tudunk
befejezni.

A kozépso két esetben a behuzott haromszog két oldalan egy-egy sokszog (haromszog és négy-
sz0g) keletkezett. Az elsd és az utolso esetet is atfogalmazhatjuk igy: ekkor a haromszog egyik ol-
dalan ugyan nem keletkezett sokszdg, azonban ha ezt a részt egy elfajuld sokszognek (kétszognek)
tekintenénk, €s bevezetnénk a ¢, =1 jeldlést (vagyis 1 esetnek tekintenénk e kétszog felbontasat
is), akkor a korabbro6l mar ismerds ¢, =cC, -C. +C;-C, +C, -C; +C. - C, Osszefliggést kapnank, ahon-

nan ¢, =1-5+1-2+2-1+5-1=14 adodik.

Megjegyzés: A most rekurzivan definialt ¢, =c,-c, , +¢C;-C, , +...+C, ,-C;+C,, -C, sorozatrol
belathato, hogy az megegyezik az el6z6 két feladatban megjelend Catalan-szdmokkal, mégpedig
c,=b,,=a,, (példaul 14=c,=b. =4a,).

Esetleges zardjelek elhelyezésével hanyféle eredménye lehet a 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
kifejezésnek?

Megoldas:

El6szor megmutatjuk hogy az esetlegesen elhelyezett zardjelek felbontasaval (és elhagyasaval) a
kifejezés 10-9+8+7+6+5+4+3+2+1 alaktra hozhatd, s6t, minden ilyen alaki miiveletsor
eléallithato az eredeti kifejezésbdl megfeleld zardjelezéssel. Ehhez elég azt megfigyelniink, hogy
tetszoleges zardjel elhagyasakor a zargjel el6tti — eldjel megforditja a zarojelben szerepld eldjele-
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ket, példaul 10-(9-8-7)=10-9+8+7 vagy 8—(7+6-5)=8-7—-6+5. Tehat ha kiviilrol
befelé haladva egyesével elhagyjuk a zarojeleket, akkor minden ilyen esetben felcserélédnek a +
és — eldjelek a zarojeles részben. Mivel az elsé zarojelet leghamarabb a 9-es elé tehetjiik ki (a 10
elé nem érdemes, hiszen ez nem valtoztat a végeredményen), ezért a 9 eldjele biztosan negativ ma-
rad, leghamarabb a 8 eldjelét, legkésobb pedig az 1 eldjelét tudjuk megvaltoztatni.

Most megmutatjuk, hogy a 10-9+8+7+6+5+4+3+2+1 kifejezésben barhogyan is valasztjuk
meg az eldjeleket, az igy kapott miiveletsor eldallithat6 az eredetibdl megfeleld zardjelezéssel. En-
nek egyik lehetséges modja, hogy balrdl jobbra megvizsgaljuk az eldjeleket, és ahol eléjelvaltas
torténik (+ utdn — kovetkezik vagy forditva), ott elkezdiink egy zardjelet (az eldjelvaltas elétt),
amelyet a kdvetkezo eldjelvaltas elott bezarunk. Példaul a 10-9+8+7+6—-5—4+3+2 -1 esetet
a 10—-(9-8-7-6)-5-(4—-3-2)—1 zardjelezéssel kaphatjuk. (Ugyanezt mas zardjelezéssel is
eléallithatnank.)

Tehat feladatunk a 10-9+8+7+6+£5+4+3+2+1 Ichetséges eredményeinek vizsgalatara egy-
szer(isodott. A kifejezés értékének minimuma 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=10-45=-35,
maximuma 10—-9+8+7+6+5+4+3+2+1=1+36=37. Vegyliik észre, hogy a kifejezés érté-
kének paritasa allando (jelen esetben mindig paratlan), hiszen ha egy tetszleges +a helyett —a -t
irunk, akkor az 0sszeg 2a -val, azaz paros szammal csokkent (a forditott esetben pedig ugyaneny-
nyivel nott).

Megmutatjuk, hogy a kifejezés minden —35 és 37 kozotti paratlan értéket felvehet. Ezt tigy igazol-
juk, hogy a 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=-35 kifejezésben néhany — eldjelet +-ra cseréliink
ugy, hogy ezaltal 2-vel, 4-gyel, 6-tal, ..., 72-vel noveljiik a végeredményt. Ha 2n -nel szeretnénk
ndvelni a végeredményt, akkor ehhez 6sszesen n-et kell adni azon (1 és 8 kozotti) szamok Ossze-
gének, amelyek eldjelét modositottuk (ahol 1<n<36). Az 1 és 36 kozotti egész szamok pedig
mind eléallithatok az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamok koéziil néhany 6sszegeként, példaul ugy, hogy a
kivant 6sszegbdl mindig levonjuk a lehetséges legnagyobb szamot, amelyik még rendelkezésiinkre
all (a 19 esetében példaul 19-8=11,11-7=4 és 4—4=0, tehat 8+7+4=19).

Mivel 37=-35+72=-35+36-2, ezért Gsszesen 37 paratlan szam talalhatd6 —35 és 37 k6z6tt (a
hatarokat is beleértve). Vagyis 0sszesen 37-féle eredménye lehet a kérdéses kifejezésnek.

0

2 2 2 2
n n n n
. Hatarozzuk meg( ] +( ] -I—[ J +...+( ] értékét zart alakban.
n

1 2

Megoldas:
n n .
Az ( j = [ kj Osszefiiggest felhasznalva a kifejezés a kovetkezo alakra hozhato:
n —

BINEHIBAR MR HIY

Tekintsiink egy zsakban n piros és n kék golyot (az azonos szinli golydkat megkiilonboztetjiik
egymastol). Ha szeretnénk e 2n golyobol Osszesen n darabot kivalasztani, ezt egyrészt nyilvan

2n
( ] -féle modon tehetjiik meg. Masrészt a valasztasokat csoportosithatjuk aszerint is, hogy me-
n

lyik szinti golyobol hany darabot valasztottunk. Ha pirosbdl 0, kékbdl n darabot valasztottunk, ezt
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n n
(Oj-(nj-féleképpen tehettiik meg. Ha pirosbol 1, kékbdl n—1 darabot valasztottunk, akkor erre

n n
(J-(n J lehetdségiink volt, és igy tovabb, i piros és n—i kék golyo esetén a lehetséges va-

n n
lasztasok szama éppen [ j( .
i

) , ahol 0<i<n. Ezek éppen a vizsgalt 6sszegben szerepld ta-
n—i

gok.

Mivel ugyanazt a mennyiséget kétféleképpen is meghataroztuk (a modszert kettds leszamlalasnak

2n
is nevezik), ezért a két eredmény sziikségképpen egyenld, igy a kérdéses kifejezés értéke [ . J .

Az {1; 2.3 4;...; 2015} halmazbdl szeretnénk kivalasztani Annanak egy A és Beanak egy B nem

tires részhalmazt ugy, hogy ezeknek ne legyen kozos eleme. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

1. megoldas:

Ha Annanak egy n-elemti részhalmazt valasztunk (ahol 1<n<2014), akkor Bea részhalmazaba a

2015
fennmaradé 2015—n szam koziil valaszthatunk. Mivel 2015 elem koziil n-et ( N ]—féleképpen

vélaszthatunk, tovabbd egy k-elemii halmaznak 2 —1 nem iires részhalmaza van, ezért a lehetdsé-
gek szama felirhato a kovetkezOképpen:

(20115] (220 —1)+ (20215j (270 1) 4 (2(:15) (22957~ 1) 4t [;gij} (2t-1)

EDbbd] atalakitas utan kapjuk a kovetkezo kifejezést:

2015 Jaota 2015 Jors, 2015 - 2015 . 2015 .. 2015
1 2 | 2014 1 2 Tl 2014

) 2015) (2015 2015 S0t o )
Tudjuk, hogy 0 + 1 4+t 2015 =277 (az egyenl6ség mindkét oldalan egy 2015-

elemil halmaz részhalmazait szamoljuk 6ssze, a bal oldalon elemszam szerinti bontasban). Azt is
tudjuk, hogy a binomialis tétel alapjan:

32015 _ (2 +1)2015 _ (2%15J . 22015 ‘10 n [20115] . 22014 '11 + E20215]' 22013 ‘12 T+ [;812] . 20 .12015

E két 0sszefiiggést felhasznalva a vizsgalt kifejezés a kovetkez6 alakra hozhato:

32015_ 2015 .22015.10_'_ 2015 ‘20.12015 _ 22015_ 2015 + 2015 _
0 2015 0 2015

— 32015 _ [22015 +1] - (22015 . [1+1]) — 3215 _ 9 92015 | q

Tehat a lehetséges kivélasztasok szdma 3%%° —2.2%" 41,
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21.

2. megoldas:

Az alaphalmaz mind a 2015 elemét 3 kiilonb6z6 helyre tehetjiik: az A részhalmazba, a B részhal-

mazba, illetve egyikbe sem. Ez 3%*° -féle szétosztast jelent, azonban ezek koziil ki kell vonnunk
azokat az eseteket, amikor A vagy B valamelyike (esetleg mindkett6) iires.

Ha az A részhalmaz iires, akkor mind a 2015 elemet két helyre tehetjiik: a B részhalmazba, illetve
egyikbe sem, ez 2°° lehetéség. Ugyanigy 2°"° azon lehetéségek szama is, amikor a B részhal-
maz lires. De ha A és B egyszerre lires, ezt az egy esetet mindkét alkalommal megszamoltuk. Tehat

a rossz esetek szama 2-2%% —1, igy a jo esetek szama 3% —2.2%" 41,

5 matematikatanar 30 érettségi dolgozatot szeretne elosztani javitdsra egymas kozott tigy, hogy
mindegyikiik legalabb egyet kijavitson. Hanyféleképpen tehetik ezt meg?

Megoldas:

Alljon a H alaphalmaz a 30 érettségi dolgozat 5 tanar kozotti Gsszes lehetséges szétosztasabol, to-
vabba legyenek ennek A, A,, A, A,, A részhalmazai azon szétosztasok, amelyekben az 1., 2.,

3., 4., illetve 5. tanarnak nem jut dolgozat. Feladatunk ekkor |H \(AUA UA UA U A5)| meg-
hatarozasa, amelyre a szita-modszert fogjuk alkalmazni.

Tudjuk, hogy |H|=5%, hiszen a 30 dolgozat mindegyikét az 5 tanar barmelyikének adhatjuk. To-
vabba |A|=4% (ahol 1<i<5), hiszen ha az i-edik tanarnak nem jut dolgozat, akkor minden dol-

gozatot 4 tanar valamelyikének adhatunk. Hasonloképpen |A mAj|=33° (ahol 1<i, j<5 és

i j), illetve barmely k részhalmaz metszetének elemszdma (5—k)* (ahol 1<k <5). Mivel k

5
részhalmazt (k] -féleképpen lehet kivalasztani, igy a szita-formulat felirva a keresett lehet6ségek

5 5 5 5 5
szama 5% — (J 4% [ZJ -3% —[3} 2% 4 (4] 1% - [5] -0% (ahol az utolsé tag jeldli az 5 halmaz

metszetét, amely nyilvanvaldan iires, hiszen ekkor egyik tanar se kaphatna dolgozatot).

A lehetséges szétosztasok szama tehat 5%° —5-4%* +10-3% —10-2%* +5. (A végeredmény kozelitd
értéke 9,256-10%°)

Hanyféleképpen lehet Ggy sorozatba rendezni az 1, 2, 3, ..., 10 szamokat, hogy a kapott sorozat az
els6tdl valahanyadik eleméig monoton ndvekedd, onnantdl pedig monoton csdkkend legyen? (A
két részsorozat hatdra akar a sorozat els6 vagy utolso eleme is lehet.)

Megoldas:

Nyilvanvalo, hogy a novekedd és a csokkend részsorozatot elvalasztd elem csak a 10 lehet, hiszen
ennél nagyobb elem nincs a megadott szamok kozott. Igy a sorozatban a 10 elbtti elemeknek no-
vekvd, a 10 utani elemeknek csdkkend sorrendben kell kovetkeznitiik. EzErt minden ilyen sorozatot
egyértelmiien meghataroz a 10 el6tti elemek halmaza (ezeket az elemeket névekvé sorrendben kell
felsorolnunk, majd a 10 utan a maradék elemeket csokkend sorrendben).

Mivel az 1, 2, 3, ..., 9 szamok mindegyikérdl egymastol fliggetleniil eldonthetjiik, hogy a 10 eldtt
vagy utan alljon, ezért a 10 eldtti elemek halmaza 2° =512 -féle lehet. Ez az érték egyébként meg-
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22.

23.

egyezik az {1; 2.3 ... 9} halmaz részhalmazainak szamaval.
Vagyis 512-féle lehetséges sorozatba rendezés 1étezik.

Hatarozzuk meg azon 4x4-es, nemnegativ egész szamokat tartalmazé tablazatok szamat, amelyek-
re teljesiil, hogy minden sorban és minden oszlopban legfeljebb két nem nulla szam talalhato, to-
vabba minden sorban és minden oszlopban az ott talalhatd szamok dsszege 3.

Naboj Nemzetkdzi Matematika Csapatverseny 2014/2015.

Megoldas:

Barmely sorban, illetve oszlopban a megadott feltételek mellett csak kétféleképpen lehet 3 az Gsz-
szeg: vagy egy l-es és egy 2-es szerepel benne (és két 0), vagy egy 3-as (és harom 0). Ez utobbit
az el6zo lehet6ség specialis eseteként is értelmezhetjiik: ha ugyanazon mezdbe keriilt egy 1-es és
egy 2-es. gy (a 0-kat figyelmen kiviil hagyva) biztosan allithatjuk, hogy minden sor/oszlop ponto-
san egy l-est és pontosan egy 2-est tartalmaz (esetleg ugyanabban a mezdben). Ez azt is jelenti
(mivel két 2-es nem allhat ugyanazon sorban/oszlopban), hogy minden ilyen tablazat felbomlik két
olyan 4x4-es tablazat elemenkénti 6sszegére, amelyek koziil az egyik minden soraban és oszlopa-
ban pontosan egy 2-est tartalmaz, a masik pedig minden soraban és oszlopaban pontosan egy 1-est.
Megforditva pedig, két ilyen tablazat Gsszege nyilvan minden esetben teljesiti a feladat feltételeit.

Elegend6 tehat az ilyen tablazatparok darabszdmat meghataroznunk. Mivel egy 4x4-es tablazat
41-féleképpen tolthetd ki (példaul 2-essel) tigy, hogy minden sorban és minden oszlopban ponto-

san egy mezd8be keriiljon szam, ezért a vizsgalt lehetdségek szama (4!)2 =24% =576.

Egy 5x3-as racs bal fels6 sarkaban iil egy egér (E), aki el akar jutni a jobb also sarokban talalhato
sajthoz (S). Emellett a racs bal als6 sarkaban il egy rak (R), aki pedig a jobb felsd sarokban talal-
hat6 algalevelet (A) szemlélte ki maganak. A két allat egyszerre mozog a rdcson: minden masod-
percben az egér egy racsnyit halad jobbra vagy lefelé, a rak pedig egy racsnyit halad jobbra vagy
felfelé. Hanyféleképpen érhetik el a céljukat ugy, hogy utkdzben semelyik mezoén se talalkozza-
nak?

E A

R S
Naboj Nemzetkézi Matematika Csapatverseny 2014/2015.

Megoldas:

A két allat csak a kdzéps6 sorban tud Osszetalalkozni (hiszen ha példaul a fels6 sorban talalkozna-
nak, akkor az egér eddig a pillanatig csak jobbra mozoghatna, de a raknak ugyanennyi jobbra 1épés
mellett még felfelé is kellene haladnia, ami tobb id6be telne). Ha ismerjiik mindkét allat esetében,
hogy a kdzéps6 sorban mely (szomszédos) mezokon haladt at, ebbdl mar a teljes Gitvonalukat meg
tudjuk hatarozni. Mivel a k6zéps6 sor barmely mez6jére mindkét allat pontosan ugyanannyi id6
alatt tud csak eljutni (balrél jobbra rendre 1, 2, 3, 4, illetve 5 masodperc alatt), ezért akkor és csak
akkor nem talalkoznak, ha a kdzéps6 sorban megtett Utvonalrészleteik nem metszik egymast.
Vagyis azt kell megszamolnunk, hogy a kozépsd sorbol hanyféleképpen valaszthatunk ki két
diszjunkt ,,szakaszt” (szakasz alatt most egy vagy tobb szomszé¢dos négyzetet értlink).
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24.

A kovetkezo példaban E és R betlikkel szemléltetjiik az egér és a rak egy-egy lehetséges utvonalat
(az RE jelzésii mez6kon mindketten athaladtak, de kiilonbdz6 iddben: el6bb a rak, majd az egér),
valamint a k6zéps6 sorban vastag vonallal kiemeljiik a két diszjunkt ,,szakasz” fiiggdleges hatar-
vonalait.

E R|R
E|E R
R |RE|RE|RE| E

Ha a két szakasz nem kozvetleniil hataros, akkor ezeket dsszesen 4 fliggdleges négyzetoldal hata-
rolja (mindkét szakaszt 2-2). Mivel a k6zéps6 sorban dsszesen 6 fliiggdleges négyzetoldal taldlhato,

6
ezért két szakaszt sorrendben 2- (4} -féleképpen valaszthatunk ki. Ugyanis eldszor ki kell valasz-

tanunk a 4 hatarolé négyzetoldalt, majd sorba kell raknunk a két allatot: az 1. allat az els6 két kiva-
lasztott oldal kozotti négyzeteken fog athaladni, a 2. allat az utols6 két kivalasztott oldal kdzottie-
ken.

Ha a két szakasz kdzvetleniil hataros, akkor ezeket 0sszesen csak 3 fiiggdleges négyzetoldal hata-

6
rolja. Ezeket az el6z6ekhez hasonloan 2- [3} -féleképpen valaszthatjuk ki.

6 6
Tehat a megengedett célba érések szama 0sszesen 2- [4} +2- (3} =2-15+2-20=70.

Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szdm van, amelynek néhdny szdmjegyét a szam elejérdl
(ugyanolyan sorrendben) a szam végére helyezve visszakaphat6 az eredeti szam? (Példaul az 1234
nem ilyen, mert a 2341, 3412, 4123 mind kiilonbdznek téle.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; kezddk, I-11. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Legyen a keresett szam abcd alak, és csoportositsuk a megoldasokat aszerint, hogy legkevesebb
hany szamjegyet kell a szam elejérdl a végére helyezni, amig visszakapjuk az eredeti szamot.

Ha egy szamjegyet kell athelyezniink, akkor abcd =bcda, amibdl a=b=c=d kovetkezik. Mivel
a=0, ezért a barmilyen egyjegyll pozitiv egész lehet, tehat ebben az esetben 9 szamot kapunk.

Ha két szamjegyet kell athelyezniink, akkor abcd =cdab, amibdl a=c és b=d kovetkezik. Ez
9-10=90 szamot jelentene, de ezek koziill az a=b=c=d esetben egy szamjegy athelyezése is
elegendd (és igy ezeket mar szamoltuk az el6z6 lehetdségnél), tehat itt 90 —9 =81 szamot kapunk.

Ha harom szamjegyet kell athelyezniink, akkor abcd =dabc, amibél a=b=c=d kovetkezik.
Ezeket az eseteket mar megszamoltuk (hiszen ilyenkor egy szamjegy athelyezése is elegendo), itt
tehat nem kaptunk 0jabb megoldast.

Vagyis 0sszesen 90 megfelel6 szdm van.
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25. Hany olyan legfeljebb négyjegyii természetes szam van, amelynek szamjegyei kozott tobb 2-es
szerepel, mint 1-es?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

1. megoldas:

A vizsgalt szamok mindegyikét tekinthetjiik négyjegytinek gy, hogy a szam elejére esetlegesen
nullakat irunk (példaul a 12-bdl 0012 lesz). Esetszétvalasztas végziink a szamban szerepld 1-esek
¢és 2-esek szdma szerint:

e egy 2-es és nulla 1-es: 4-8° =2048 szam (a 2-es 4 helyen 4llhat, a fennmarad6 3 hely
mindegyikére pedig 8-féle szdmot irhatunk);

4
e két 2-es ésnulla 1-es: [2)82 =384 szam;

2

4
e két2-es és egy 1-€S: .

J -8 =96 szam,;
4
e harom 2-es és nulla 1-es: [3)8 =32 szam,;

4
e hirom 2-es és egy 1-€s: [3} =4 szam;

e négy 2-es és nulla 1-es: 1 szam.

Ez 6sszesen 2048 + 384+ 96+ 32+ 4 +1=2565 megfeleld szam.

2. megoldas:

A vizsgalt szamok mindegyikét tekinthetjiikk négyjegylinek gy, hogy a szam elejére esetlegesen
nullakat irunk (példaul a 12-b8l 0012 lesz). igy 6sszesen 10* =10000 szamot kell vizsgalnunk.
El6szor meghatarozzuk azon szamok szamat, amelyekben ugyanannyi 1-es és 2-es szerepel:

e nulla 1-es és nulla 2-es: 8* =4096 szam;

e egy l-es és egy 2-es: 4-3-8° =768 szam;
4
o két 1-es és két 2-es: (2] =6 szam.

Tehat a vizsgalt szamok koziil 6sszesen 4096 + 768 + 6 = 4870 olyan van, amelyben ugyanannyi
1-es és 2-es szerepel. A fennmaradé 10000 —4870=5130 szam mindegyikében vagy az 1-esek
szama tobb a 2-esekénél, vagy forditva. Ezeket a szamokat kélcsondsen egyértelmiien parba allit-
hatjuk gy, hogy a szamban szerepld 1-eseket és 2-eseket megcseréljiik (példaul az 1123 parja a
2213 lesz, a 20=0020 parja a 0010=10). Mivel minden szamban szerepel legalabb egy 1-es vagy 2-
es, igy az Osszes szamnak lesz parja, és egy szam pontosan egy parba keriil. A paroknak pontosan
az egyik tagja tartalmaz tobb 2-est, mint 1-est, igy ezen szamok szama 5130:2 = 2565.
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26.

217.

Hanyféle modon lehet felmenni egy 25 1épcséfokbol alld 1épcsdn, ha mindig csak 2-t vagy 3-at
Iéphetiink felfelé? (Két feljutas kiilonbozo, ha van legalabb egy olyan 1épcséfok, amelyre az egyik
feljutasban ralépiink, de a masikban nem.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, I1. kategoria, 1. fordulo

1. megoldas:

Jeloljiik & -vel (ahol 1<i<25 ésiegész szam) az i-edik 1épcsdfokra torténd Osszes lehetséges fel-
jutas szamat. Ekkor feladatunk a,. meghatarozasa. Tudjuk, hogy a, =0 (mivel az els6 1épcséfok-
ra nem léphetiink rd), valamint a, =1 és a, =1 (mivel a méasodik és a harmadik lépcséfokra csak
egyféleképpen: a talajrol juthatunk). Minden i>3 esetén az i-edik 1épcséfokra az i—2. és az
i —3. 1épcsofokrol érkezhetiink, vagyis a =a, , +a, ;. Ezen rekurziv Gsszefiiggés alapjan az &,

értékeket egyesével meghatarozhatjuk:

i1112|3(4|5/6|7|8|9|10/11{12|13|14|15|16(17(18|19(20|21|22|23|24|25

80(1/1|1(2|2|3|4|5|7|9|12(16|21|28|37|49|65|86|114/151|200|265|351|465

Tehat a,, = 465-féleképpen juthatunk fel a Iépcson.

2. megoldas:

Jeloljiik a-val azt, hogy hanyszor 1éptiink 2-t, b-vel pedig azt, hogy hanyszor Iéptiink 3-at. Ekkor
teljestilnie kell a 2a+3b =25 Osszefiiggésnek, ahol a és b természetes szamok. Mivel 2a paros,
ezért 3b paratlan, igy b is paratlan, emiatt b értéke csak 1, 3, 5 vagy 7 lehet. Az ezekhez tartoz6 a-
értékek rendre 11, 8, 5 és 2. A négy esethez a kdvetkez6 megoldasok tartoznak:

12!
o b=1¢és a=11 esetén a 12 1épésbdl 11 egyforma, ez I =12 lehetéség;

o b=3és a=8 esetén a 11 Iépésbdl 3 és 8 egyforma, ez =165 lehetoség;

31.81

o b=5¢és a=5 esetén a 10 Iépésbdl 5 és 5 egyforma, ez =252 lehetéség;

51.51

o b=7 ¢ a=2 esetén a9 1épésbol 7 és 2 egyforma, ez

=36 lehetoség.
7121

Tehat 6sszesen 12 +165 + 252 + 36 = 465 -féleképpen juthatunk fel a 1épcson.

Felvettiink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon gy, hogy semelyik harom nem esik egy egyenesre. Min-
den pontot 6sszekotottiink minden masikkal, és a keletkezo élek mindegyikét pirosra vagy kékre
szineztiik. Tudjuk, hogy igy minden pontbol pontosan 12 kék szinii él indul ki. Nevezziik egyszi-
niinek azokat a haromszdgeket, amelyeknek mindharom csucsa a 30 pont koziil valo, és mindha-
rom oldala ugyanolyan szinti. Osszesen hény egyszinii hdromszdg van az dbran?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, I1I. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Jeloljiik az egyszinli haromszogek szamat x-szel, a nem egyszintiekét y-nal. Ha a 30 pont minde-
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28.

30
gyikét minden masikkal 6sszekdtjiik, akkor 6sszesen [ 3 ] =4060 haromszog keletkezik, amelyek

mindegyike vagy egyszinii, vagy nem egyszinil, tehat X+ y =4060.

Minden pontbo6l pontosan 12 kék és 17 piros ¢l indul ki. Megszamoljuk minden egyes pont eseté-
ben, hogy az onnan kiinduld azonos szinti élparok hadny haromszoget alkotnak (attdl fiiggetleniil,
hogy példaul két kiinduld kék €l végpontjai kozott kék vagy piros €l halad, és igy a haromszog

12 17
egyszini vagy nem egyszinii lesz). Minden pontbol ( ) j =66 kék élpar és [ 5 ] =136 piros élpar

indul ki, vagyis minden pont 66 +136 =202 olyan haromszognek valamelyik csucsa, amelynek az
adott csucsban két azonos szinti éle talalkozik. Ez a 30 pont esetében 30-202 =6060 haromszoget
jelent.

Ebben az 6sszegben minden haromszdget annyiszor szamoltunk meg, ahany azonos szinii élpar ki-
valaszthato az oldalai koziil. Az egyszinli haromszdgek esetében ez 3-féleképpen lehetséges (hi-
szen barmely két oldaluk azonos szinll), mig a nem egyszinii haromszogek esetében pontosan 1-
féleképpen (hiszen két oldaluk azonos szinii, a harmadik pedig ezektdl kiillonb6zo, igy ezeket a ha-
romszogeket a két azonos oldal k6zos végpontjaban szamoltuk meg). Tehat 3x + y = 6060 .

Az x+y=4060 és a 3x+Yy=6060 egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy x=1000 és

y =3060 . Tehat dsszesen 1000 egyszinli haromszdg van az abran.

A feladatnak megfeleld szinezés valoban el6 is allithatd, példaul ugy, hogy a pontokat egy tetszo-
leges sorrendben beszamozzuk 1-t61 30-ig, és minden pontbdl kék szinii éleket inditunk a megel6-
z6 6 sorszamu és a rakovetkezO 6 sorszamu pontba (tehat az i-edik pontot az i—6., i—-5., ...,
i—1., i+1. i+2. ..., i+6. sorszami pontokkal kotjiik 6ssze kék szinii €llel, ahol a 30. pont
utan Gjra az 1. kdvetkezik), a tobbi pontpart pedig piros szinnel kotjiik 6ssze. Ekkor valoban min-
den pontbodl pontosan 12 kék szinii €1 fog kiindulni.

Megrajzoltuk egy konvex nyolcszdg dsszes atlojanak egyenesét, majd ezen egyenesek dsszes met-
széspontjat. Legfeljebb hany metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2014/2015; haladok, IIl. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Az atloegyeneseknek akkor keletkezik a legtobb metszéspontja, ha koziiliik semelyik kettd nem
parhuzamos, és semelyik harom nem metszi egymast ugyanabban a pontban. (Ilyen konvex nyolc-
szoget példaul ugy rajzolhatunk, ha a pontokat egymas utdn ugyanazon kor keriiletén vessziik fel,
¢s mindig figyeliink a két szabalyra: a keletkezd atloegyenesek ne legyenek parhuzamosak a ko-
rabbiakkal, és ne metsszék azokat korabbi metszéspontban. Mindkét szabaly véges sok lehetdséget
zar ki a kor keriiletén, igy mindig talalunk olyan pontot, amely teljesiti a feltételeket.)

Feltételezhetjiik tehat, hogy az atlok kozott nincsenek parhuzamosak, és a nyolcszog csticsain ki-
viil nincs olyan pont, amelyen ketténél tobb atloegyenes atmegy. El6szor dsszeszamoljuk az 6sz-
szes metszéspontot, majd ezek szamabol levonjuk a nyolcszog keriiletére és belsejébe es6 met-
széspontok szamat.

8-5 . ) 20
A nyolcszognek = 20 atloja van, amelyek egyeneseibdl ( ’ j:190 par alkothat6 (ezen parok
alapjan fogjuk meghatarozni a metszéspontok szamat). A nyolcszog keriiletét barmelyik atlgja va-
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29.

30.

5
lamelyik csucsban metszi, a 8 csucs mindegyikében [szlo atlopar talalkozik, ez Gsszesen

8-10=80 par. Ha pedig a nyolcszdg belsejében metszi egymast két atld, akkor ez a metszéspont
kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd annak a konvex négyszognek, amelyet a két atld négy

8
végpontja hatdroz meg. Az ilyen négyszogek — és igy a belsd metszéspontok — szama (4} =70.
Tehat a lehetséges 190 atlopar koziil 80 a nyolcszog keriiletén metszi egymast, 70 pedig a nyolc-

sz0g belsejében. Igy legfeljebb 190 —80—70 =40 metszéspont eshet a nyolcszogon kiviilre (és ez
el is érhetd, példaul a megoldas elején ismertetett konstrukcioval).

Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyben a szdmjegyek Osszege €s szorzata egyarant 247

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, I. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

A szorzatra vonatkozo feltétel alapjan a keresett szdmokban csak az 1, 2, 3, 4, 6, 8 szamjegyek
fordulhatnak el6. A 24 lehetséges szorzatta bontasait (csokkend sorrendben felsorolva) 1-esekkel
kiegészitve elérhetjiik, hogy a tényezok Osszege is 24 legyen, a kdvetkez6 modokon:

I
8,3 és 13 db 1-es (15 tényezd): % =210 Iehetdség
, , .. 16! s
6, 4 és 14 db 1-es (16 tényezd): o 240 lehetdség
. . W, 17! -
6,2,2 és 14 db 1-es (17 tényezod): PTRYT = 2040 lehetdség
, , .. 18! L
4,3,2¢és 15 db 1-es (18 tényezd): o 4896 lehetdség

I
3,2,2,2¢és 15db 1-es (19 tényezd): % =15504 lehetoség

Osszesen tehat 210 + 240 + 2040 + 4896 +15504 = 22890 szam felel meg a feltételeknek.

Héany olyan sorrendje van a 2007, 2008, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 szamoknak, amelyben bar-
mely négy egymast kovetd szam osszege oszthatd 3-mal?

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny 2012/2013; kezddk, I1. kategoria, donté

Megoldas:

Legyen a hét szam egy megfelel6 sorrendje a,, a,, a;, a,, &, &, 8, . A megadott szamok helyett
elég azok harmas maradékait vizsgalnunk, amelyek rendre a kovetkezok: 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0. Ezek
Ssszege oszthaté 3-mal, tehat 3|(a, +a, +a,+a, +a; +8, +a;).

Mivel 3|(a,+a,+a,+a,) ¢s 3|(a,+a;+a;+a,), igy 3|(a +a,+a,+2a,+a;+a;+a,),
ahonnan a hét szam Osszegére vonatkozo feltétel alapjan 3 |a4 adodik. Emiatt a, értékét 3-

féleképpen valaszthatjuk meg. Ebbél 3|(a, +a, +a,) is kovetkezik, ami csak ugy teljesiilhet, ha
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az els6 harom szam harmas maradéka paronként kiilonb6z6 (a 0+0+0 nem fordulhat eld, mert
a, harmas maradéka is 0). Tehat az els6 harom szam harmas maradékai 0, 1, 2 valamilyen sor-
rendben. Ezeket (a, rogzitése utdn) 3% 2°-féleképpen valaszthatjuk ki (a maradékok sorrendje 3!-
féle lehet, mig az egyes helyekre rendre 2-2 megfeleld szam keriilhet).

Mivel 3|(a,+a,+a,+a,) és 3|(a, +a, +a, +a), ezért a, ¢és a; harmas maradéka megegyezik,
illetve hasonloképpen a, és a, harmas maradékai, valamint a, és a, harmas maradékai is egyen-

16k, tehat az els6 hdrom szam egyértelmiien meghatarozza az utolsé harmat.

Vagyis a feltételeknek megfeleld sorrendek szdma 3-3!-2° =3.6-8=144.

Hany olyan tizjegy(i természetes szam van, amelyben az 1, 2, 3 szamjegyek mindegyike legalabb
kétszer szerepel, és ezeken a szamjegyeken kiviil mas szdmjegy nincs a szamban?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014, kezdok, 1. kategoria, donté

1. megoldas:

A harom kiilonb6z6 szamjegy gyakorisaga (valamilyen sorrendben) négyféle lehet: 6+2+2,
5+3+2, 4+4+2,illetve 4+3+3. Ha az egyik szamjegy 6-szor, a masik kett6 2-szer fordul eld,
akkor 3-féleképpen valaszthatjuk ki a 6-szor eléforduld szamjegyet (ez meghatarozza a 2-szer el6-
10!
6!-21.2!
10! 10! .
ben 3- =9450, a 4+3+3 esethen 3- =12600 szamot kapunk. Az 5+3+2
41.41.21 41.31.3!

esetben 3!-féleképpen valaszthatjuk meg, hogy melyik szamjegy hanyszor forduljon eld, igy ekkor
3L 10!

51.31.21

Szam van.

forduld jegyeket is), igy 0sszesen 3- =3780 szamot kapunk. Hasonléan a 4+4+2 eset-

=15120 szamot kapunk. Tehat dsszesen 3780+ 9450412600 +15120 =40950 ilyen

2. megoldas:

Alljon a H alaphalmaz az 1, 2, 3 szamjegyekbél alkothato Osszes tizjegyli természetes szambol, to-
vabba legyenek ennek A, A,, A, részhalmazai azon szamok, amelyekben rendre az 1, 2, illetve 3

szamjegy legfeljebb egyszer fordul csak eld. Feladatunk ekkor |H \(Al UA U A3)| meghataroza-
sa, amelyre a szita-modszert fogjuk alkalmazni.

Tudjuk, hogy |H|=3"=59049. Az A halmazba tartoz6 szdmok legfeljebb egy 1-est tartalmaz-
nak, azaz vagy nincs benniik 1-es (ez 2'° db szam), vagy egy l-es van benniik (ez 10-2° db

szam). Tehat |A|=2" +10-2° = 6144, illetve a szimmetria miatt |A,|=|A;| =6144 .

Az A N A, halmazba tartozo szamok legfeljebb egy 1-est és legfeljebb egy 2-est tartalmaznak. Ez

négyféleképp fordulhat el6: vagy nincs benniik se 1-es, se 2-es (1 db szam); vagy van benniik egy
1-es, de nincs 2-es (10 db szam); vagy van benniik egy 2-es, de nincs 1-es (10 db szam); vagy van

benniik egy 1-es és egy 2-es (10-9=90 db szam). Tehat |A N A|=1+10+10+90=111, és ha-
sonldan |A N A|=|A, " A|=111. Tovabba |A N A, N A|=0.

A szita-formula alapjan |H \(A1 UA UA )| =59049-3-6144+3-111-0=40950, tehat a kere-
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sett szamok szama 40950.

Van 2012 darab (nem feltétleniil kiilonb6zd) pozitiv szamunk: a,, a,, ..., a,y,,, amelyek dsszege
2S . A k természetes szamot felezOnek nevezziik, ha az a, szamok koziil kivalaszthatd k darab,

amelyek 6sszege éppen S. Legfeljebb hany kiilonbozo k természetes szam lehet egyszerre felezd?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, 111 kategoria, donto
Megoldas:

Ha a megadott szamok koziil néhanynak az 6sszege S, akkor a fennmarad6 szamok Osszege is S.
Ebbdl kovetkezik, hogy n pontosan akkor felezd, ha 2012 —n is felezd.

Ha az 1 felez6 (és igy a 2011 is), akkor e két szamon kiviil mas felezé szam nem lehet, hiszen ha
az 1 felezd, akkor az egyik szam éppen S, igy ezen kiviil csak ugy kaphatunk S-et 6sszegként, ha
az Osszes tobbi szamot felhasznaljuk.

Most megadunk olyan a,;, a,, ..., a,,, szamokat, amelyek esetében a k=2, 3, ..., 2010 szamok

mindegyike felez6 lesz. (Az el6z6 megallapitassal egyiitt ebbdl kovetkezik, hogy e 2009 darab k
szam adja a keresett maximumot.)

Legyenek az a,, a,, ..., 8y, szamok: 1,1, 1,1,2,2,4,4, 8,8, 16, 16, ..., 2%, 2" E szamok
osszege 28 =2+2-(1+2+4+8+16+..+2'°)=2+2.(2"° -1)=2"" tehit S=2"". A ko-
vetkezOkben megadjuk k=2, 3, 4, ..., 2010 esetén a megfeleld dsszegeket:

k=2 esetén S =2'0% 421

k =3 esetén S = 2% 4 21008 | 1003

k=4 esctén S = 21 4 21008 4 1002 | 1002

k =1006 esetén S = 2'004 4 Q1003 4 91002 | ol001 4 91 1141

k =1007, 1008, ..., 2010 esetén pedig az el6z6 konstrukciokbol kimarado szamok adjak a megfele-

16 6sszegeket, hiszen ha n felez6, akkor 2012 —n is felezd.

Tehat egyszerre legfeljebb 2009 kiilonboz6 szam lehet felezo.
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33. Hanyféleképpen olvashato ki az abrabol a BUDAPEST sz6, ha csak jobbra és lefelé haladhatunk,
¢s kettdnél tobbszor nem Iéphetiink egymas utan ugyanabba az irdnyba?

UDAPEST

EST

ST

T

H4vmUoP>OCT@
—uvm@oT>O
—H v mo )
— »wm o

Zrinyi Ilona Matematikaverseny 2011. évi feladata alapjin

1. megoldas:

Jeloljiik a jobbra 1épést J betlivel, a lefelé 1épést L betiivel. Mivel dsszesen 7-et kell 1épniink, ezek
koziil legfeljebb 5 torténhet ugyanabba az iranyba, hiszen harom egymas utani 1€pés nem lehet
egyforma (ha példaul minél tobbet szeretnénk jobbra lépni, és minél kevesebbet lefelé, akkor a
JJLJJLJ utvonalon 5 jobbra és 2 lefelé lépést tesziink). Ebbdl kovetkezik, hogy a lefelé 1épések
szama 2 és 5 kozotti, tehat csak az alabbi abran sziirkével jelolt T betikon végzodhet a kiolvasas:

BUDAPEST
EST
ST
T

- w»wmDo>»OC
— u»vm@oT>»O
—H v m o>

— »»n M ©

A legfels6 sziirke T-betithoz 3-féleképpen juthatunk el: JJLJJLJ, JJILJLIJ, JLJJLJJ. Szimmetriai
okok miatt ugyanennyi Gt vezet a legals6 sziirke T-betiihoz is (LLJLLJL, LLJLJLL, LJLLJLL).

A negyedik sorban 1év6 sziirke T-bet(thdz 4 jobbra és 3 lefelé 1épés vezet. A 4 db J és 3 db L betiit
Osszesen (3) =35 -féleképpen lehet sorba rakni, ezek koziil azonban nem jok azok az elrendezé-

sek, amelyekben 3 vagy 4 J, illetve 3 L betli kovetkezik egymas utan. A rossz esetek tehat a kovet-
kezok:

o 4 szomszédos J és 3 szomszédos L: 2 db (JJJJLLL, LLLJJ1J);
o 3 szomszédos J és 3 szomszédos L: 2 db (JJJLLLJ, JLLLJIJ);
e 4 szomszédos J: 2 db (LJJJJLL, LLJJJIL);

e 3 szomszédos J: 10 db (LLJJJLJ, LJJJLIL, JIJLJLL, LLJLJJJ, LJLJJJL, JLJJJLL,
LJJILLY, JIILLIL, LILLIII, JLLIIIL);

e 3 szomszédos L: 1 db (JJLLLJJ).

Tehat a negyedik sorban 1év6 sziirke T-betlihdz 35—(2+2+2+10+1)=18-féle Gt vezet. Szim-

metriai okokbdl (a J és L betilk megcserélésével) ugyanennyi Ut vezet az 6tddik sorban 1évo sziirke
T-betlihoz is.
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Tehat Gsszesen 3+18-+18+3=42-féleképpen olvashatdo ki a BUDAPEST sz6 a feltételeknek
megfelelden.
2. megoldas:

Minden lehetséges kiolvasast kodolhatunk a koévetkezé modon is: megadjuk, hogy az elsé 1épés
jobbra vagy lefelé torténik-e, majd ezutan azt jelezziik, hogy a haladés soran rendre 1 vagy 2 lépést
teszlink ugyanabban az iranyban. (Példaul az LLJLLJL sorozat kodja az L 21211 jelsorozat lesz,
mert egymas utdn rendre 2, 1, 2, 1, majd ismét 1 azonos betli kdvetkezik.) Minden ilyen kodban az
elso betlit kdvetd szamok Osszege 7.

Megforditva, ha felirunk egy tetszéleges olyan kddot, amely L vagy J betiivel kezd6dik, majd uta-
na 1-es és 2-es szamjegyek kovetkeznek, amelyek 6sszege 7, akkor ez a kdd egyértelmiien megha-
taroz egy kiolvasast. Elegendé tehat az ilyen kodok szamat meghataroznunk.

A T-et 6sszegalakban a kovetkezOképpen irhatjuk fel:
e 7db 1-es: 1-féleképpen;

I
e 5dbl-esés 1 db2-es: % =6 -féleképpen;

I
e 3db1l-esés?2db2-es: % =10 -féleképpen;

]
o 1db1l-esés3db2-es: 1|i3| = 4 -féleképpen.

Ez idaig 1+ 6+10+4 =21 -féle lehetséges szamsorozat. Minden ilyen sorozat kezdodhet L vagy J
betiivel, tehat dsszesen 2-21=42-fé¢le kod adhatd meg, igy a lehetséges kiolvasasok szama is 42.

Hanyféleképpen juthatunk el a koordinatarendszer origdjabol a (4; 2) pontba, ha 10 lépést te-

sziink, minden 1épésiink egységnyi hosszu és parhuzamos a tengelyek valamelyikével?

OKTV 2012/2013; II. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Jeloljiik a 1épéseket a B (balra), J (jobbra), F (fel) és L (le) betiikkel. Ekkor 10 1épés utan pontosan
akkor ériink a (4; 2) pontba, ha az Gitvonalon 4-gyel tobb J szerepel, mint B, tovabba 2-vel tobb F,

mint L. Ez — példaul a J betiik szama szerinti esetszétvalasztassal — a kovetkez6 3 modon lehetsé-
ges:

e 4dbJ,0dbB,4dbF,2dbL
e 5dbJ,1dbB,3dbF,1dbL
e 6dbJ,2dbB,2dbF,0dbL

Az els6 esetben a J, J, J, J, F, F, F, F, L, L betiik lehetséges sorrendjeinek szamat a
10!
41.41.21

eredményre vezet).

10) (6) (2
=3150 képlettel kapjuk (vagy mas modon felirva, a (4j(4j[2j kifejezés is erre az
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36.

I
Al J1,1,]1,B,F,F,F, L betiik lehetséges sorrendjeinek szama 100 _ 5040.

51.31

|
Végillal, J,J,J,J, ], B, B, F, F betiik lehetséges sorrendjeinek szdma % =1260.

Tehat a lehetséges eljutasok szama 3150 +5040+1260 = 9450 .

Héany olyan 6tjegyli tizes szdmrendszerbeli pozitiv egész szam van, amelyben a szdmjegyek szor-
zata 50-re végzodik?

OKTV 2013/2014; II. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:

Ha egy szam 50-re végzddik, akkor oszthato 50 = 2-5%-nal, de nem oszthaté 100 = 2° -5 -nal. Te-
hat a vizsgalt szorzat primtényezds felbontasdban pontosan egy darab 2-es és legalabb két darab 5-
0s szerepel. Ez azt is jelenti, hogy az 6tjegyli szam szamjegyei kdzott pontosan egy paros jegy Sze-
repel (amely csak 2 vagy 6 lehet), illetve legalabb két 5-0s szamjegy. (A szorzat nem lehet 0, tehat
a jegyek kozott nem szerepelhet a 0.) Innentdl esetszétvalasztast végziink az 6tjegyli szamban sze-
repld 5-0s szamjegyek szama szerint:

e Ha a szamban pontosan két 5-0s szerepel, akkor a fennmarad¢ jegyek egyike 2 vagy 6, a

5
masik kettd pedig az 1, 3, 7, 9 valamelyike. Erre (2) -2-3-4* =960 lehetdségiink van (a

két 5-0s helyét (3 -féleképpen valaszthatjuk ki, a paros jegy 2-féle lehet, a paros jegy he-
lye 3-féle, mig a fennmarado két helyre egymastol fliggetlentil 4-4 szamjegy keriilhet).

e Ha a szamban pontosan harom 5-0s szerepel, akkor az el6z6ekhez hasonldan a lehetdségek
szama (2} +2:2-4=160 (el6szor az 5-06s0k helyét, majd a paros jegyet, a paros jegy he-

lyét, végiil a fennmaradd szamjegyet valasztjuk ki).

5
e Ha a szamban pontosan négy 5-0s szerepel, akkor hasonloképpen [4)-2 =10 lehetdsé-

giink adodik (elészor az 5-6s0k helyét, majd a paros jegyet valasztjuk ki).
Vagyis 0sszesen 960+160+10=1130 szam felel meg a feltételeknek.

Tekintsiik azokat az 6tjegyli szamokat, amelyek csak az 5, 6, 7, 8 szdmjegyeket tartalmazzak, de
mindegyiket legalabb egyszer. Mennyi ezeknek az Stjegyili szamoknak az 6sszege?

OKTV 2014/2015; II. kategoria, 1. forduld
Megoldas:

Mivel 4-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik szamjegy szerepeljen kétszer a szamban, majd
ezt kdvetden % =60 -féleképpen rendezhetjiik sorba a kivalasztott szamjegyeket (a 0 nem szerepel

kozottiik, igy az elsd helyiérték ugyantugy viselkedik, mint a tobbi), ezért dsszesen 4-60 =240
ilyen Otjegyli szam van. Megmutatjuk, hogy ezekben minden helyiértéken mind a négyfajta szdm-
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jegy ugyanannyiszor (azaz 60-szor) fordul el6. Valoban, ha példaul az egyik helyiértéken rogzitjiik
az 5-0s szdmjegyet, akkor a fennmaradod négy helyiérték kitdltésére a kdvetkezd lehetdségeink
vannak:

e ha az 5-0s szerepel kétszer a szamban, akkor a fennmaradé helyekre az 5, 6, 7, 8 szamje-
gyeket 4!= 24 -féleképpen irhatjuk be;

e hanem az 5-6s szerepel kétszer a szamban, akkor 3-féleképpen valaszthatjuk ki az ismét-
16d6 szdmjegyet, majd a maradék négy helyre négy olyan szamjegy keriil, amelyek koziil

41
kett6 azonos, igy ebben az esetben 3- > 36 lehet6ségiink van.

E két eset egyiitt valoban 24 +36 =60 lehetdséget ad (és ugyanigy gondolkodhatunk akkor is, ha
nem az 5-6s szamjegyet rogzitjiik).

Végezziik el a 240 szdm Osszeadasat helyiértékenként. Mivel az egyes helyiértéken az 5, 6, 7, 8
szamjegyek mindegyike 60-szor szerepel, ezért az egyesek Gsszege 60- (5+ 6+7 +8) =60-26.
Hasonloéan a tizesek 0sszege 60- (50 +60+70+ 80) =60-10- (5 +6+7+ 8) =60-10-26, a szaza-

soké 60-100-26, az ezreseké 60-1000- 26, mig a tizezreseké 60-10000-26. fgy a vizsgélt sza-
mok Osszege 60-11111-26 =17333160 .

Hany olyan 150-jegyli tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amelynek minden szamje-
gye paratlan, és barmely két szomszédos jegy eltérése 27

OKTV 2013/2014; II. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

A feladatot elészor kevesebb jegyli szamokra vizsgaljuk meg. Tekintsiik azokat az n-jegyi tizes
szamrendszerbeli pozitiv egészeket, amelyeknek minden szdmjegye paratlan, és barmely két
szomszédos jegy eltérése 2. Jeldlje ezek koziil az 1-re vagy 9-re végzdddk szamat a, , a 3-ra vagy
7-re végz6dok szamat b, az 5-re végz6dok szamat pedig ¢, . Feladatunk a,, + b, + 5, megha-

tarozasa. Tudjuk, hogy n=1 esetén a, =2, b, =2 és ¢, =1.

Mivel n+1-jegyli 1-re vagy 9-re végz6d6é szamot csak egyféleképpen kaphatunk (n-jegyii 3-ra
vagy 7-re végz06do szambol), ezért a,,, =b,. Ez igaz az 5-re végzédokre is, igy .., =b,. Mivel 3-
ra vagy 7-re végzodo szamot egyféleképpen kaphatunk 1-re vagy 9-re végz6d6 szambol, de kétfe-
leképpen kaphatunk 5-re végz6débol (az 5 utan 3-at vagy 7-et irhatunk), ezért b, ., =a, + 2c,. Eb-
bél n=2-reaz a,=2, b, =4 és c, =2 értékeket kapjuk. (A megfelel6 szamok: 31, 79 / 13, 53,
57,97/35,75))

[rjuk fel a rekurzio segitségével a sorozatok elsé néhany értékét:

nl1]2|3|4]5]s
a, | 2| 2] 4|6 |12]18
b, | 2| 4|6 |12]|18] 36
c, | 1|2 | 4|6 |12]18

Az els6 néhany elembdl megsejthetjiik, hogy a,, =c,, =2-3"" és b, =4-3"". A sejtést teljes in-

2n
dukcidval bizonyitjuk, n =1-re a sorozatok megfeleld elemeinek kiszamolasaval mar belattuk.
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Tegyiik fel tehat, hogy valamely n-re a, =c, =2-3"" és b, =4-3"" teljesiil, majd ennek segit-
ségével lassuk be az allitast n+1-re is. A kdvetkezd sorok mindegyikében az elsd két egyenldség-
nél a rekurziv 6sszefliggést, a harmadiknal az indukcios feltevést hasznaljuk:

a2(n+l) = C2(n+1) = b2n+l = aZn + 2CZn =2- 3n—1 +4- 3n71 =2 3n

b.

2(n+1)

=a,,,, +2C,,,=b, +2b, =4-3""+8.3""=4.3"
Ezzel a sejtést belattuk, igy a, +b, +Cg =2-3" +4-3" +2-3" =8-3". Tehat 8-3" darab
150-jegyti szam teljesiti a feladat feltételeit.

Megjegyzés: Bar a feladatban az a,, b, , c, sorozatoknak csak a paros indexii tagjait hasznaljuk,

hasonlé6 moédon adhatd zart képlet a paratlan indexiiekre is: minden pozitiv egész n szam esetén
n-1 1 n

a2n+1=C2n+1=4.3 s b2n+1:2'3 )

Jelolje r, az {1; A n} halmaz azon részhalmazainak szamat, amelyek nem tartalmaznak szom-
szédos szamokat, ahol az 1-et és az n-et is szomszédosnak tekintjiik. Hatarozzuk meg r,, értékét.
OKTV 2010/2011; II. kategoria, donté

Megoldas:

Nevezziik a feladat feltételeit teljesitd részhalmazokat megfelelének. El6szor kisebb n-ekre meg-
hatarozzuk r, értékét.

r, =2, a megfelel részhalmazok & és {1} .

r, =3, a megfeleld részhalmazok @, {1} és {2},

r, =4, a megfeleld részhalmazok @, {1}, {2} és {3}.

r, =7, a megfelelé részhalmazok @, {1}, {2}, {3}, {4}, {L 3} ¢s {2; 4}

r, =11, a megfeleld részhalmazok &, {1} , {2} , {3}, {4} , {5} , {1; 3}, {2; 4}, {3; 5} , {1; 4} és
{2;5}.
Az els6 néhany értékbdl azt sejthetjiikk, hogy n>2 esetén r ., =r ,+r . Ehhez harom részre

bontjuk az n+ 2 elemi halmaz megfelel6 részhalmazait:

e Ha a részhalmaz nem tartalmazza n+2-t, tovabbad nem tartalmazza egyszerre l-et és

n+1-et, akkor éppen az els6 n+1 elem megfeleld részhalmazait kapjuk, ezek szdma r, ., .

e Ha a részhalmaz nem tartalmazza n+2-t, de tartalmazza 1-et és n+1-et is, akkor bizto-
san nem tartalmazza n-et. Ha elhagyjuk ezen részhalmazokbol n+1-et, akkor megkapjuk
az elsé n elem olyan megfelel6 részhalmazait, amelyek tartalmazzak 1-et.

e Ha arészhalmaz tartalmazza n+ 2-t, akkor nem tartalmazza 1-et és n+1-et. Ha elhagyjuk
ezen részhalmazokbol n+ 2-t, akkor megkapjuk az els6 n elem olyan megfelel6 részhal-
mazait, amelyek nem tartalmazzak 1-et. Az el6z6 esettel egyiitt ezen megfeleld részhalma-
zok szdma T, .
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Ezzel belattuk az r,,, =r. ,, +r1, Osszefliggést. A kapott rekurzio alapjan sorra kiszamithatjuk az r,
értékeket:

n| 45|67 8|9 (10|11 |12 13|14 |15 | 16
ro| 7 | 11|18 | 29 | 47 | 76 | 123|199 | 322 | 521 | 843 |1364|2207

Vagyis r,, =2207.

Megjegyzés: A sorozat ugyanazt a rekurziv Osszefiiggést teljesiti, mint a Fibonacci-szamok soro-
zata, de mas kezddértékekrol, ezért a sorozat tagjai is masok lesznek, mint a Fibonacci-szamok.

Legyen A={1;2;3; 4,5} és B={1;2;3}. Az f(x) fliggvény értelmezési tartoméanya A, és min-
den A-beli x esetén f (x)e A. Hany f(x) fiiggvényre teljesiil, hogy { f(f(x)) ‘ Xe A} =B?

OKTV 2011/2012; 1I. kategoria, donté

Megoldas:

El6szor megmutatjuk, hogy a keresett f fliggvény az 1, 2, 3 szamok egyikéhez sem rendelhet sem
4-et, sem 5-6t. Ezt az f(1)=4 példan szemléltetjiik. Mivel f ( f (X)) értékkészlete B, ezért van

olyan yeA, amelyre f(f(y))=1. Legyen ekkor f(y)=z (ahol zeA), de igy
f(f(z))=f(1)=4 lenne, ami nem eleme B-nek, és igy nem lehetséges. Hasonléan bizonyithato
az allitas tobbi része is.

Most megvizsgaljuk, hogy mi lehet f(4) és f(5) értéke. Nem lehet f(4)=4, hiszen ekkor

f ( f (4)) =4 lenne, ami nem eleme B-nek. Ugyanigy f(5)=5 sem lehetséges. Innentdl két esetet

kiilonboztetiink meg:
(8) f(4) és f(5) is B-beli elem.

(b) f (4) és f (5) koziil (legalabb) az egyik nem B-beli, azaz f (4) =5 vagy f (5) =4. Ek-
kor f (4) =5 esetén f (f (4)) € B miatt f (5) €B; mig f (5) =4 esetén f (4) eB.
A tovabbiakban a keresett fliggvényeket harom csoportra osztva szamoljuk 0ssze.
1. csoport: (1), f(2) és f(3) értéke az 1, 2, 3 szamok valamely permutacidja, tovabba f (4)
és f(5) érteke (a) szerint B-beli. Ekkor a permutacio 3!-féle lehet, mig f(4) és f(5) értéke
egymastol fiiggetlentil 3-3-féle lehet, tehat ilyen fiiggvénybdl 3!3-3=>54 darab van.
2. csoport: f (1), f(2) és f(3) érteke az 1, 2, 3 szamok valamely permutacioja, tovabba f (4)

és f (5) értéke (b) szerint alakul. Ekkor a permutacio 3!-féle lehet. Ezutan ki kell valasztanunk,

hogy 4 vagy 5 képe legyen B-beli (erre 2 lehet6ségiink van), majd a kép értéke 3-féle lehet. Tehat
az ilyen figgvények szama 312-3=36.

3.csoport: (1), f(2) és f(3) értéke Ggy keriil ki az 1, 2, 3 szamok koziil, hogy vannak kozot-
tik azonos értékek. El6szor megmutatjuk, hogy nem lehet mindharom érték azonos. Ha ugyanis
f(1)=f(2)=f(3) lenne, akkor f ( f (X)) értékkészletében (a) esetén csak egy, (b) esetén csak

két szam allna. Vagyis a 3. csoportban f (1), f(2) és f(3) értéke koziil kettd azonos (jeldlje ezt
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k), egy pedig ezektdl kiillonbozo (jeldlje ezt 1). Az (a) eset nem lehetséges, hiszen ekkor f ( f (X))
értékkészlete csak két szambol allna. A (b) esetben f (4) és f(5) valamelyike B-beli, mégpedig

B-nek a k-t6l és I-t61 kiilonb6z8 m eleme, hiszen csak igy lesz f(f(x)) értékkészlete a teljes B.

Az ilyen fliggvények esetén | értéke 3-féle lehet, m értéke 2-féle. Tovabba 3-féle valasztasunk van,
hogy az 1, 2, 3 szamok koziil melyikhez rendeljiik I-et, és 2-féle valasztasunk, hogy a (b) esetben a
4-hez vagy az 5-hoz rendeljiik m-et. Vagyis ebbe a csoportba Gsszesen 3-2-3-2=36 fiiggvény
tartozik.

Igy 6sszesen 54 +36+36 =126 fiiggvény teljesiti a feladat feltételeit.
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