6. Grafok

I. Feladatok

1.

Egy orszagban minden varosbdl legfeljebb harom buszjarat indul, és barmely varosbol barmely
varosba eljuthatunk legfeljebb egy atszallassal. (Ha két varos kozott kozlekedik buszjarat, akkor
mindkét iranyban kozlekedik.) Legfeljebb hany varos lehet ebben az orszagban?

Egy 12x12-es pontracs mind a 144 racspontjat kékre vagy pirosra szineztiik tigy, hogy a négy sa-
rokban piros szindi pont all. A szinezés utan a pontok koziil 50 kék szini, ezek koziil 20 a racs va-
lamelyik sz¢éls6 soraban vagy oszlopaban helyezkedik el. Az azonos sorban, illetve oszlopban 1év6
szomszédos pontokat szakaszokkal kotottiik Ossze: két egyforma szinii pontot a sziniikkel meg-
egyez0 szakasszal, két kiillonbozo szinlit pedig fekete szakasszal. Tudjuk, hogy 130 piros szakasz
keletkezett. Hany fekete szakaszt rajzoltunk?

Zrinyi/Gordiusz Matematikaverseny 2010; 12. osztaly, megyei fordulo

Egy eskiivoi vacsoran egy hatfds asztaltarsasag tagjai koziil néhanyan ismerik egymast. A nasz-
nagy megkérdezi az asztaltarsasag tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalnal iil6k koziil.
Az els6 6t valaszado altal kimondott 6t szam mindegyike kiillonbozik egymastol. Hany embert is-
merhet a hatodik személy az asztalnal iilok koziil? (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik
fel.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 1. fordulo

Adott n ember k6zott hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki paratlan
sok masikat ismer? (Az ismeretség kdlcsonos.)

OKTV 2013/2014, II. kategoria, 1. fordulo

Bizonyitsuk be, hogy egy 0sszefiiggd grafban mindig van olyan pont, amelynek elhagyasa esetén
is 0sszefiiggd marad a graf.

Legyenek a G egyszerti graf csticsai az 1, 2, ..., 10 szamok, ¢és két kiilonbdzo csucs kozott akkor
fusson ¢él, ha a két szam kiilonbsége paratlan. Hany 4 hosszu kore van a G grafnak?

BME Szamitastudomanyi Tanszék, zarthelyi feladat

Egy 3x3-as sakktabla négy sarkaban két vilagos és két sotét huszar (16) all Ggy, hogy az azonos
szin(i huszarok atellenes mez6kon tartdzkodnak. A huszarokkal a sakkban megszokott modon 1ép-
hetiink, ugy, hogy egy mezdn sosem allhat egyszerre egynél tobb figura. Elérheté-e ilyen modon
az, hogy a huszarok ismét a tabla négy sarkaban alljanak, de az atellenes sarkokban kiilonb6z6 szi-
nii huszarok tartozkodjanak?

A torpék 100 f6s falujaban influenzajarvany {itotte fel a fejét. Az elsé napra néhany térpe megbete-
gedett. A betegség egy napig tart, a kdvetkezd napon a térpe immunis (tehat nem fertézédik meg),
a harmadik naptdl kezdve pedig tijra egészséges (de innentdl Gjra megfert6zodhet). Minden nap
minden egészséges torpe meglatogatja minden beteg baratjat (a baratsag kolcsonds), és elkapja a
betegséget (ezaltal 6 a kdvetkezd napon beteg lesz). Bizonyitsuk be, hogy véges sok nap elteltével
minden torpe egészséges lesz.
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Lerajzolhatok-e az alabbi abrak egy vonallal, a ceruzank felemelése nélkiil tigy, hogy minden vo-
nalon pontosan egyszer haladhatunk at?

AN

Egy egyszerli graf minden csticsabol 4 ¢l indul ki. Bizonyitsuk be: a graf éleit ki lehet szinezni
piros és kék szinnel igy, hogy minden csticsbdl pontosan 2 piros és 2 kék él induljon ki.

. Felsorolhatoak-¢ az n-hosszi 0-1 sorozatok gy, hogy mind a 2" elemet pontosan egyszer irjuk le,

¢és barmely elem utols6 n —1 karaktere megegyezzen a kdvetkezo elem elsé n—1 karakterével?

Bejarhato-e egy 4x4-es, illetve egy 5x5-0s sakktabla 1ougrasokkal ugy, hogy minden mezon pon-
tosan egyszer jarunk, €és a végén visszaérjiink a kiindulépontba? Mi a helyzet akkor, ha a végén
nem kotelez6 visszaérniink a kiindulépontba?

Van-e olyan 4, 5, illetve 6 ponti egyszerti graf, amely izomorf a komplementerével? (Két grafot
izomorfnak neveziink, ha cstcsaik kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak ugy,
hogy két csucs kozott pontosan akkor halad él az egyik grafban, amikor az ezeknek megfeleld
cstucsok kozott halad él a masik grafban.)

Ketten a kovetkezo jatékot jatsszak: adott n pont, amelyek koziil kezdetben semelyik kettd nincs
Osszekotve. A jatékosok felvaltva 1épnek, minden 1épésben a soron kdvetkezd jatékos az n pont
koziil két tetszdlegesen valasztott kozé behuz egy élt. Az veszit, aki kort hoz létre. A kezdd vagy a
masodik jatékosnak van nyer6 stratégidja, ha mindketten a lehetd legiigyesebben jatszanak?

Egy faban csak két kiilonb6z6 fokszam fordul eld: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-szer. Mi a
szoban forgd két fokszam?

BME Szamitastudomanyi Tanszék, zarthelyi feladat

. Igazoljuk, hogy ha egy faban van k-adfoku pont, akkor legalabb £ db els6foku pont van benne.

Egy internetszolgaltatonak 6t varos kozott négy egyenes vezetékszakaszbol allo halozatot kell
kiépitenie ugy, hogy az elektromos jel a vezetékeken barmelyik varosbol barmelyik varosba eljus-
son (a vezetékszakaszok mindig két varost kotnek 0ssze). A varosok elhelyezkedése olyan, hogy
semelyik harom nem esik egy egyenesbe. Hany kiilonb6z6 haldzat épithetd, ha a szigetelt vezeté-
kek keresztezhetik egymast?

Zrinyi llona Matematikaverseny 2007; 7. osztaly, megyei fordulo
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Egy cégnél 7 palyazoé jelentkezett 6 lires munkahelyre (szdmozzuk ezeket 1-t6l 6-ig), koziiliik né-
hanyan tobb helyre is: Aladar a 4-es, Béla a 3-as és 4-es, Csaba az 1-es, 2-es €s 6-0s, Dani a 2-es
¢és 5-0s, Erzsi az 1-es, 3-as, 5-0s €s 6-0s, Feri a 3-as és 4-es, Géza pedig a 3-as munkahelyre. Leg-
feljebb hany munkahely t6lthetd be?

Legyen a G egyszerli graf cstcsainak halmaza {1; 2;3;.. 1023}. Az i és j (kiilonboz6) csucsok

kozott pontosan akkor vezessen ¢l G-ben, ha i és j egyike osztdja a masiknak. Hatarozzuk meg,
legkevesebb hany kiilonb6z6 szinnel tudjuk kiszinezni G cstcsait tigy, hogy semelyik él két vég-
pontja se legyen azonos szindl.

Az 1,2, ..., 100 szamoknak egy részhalmaza olyan tulajdonsagi, hogy egyetlen elemének sem tar-
talmazza a haromszorosat. Legfeljebb hany elemi lehet egy ilyen részhalmaz?

Medve Szabadtéri Matematikaverseny 2011.

Artar kiraly udvaraba hivatalos vendégségbe néhany lovag. Barmely két lovag vagy barat, vagy
ellenség (a viszonyok kolcsondsek, és az idé mulasaval nem valtoznak). Egy korabbi vendégség
soran ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé tigy, hogy az egy asztalnal :il6k mind ba-
ratai voltak egymasnak. A mostani vendégség soran a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezé-
siikk utdn minden érkezo leiilt az egyik olyan asztalhoz, ahol nem {ilt ellensége; az ilyen asztalok
kozil azt valasztva, ahol a legtobb baratja iilt (ha egyetlen megfeleld asztal sem volt, akkor az ér-
kezé természetesen 0j asztalhoz iilt). gy 6sszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok. Legalabb hany
lovag érkezett a vendégségbe?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, II1. kategoria, donto

Egy tudoményos kutatdsban » tudos dolgozik egyiitt. Barmely két tudos elére megallapodik, hogy
egymas kozt milyen nyelven leveleznek a kutatas négy hivatalos nyelve kozil. A levelezés oda-
vissza ugyanazon a nyelven torténik két tudos kozott. Egy tudost akkor neveziink szervezonek, ha
legalabb 4 masikkal ugyanazon a nyelven levelezik. Legfeljebb mekkora lehet #, ha nincs koztiik
szervezd?

OKTV 2014/2015; 1. kategoria, 2. fordulo

Legyen G egy tetszOleges 6 pontu egyszeri graf. Igaz-e, hogy G vagy G komplementere biztosan
tartalmaz haromszoget?

Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1947.

17 tudds Osszesen 3 témarol folytat levelezést, barmely kettd pontosan egyrdl. Mutassuk meg,
hogy van koztiik harom, akik paronként ugyanarrol leveleznek.

Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 1964.

Anna tarsasjatékozni hivja 19 legjobb baratndjét. Kissé csalddottan veszi €szre: a 20 résztvevobol
egyetlen négyfos csapatot sem tudnak ugy alakitani, hogy a kvartettben mindenki mindenkit ismer-
jen mar korabbrdl. Van-e biztosan négy olyan lany a tarsasdgban, akik egyaltalan nem ismerték
eddig egymast?

Egy konvex test mind a 6 csucsaban 4 egybevagod szabalyos haromszoglap talalkozik. Tekintsiik
most azt a grafot, amelynek cstcsai €s élei a megadott test csucsai, illetve élei. Ezt a grafot szeret-
nénk ugy lerajzolni a sikba, hogy az élek csak csucsokban taldlkozzanak, mashol ne keresztezzék
egymast. Hany részre osztja a sikot az igy lerajzolt élhalo-graf?



27. Egy 20 csucsu konvex poliédernek 12 lapja van. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk,
hogy ez a szdm minden lapra azonos?

28. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszdg, és minden csticsaban pontosan harom lap
talalkozik. Mennyi a négyszog- €s nyolcszdglapok szdmanak kiilonbsége?

29. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan Osszefiiggd, egyszeri, sikbarajzolhato graf 1étezik, amely-
nek minden csucsa 6todfoku.

OKTV 1995/1996; II. kategoria, 1. fordulo
30. Medvefold varosait 12 busztarsasag jaratai kotik 6ssze (mindegyik tarsasag lizemeltet legalabb egy
jaratot). Barmely két varos kozott pontosan egy buszjarat kozlekedik, és akarhogyan valasztunk ki

harom varost, a koztiikk 1évé harom buszjaratot vagy ugyanaz a tarsasag iizemelteti, vagy mind-
harmat kiilonb6z6. Mutassuk meg, hogy Medvef6ldon a varosok szama nem lehet tobb 121-nél.

Medve Szabadtéri Matematikaverseny 2015. évi feladata alapjan



I1. Megoldasok

1.

Egy orszagban minden varosbdl legfeljebb harom buszjarat indul, és barmely varosbol barmely
varosba eljuthatunk legfeljebb egy atszallassal. (Ha két varos kozott kozlekedik buszjarat, akkor
mindkét iranyban kozlekedik.) Legfeljebb hany varos lehet ebben az orszagban?

Megoldas:

A varosok szama nem lehet 10-nél tobb, hiszen egy tetszdleges varosbol legfeljebb 3 masikba jut-
hatunk el, ezek mindegyikébdl pedig még tovabbi 2-2 ujabb varosba. Ennél tobb varos esetén len-
ne olyan varos, ahova a kiindul6 varosbdl nem jutnank el legfeljebb egy atszallassal. A maximum
tehat osszesen 1+3+3-2=10 varos. Ez meg is val6sithatd, mégpedig a kovetkez6 abran lathato
modon (ellendrizhetjiik, hogy ez a graf teljesiti a feltételeket):

Megjegyzés: A fenti graf szamos grafelméleti feladatban megjelenik, amelyet megalkotoja, Julius
Petersen XIX-XX. szazadi matematikus utan Petersen-grafnak hivnak.

Egy 12x12-es pontracs mind a 144 racspontjat kékre vagy pirosra szineztiik ugy, hogy a négy sa-
rokban piros szinii pont all. A szinezés utan a pontok koziil 50 kék szinti, ezek koziil 20 a racs va-
lamelyik sz¢éls6 soraban vagy oszlopaban helyezkedik el. Az azonos sorban, illetve oszlopban 1évé
szomszédos pontokat szakaszokkal kotottiik Ossze: két egyforma szinli pontot a sziniikkel meg-
egyez0 szakasszal, két kiillonboz6 szinlit pedig fekete szakasszal. Tudjuk, hogy 130 piros szakasz
keletkezett. Hany fekete szakaszt rajzoltunk?

Zrinyi/Gordiusz Matematikaverseny 2010; 12. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

Tekintsiik azt a 144 pontl grafot, amelynek pontjai a feladatban szerepld racspontok, €lei pedig az
azonos sorban vagy oszlopban elhelyezkedd szomszédos racspontok kozotti szakaszok. A feladat
szerint e graf minden pontjat kékre vagy pirosra szineztiik, minden élét pedig kékre, pirosra vagy
feketére szineztiik. A kék pontok szama 50, igy a piros pontok szama 144 —50=94.

Vizsgaljuk meg e grafban a pontok fokszamait! A sarkokban allé 4 pont mindegyikének fokszama
2. A sz€ls6 sorban vagy oszlopban, de nem sarokban elhelyezkedd 4-10=40 pont mindegyikének
fokszama 3. Végiil a nem sz¢€ls6 sorban vagy oszlopban elhelyezkedé 10-10 =100 pont mindegyi-
kének fokszama 4. Igy a fokszamok Osszege 4-2+40-3+100-4=528, vagyis a grafnak
528:2 =264 ¢le van. Ezek koziil 130 ¢l piros szind, tehat a kék és fekete élek egyiittes szdma
264-130=134.

Vizsgaljuk most a piros pontok fokszamait! A 94 piros pont koziil 4 pont fokszama 2. A harmad-
foka 40 pontbol 20 kék, igy a fennmarad6 20 piros. Tovabbi 94—(4+20) =70 piros pont fok-



szama 4. Tehat a piros pontok fokszamainak 6sszege 4-2+20-3+70-4=348. (A korabbi ered-
ményt felhasznalva ekkor a kék pontok fokszamainak 6sszege 528 —348 =180 .)

A 130 piros szinii ¢l mindkét végpontja piros, ez tehat 2-130 =260 -at tesz ki a piros pontok fok-
szamainak Osszegében. A fennmaradd 348 — 260 =88 piros €lvégzddés egy piros €s egy kék pont
kozott halad, vagyis 88 fekete €1t hataroz meg.

Ellendrzésként megallapithatjuk, hogy a kék pontok fokszamainak dsszegébdl 88-at levonva meg-

kapjuk a kék szinti élek szamanak kétszeresét, igy a grafban (1 80— 88) :2=46 kék ¢l van. Ekkor a

kék és fekete élek egyiittes szamanak Osszege 46 +88 =134, ami megegyezik korabbi szamitasa-
inkkal.

Tehat 88 fekete szakaszt rajzoltunk a pontracson.

Egy eskiivoi vacsoran egy hatfés asztaltarsasag tagjai koziil néhanyan ismerik egymast. A nasz-
nagy megkérdezi az asztaltarsasag tagjait, hogy hany személyt ismernek az asztalnal {ilok koziil.
Az els6 ot valaszado altal kimondott 6t szam mindegyike kiilonbozik egymastol. Hany embert is-
merhet a hatodik személy az asztalnal Glok koziil? (Az ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik
fel.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezddk, I-11. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

A kimondott szamok mindegyike a 0, 1, 2, 3, 4, 5 értékek valamelyike lehet. Mivel az ismeretség
kolcsonos, ezért a 0 és az 5 nem fordulhat el6 egyszerre, hiszen nem lehetséges, hogy a tarsasag-
ban egyszerre van olyan is, aki mindenkit ismer, és olyan is, aki senkit se.

Az ismeretségeket graffal szemléltethetjiik: a graf csucsai a személyek, két cstics pedig akkor van
¢llel 6sszekdtve, ha az adott két személy ismeri egymast. Ekkor a megadott valaszok a megfeleld
csucsok fokszamai. Jeloljik a valaszadokat az 4, B, C, D, E betiikkel, a hatodik személyt pedig F-
fel. Két esetet kell megkiilonbdztetniink aszerint, hogy a 0 és az 5 koziil melyik hianyzik a vala-
szok koziil.

1. eset: 4, B, C, D, E ismer6seinek szama rendre 0, 1, 2, 3, illetve 4. Ekkor A4 senkit nem ismer, igy
E-nek csak gy lehet 4 ismer6se, ha mindenkit ismer 4-n kiviil. Emiatt B egyetlen ismerdse E. D-
nek csak ugy lehet 3 ismerdse, ha A-n és B-n kiviil mindenkit ismer. Emiatt C két ismerdse D és E.
Ezek alapjan F két személyt ismer: D-t és E-t.

E D

I e
oo

2. eset: A, B, C, D, E ismer0seinek szama rendre 1, 2, 3, 4, illetve 5. Ekkor £ mindenkit ismer,
emiatt 4 egyetlen ismerése E. igy D-nek csak ugy lehet 4 ismer6se, ha mindenkit ismer A-n kiviil.



Emiatt B két ismerdse D €s E. C-nek csak ugy lehet 3 ismerdse, ha A-n és B-n kiviil mindenkit is-
mer. Ezek alapjan F harom személyt ismer: C-t, D-t és E-t.

E D

A B

Tehat a hatodik személy 2 vagy 3 embert ismerhet az asztalnal iil6k koziil.

Adott n ember k6zott hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki paratlan
sok masikat ismer? (Az ismeretség kdlcsonos.)

OKTV 2013/2014, II. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:

Tekintsiik azt az n cstcsi G grafot, amelynek cstcsai az emberek, élei pedig az ismeretségek. A
feladat azt kérdezi, hogy n kiillonb6zo csucson hany olyan graf létezik, amelyben minden cstics
fokszama péaratlan.

Tudjuk, hogy n értéke nem lehet paratlan, hiszen ekkor a fokszamok dsszege (paratlan sok paratlan
szam 0sszege) paratlan lenne, ami nem lehetséges.

Ha n paros, akkor rogzitsiik a graf egy tetszéleges v csucsat, majd huzzunk be a v-t6l kiillonb6zo
n—1
cstucsok koze tetszés szerint éleket. Mivel a G \v grafnak n—1 csucsa van, amelyek kdzé ( 5 j

(")

¢lhalmaz egyértelmiien kiegészithetd egy megfeleld graffa: ehhez v-t pontosan azokkal a G\v-

¢l htizhat6 be, ezért ezt Osszesen 2' ~’-féleképpen tehetjiik meg. Belatjuk, hogy barmely ilyen
beli csticsokkal kossiik 6ssze, amelyeknek G \v-ben paros sok szomszédjuk van. Ezaltal minden
G \v-beli csucs G-beli fokszama paratlan lesz. Hatra van még annak megmutatasa, hogy v fok-
szama is paratlan. Ez kovetkezik abbol, hogy G-ben a fokszamok 0sszege paros, €s n—1 paratlan,
emiatt a G \v-beli paratlan darab paratlan fokszdmu csucs fokszdmosszege biztosan paratlan
(vagyis v paratlan fokszamaval kell kiegésziteni ahhoz, hogy az 6sszeg paros legyen).

(H) (n=1)(n-2)

Tehat a keresett kapcsolatrendszerek szama paratlan n esetén 0, paros n esetén 2' >/ =2 2

Bizonyitsuk be, hogy egy 0sszefliggd gratban mindig van olyan pont, amelynek elhagyasa esetén
is Osszefiiggd marad a graf.

Megoldas:

Ha a vizsgalt 6sszefliggd graf kdrmentes, akkor ez a graf egy fa. Ha viszont van kor a vizsgalt
grafban, akkor el tudunk bel6le hagyni éleket ugy, hogy a graf tovabbra is Gsszefliggd maradjon,
de kormentes legyen (példaul ugy, hogy egy tetszéleges korbol elhagyunk egy tetszdleges élt, és
ezt ismételjiik addig, amig mar nem marad kor a grafban). Az igy kapott graf szintén fa lesz, amely



az eredeti graf minden pontjat, de nem minden élét tartalmazza. (Ezt a fat az eredeti graf egy feszi-
téfajanak nevezik.)

Tudjuk, hogy minden faban talalhato els6fokli pont. Ha most a kapott (feszitd)fa egyik elséfoku
pontjat elhagyjuk, akkor a (feszit6)fa tovabbra is 0sszefliggdé marad, igy az adott pont elhagyasaval
az eredeti graf is Osszefliggd marad. Ezzel az allitast belattuk.

Legyenek a G egyszeri graf cstcsai az 1, 2, ..., 10 szamok, és két kiillonbdzo csucs kdzott akkor
fusson €1, ha a két szdm kiilonbsége paratlan. Hany 4 hossz kore van a G grafnak?

BME Szamitastudomanyi Tanszék, zarthelyi feladat

Megoldas:

Két egész szam kiilonbsége pontosan akkor paratlan, ha az egyik szam paros, a masik pedig parat-
lan. Emiatt a G graf cstcsai két részre oszthatoak igy, hogy minden €l e két halmaz kozott vezet:
ha A={1;3;5;7,9} és B={2;4;6;8;10}, akkor minden ¢l egyik végpontja 4-ban, masik vég-
pontja B-ben van. (Az ilyen grafokat paros grafoknak nevezik.) Az is igaz, hogy barmely A4-beli és
barmely B-beli cstcs kozott vezet €l. (Az ilyen grafokat teljes paros grafoknak nevezik.)

Az eddigiek alapjan G barmely 4 hosszll kore pontosan két paros €s két paratlan sorszdmu cstcsot
5
tartalmaz, és ezek a koron felvaltva kovetik egymast. Egy ilyen kor megalkotasakor (zj =10 -

féleképpen valaszthatjuk ki a benne szerepl6 két paros sorszamu csucsot, és szintén 10-féleképpen
a két paratlan sorszamut. Ez idaig 10-10=100 lehetdség. Ha viszont mar kivalasztottuk a két pa-
ros ¢és a két paratlan sorszamu cstcsot, akkor a rajtuk athalado kor egyértelmii — példaul a paros
sorszamu csucsokat rogzitve a paratlanok esetleges felcserélése ugyanazt a kort eredményezi, csak
ellenkez6 iranyban kdriiljarva. (Ha példaul a paros sorszami csucsok koziil a 2-t és a 8-at valaszt-
juk, a paratlanok koziil pedig a 3-at és az 5-0t, akkor az ezeken athaladd egyetlen megfeleld kor a
2-3-8-5-2 kor.)

Tehat a vizsgalt G grafnak 100 kiilonb6z6 4 hosszu kore van.

Egy 3x3-as sakktabla négy sarkaban két vilagos és két sotét huszar (16) all tigy, hogy az azonos
szin(i huszarok atellenes mezokon tartdzkodnak. A huszarokkal a sakkban megszokott modon 1ép-
hetiink, gy, hogy egy mez6n sosem allhat egyszerre egynél tobb figura. Elérhet6-e ilyen médon
az, hogy a huszarok ismét a tabla négy sarkaban alljanak, de az atellenes sarkokban kiillonb6z6 szi-
ntl huszarok tartézkodjanak?

Megoldas:

Készitsiik el azt a grafot, amelynek csucsai a 3x3-as sakktabla mez6i, két csucs kozott pedig pon-
tosan akkor haladjon él, ha az ezeknek megfeleld két mezd egyikérdl a masikra at lehet ugrani a
huszarral. A kovetkez6 abrak mutatjak a sakktablat és a beldle készitett grafot, illetve ugyanennek
a grafnak egy masik lerajzolasat.



8.

A B C C2 A3
1 '\\ \&///. Al Bl
2 %?Qé B3 C3
3 AV Cl A2

A fenti jobb oldali grafon megfigyelhetjiik, hogy az élek egy 8 hosszl kort alkotnak (tovabba a B2
mez0 izolalt pont, hiszen ide egyik mez6rél sem lehet ugrani, €s innen se lehet sehova eljutni). A
feladat szovege szerint kezdetben az Al és C3 mezO6kon, illetve az A3 és Cl mezdkdn
tartozkodnak az azonos szinli huszarok (a két szint a kovetkezd abran a sziirke szin kétféle
arnyalataval jeloltiik — ezek koziil barmelyik jelentheti a vilagos, illetve a sotét huszart, azzal a
megkdtéssel, hogy az azonos szinii helyeken azonos szinti huszarok allnak).

Cc2 A3

Al@® Bl

B3 ®C3

Cl A2

Az elérni kivant allapotban az Al és a C3 mezo6kon kiilonbozo szinti huszarnak kell allnia, illetve
az A3 és a Cl mez6kon szintén. Ez kétféleképpen lehetséges: az A1 mez6n allé huszarral azonos
szinli masik huszar az A3, illetve a C1 mez6n allhat. Ezt a két lehetoséget szemlélteti a kdvetkezd
ket abra:

C2 A3 C2 A3
Q
Al@ Bl Al@ Bl
B3 3 B3 3
C
Cl A2 Cl A2

Megfigyelhetjiik, hogy a kezdeti allapotban a grafban szerepld kér mentén a sziniik szerint felvalt-
va (vilagos — sotét — vilagos — sotét) kovetik egymast az egyes huszarok, mig az elérni kivant alla-
potban (mindkét lehetéség esetében) a kor mentén a sziniik szerint szomszédos sorrendben (vila-
gos — vilagos — sotét — sotét) kovetkeznek a huszarok.

Mivel ugyanazon a mez6én egyszerre nem tartozkodhat egynél tobb huszar, ezért a kezdeti sorrend
(vilagos — sotét — vilagos — sotét) menet kdzben nem valtozhat meg, hiszen a huszarok a kor men-
tén nem cserélhetnek helyet. igy nem érheté el a kivant allapot.

A torpék 100 f6s falujaban influenzajarvany litotte fel a fejét. Az elsé napra néhany torpe megbete-
gedett. A betegség egy napig tart, a kdvetkezd napon a térpe immunis (tehat nem fert6zédik meg),
a harmadik naptdl kezdve pedig tijra egészséges (de innentdl Gjra megfert6zodhet). Minden nap
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minden egészséges torpe meglatogatja minden beteg baratjat (a baratsag kolcsonos), és elkapja a
betegséget (ezaltal 6 a kovetkezd napon beteg lesz). Bizonyitsuk be, hogy véges sok nap elteltével
minden torpe egészséges lesz.

Megoldas:
Legyen B, a kezdetben beteg torpék halmaza. A tobbi torpét osszuk be a B,, B,, ... halmazokba

aszerint, hogy az ismeretségi grafban hany €élbol 4ll a legrovidebb ut az adott torpe és egy B, -beli
torpe kozott. Vagyis a B, -beli torpék még be nem osztott szomszédjai keriiljenek B, -be, majd a
B, -beli torpék még be nem osztott szomszédjai B, -ba stb. Mivel 100 torpe van, ezért legfeljebb
100 halmazra lesz igy sziikségiink (az utolso, B,,, halmaz csak akkor nem iires, ha a baratsagok
grafja egy 99 ¢lbdl allo 1ut).

Belatjuk, hogy minden 1<k <100 esetén a B, -beli térpék pontosan a k-adik napon betegek (és az
Osszes tobbi napon egészségesek). Valoban, a B, -beli torpék az 1. napon betegek, majd a 2. napra
meggyogyulnak. A 2. napra a B, -beli torpék elkapjak a betegséget, de B, -beli barataik nem fertd-
z6dnek vissza, hiszen 6k a 2. napon még immunisak. Innen az allitas indukcioval igazolhato: 1<k
esetén a B, -beli torpek a (k —2). napig egészségesek, a (k —1). napon meglatogatiak B,_,-beli
beteg barataikat, akiktdl a k. napra megfertéz3dnek, majd a (k+1). napra meggyogyulnak, igy
aznap meglatogathatjak B,

k+1

-beli beteg barataikat, akik nem fert6zik vissza Oket.

A leirtakbol kovetkezik, hogy amennyiben B, -ba is keriilt torpe, 6 is végérvényesen meggyogyul

a 101. napra, vagyis 101 nap elteltével biztosan minden torpe egészséges lesz.

Lerajzolhatok-e az alabbi abrak egy vonallal, a ceruzank felemelése nélkiil gy, hogy minden vo-
nalon pontosan egyszer haladhatunk at?

NN

Megoldas:

Tekintsiik az abrakat grafoknak, amelyeknek élei a megrajzolt szakaszok, cstcsai pedig a szaka-
szok végpontjai. A fels6 két abra cstcsait betilizziik meg a kdvetkezd abran lathaté médon.
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10.

A B F G H 1

(Megjegyzés: az AD és BE szakaszok metszéspontjat, illetve a HK és /L szakaszok metszéspontjat
is elnevezhetnénk 6nallé csucsnak, de mivel megoldasunkban itt nem akarunk iranyt valtoztatni,
ezért megtehetjiik, hogy ezeket nem tekintjiikk a grafok cstcsainak, csupan két éliik keresztez6dé-
sének.)

Mindkét fenti abra lerajzolhat6 a kivant modon, példaul a kdvetkezd utvonalon haladva:
A-B-C-D-E-A-D-B-E
G-L-M-F-G-H-1-J-K-L-H-K-I-L
A keresett lerajzolas a grafok nyelvén azt jelenti, hogy a vizsgalt graf éleit fel tudjuk sorolni olyan
sorrendben, amelyben az egymast kovetd élek csatlakoznak egymashoz, és minden él pontosan

egyszer szerepel a felsorolasban. (Az elsé graf esetében ez a felsorolas a kovetkezo: AB, BC, CD,
DE, EA, AD, DB, BE.)

Az eredeti als6 abrak koziil a bal oldali (egy szabalyos hatszog oldalaibol €s atloibol allé graf) nem
rajzolhato le a kért modon. Ugyanis a hatszog minden csucsabol 5 szakasz indul ki, viszont amikor
egy csucson athaladunk (azaz oda beérkeziink, majd onnan kimegytiink), akkor az adott csucsra il-
leszkedd szakaszokbol mindig 2-t hasznalunk el. fgy a lerajzolas kezdé- és végpontjat leszamitva
(amennyiben ezek egymastdl kiilonbozé csticsok) a hatszog minden tovabbi csucsabol paros sza-
mu szakasznak kellene kiindulnia. Mivel ez nem teljesiil, igy nem létezik a kivant lerajzolas.

Az eredeti also abrak koziil a jobb oldali (egy szabalyos 6tszdg oldalaibol és atloibol allo graf) le-
rajzolhato a kivant médon. Ehhez betlizziik meg a csucsokat a kovetkezéképpen:

S
AN

P @
Egy lehetséges atvonal: P~ Q-R-S—-T—-P—-R-T-Q-S-P.

Megjegyzés: Egy graf éleinek ilyen modon torténd felsorolasat (azaz egymashoz csatlakozo élek
olyan sorozatat, amelyben a graf minden éle pontosan egyszer szerepel) a graf Euler-sétajanak ne-
vezik. A mostani feladatban az utols6 Euler-séta ugyanott végzddott, ahonnan indult (ezt zart Eu-
ler-sétanak nevezik), mig az elsd kettd esetében a kezdo- és a végpont kiilonbozott (ezeket nyilt
Euler-sétanak nevezik). Megfigyelhetjiik, hogy a nyilt Euler-sétak esetében a kezd6pont és a vég-
pont fokszdma paratlan, mig a t6bbi kdztes pont fokszdma paros; a zart Euler-séta esetében pedig
minden pont fokszama paros.

Egy egyszeri graf minden csticsabdl 4 ¢él indul ki. Bizonyitsuk be: a graf éleit ki lehet szinezni
piros és kék szinnel tigy, hogy minden cstcsbdl pontosan 2 piros és 2 kék €l induljon ki.
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11.

12.

Megoldas:

Feltételezhetjiik, hogy a graf 6sszefiiggd (amennyiben tobb komponensbdl allna, akkor komponen-
senként végezziik el a szinezést az itt leirt médon).

Belathato, hogy ha egy 0sszefliggd grafban minden pont fokszdma paros, akkor mindig 1étezik a
grafban zart Euler-séta (lasd az el6z6 feladatot). Ennek vazlatos bizonyitasa a kovetkezd: Indul-
junk a graf egy tetszOleges csuicsabol, majd haladjunk tetszéleges mddon az egymdashoz csatlako-
70, korabban még fel nem hasznalt éleken, ameddig csak lehet. Utunk soran a koztes csticsok fok-
szdma mindig 2-vel csokken (hiszen a ra illeszked6 ¢élek koziil az egyiken beérkeztiink a cstcsba,
egy masikon pedig kimentiink onnan), azaz végig paros marad. Ha mar nem tudunk igy tovabb ha-
ladni, akkor egy olyan pontba érkeztiink, amelynek a beérkezés utan csokkent 0-ra a fokszama, igy
ez csak a kiindulépont lehet. Ha eddigre mar az osszes élen athaladtunk, akkor készen vagyunk,
kiilénben pedig a fennmarado6 élek alkotta grafban is minden fokszdm paros (de ez a graf mar nem
feltétlentil 6sszefiiggd), igy a fennmaradé élekbdl alkotott kisebb ,.korok™ beilleszthetok az eredeti
utvonalunk megfeleld helyeire.

Mivel a most vizsgalt gratban minden pont fokszama paros (4), ezért ebben az dsszefliggd grafban
1étezik zart Euler-séta. Szinezziik e séta mentén felvaltva pirosra és kékre az éleket! Ha most ve-
szlink egy tetszéleges csucsot, akkor ezt a csucsot a séta kétszer érinti — mindkét esetben két élt
hasznal el, amelyek koziil az egyik piros, a masik pedig kék. Ezzel belattuk, hogy minden csucsbol
2 piros ¢€s 2 kék indul ki, tehat a szinezés megfeleld.

Felsorolhatdak-e az n-hosszl 0-1 sorozatok ugy, hogy mind a 2" elemet pontosan egyszer irjuk le,
¢s barmely elem utols6 n —1 karaktere megegyezzen a kovetkez6 elem els6 n —1 karakterével?

Megoldas:

Igen, felsorolhatdak. Ennek bizonyitdsahoz tekintsiink egy 2" csucsu irdnyitott grafot, amelynek
csucsai az n—1 hosszasagu 0-1 sorozatok. Az n hosszu 0-1 sorozatok lesznek a graf élei, mégpe-
dig ugy, hogy az ¢l kezd6pontja az adott sorozat els6 n —1 karakterének megfelel csucs, végpont-
ja pedig az adott sorozat utolsé n—1 karakterének megfelel6 cstics lesz. (Példaul n =5 esetén a
01101 sorozatnak a 0110-bol 1101-be mutaté iranyitott €l felel meg.)

Megmutatjuk, hogy az igy kapott grafban 1étezik zart Euler-séta. A graf 6sszefiiggd, hiszen bar-
mely u csucsbol barmely v csucsba eljuthatunk legfeljebb n—1 1épésben (példaul tgy, hogy egy-
mas mellé irjuk u és v sorozatat, majd ,,egyesével” atlépkediink az egyikrél a masikra). Tovabba
minden csucs esetén a beérkezo és a kiinduld élek szama egyarant 2, hiszen barmely 7 —1 hosszu
0-1 sorozat az elején is, illetve a végén is kétféleképpen egészithetd ki n hosszl 0-1 sorozatta.

A korabbi allitas iranyitott grafokra vonatkoz6 megfeleldje a kovetkezd: egy Osszefiiggd iranyitott
graftban pontosan akkor 1étezik zart Euler-séta, ha minden csucs esetén a beérkez6 €s a kiindulo
¢lek szama megegyezik. Ez a mostani feladatban teljesiil, igy 1étezik a zart Euler-séta, amely men-
tén az ¢leknek megfeleld sorozatokat leirva éppen egy kivant sorrendet kapunk.

Megjegyzés: A séta zartsaga miatt a sorozatok egy korvonalra is felirhatok a feltételeknek megfe-
leléen, vagyis a legutolso elem is illeszkedik a legels6hoz.

Bejarhato-e egy 4x4-es, illetve egy 5x5-0s sakktabla lougrasokkal ugy, hogy minden mezon pon-
tosan egyszer jarunk, és a végén visszaérjiink a kiindulépontba? Mi a helyzet akkor, ha a végén
nem kotelezd visszaérniink a kiindulépontba?
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Megoldas:

El6szor megmutatjuk, hogy a 4x4-es sakktabla nem jarhato be igy, mar akkor sem, ha nem kétele-
70 visszaérniink a kiindulopontba. (Ekkor nyilvan Uigy sem jarhat6 be, ha a végén vissza kell ér-
niink a kiindulépontba.)

Tekintsiik azt a grafot, amelynek cstcsai a 4x4-es sakktabla mez6i, két csucs kozott pedig pon-
tosan akkor haladjon él, ha az ezeknek megfelel6 két mezd egyikérdl a masikra at lehet ugrani a
l6val. Ez a graf a kovetkezo:

V

N
N
L

AN

~N

Megfigyelhetjiik, hogy ha a k6zéps6 4 cstcsot elhagyjuk ebbdl az dsszefiiggd grafbol (a beldlik

kiindul6 élekkel egyiitt), akkor a megmaradé graf 6 komponensbdl all (4 izolalt csucsbdl és 2 kor-
bol):

K
\
S

= Q\
S

/>
#
A

. |V

Tegyiik fel, hogy az eredeti grafban Iétezik a 16 csticsnak olyan felsorolasa, amelyben minden

csucs pontosan egyszer szerepel, és a szomszédos csucsok kozott halad €l (ez a 15 €l egy utat alkot
az eredeti grafban). Ha ebbdl a felsorolasbol elhagyjuk a tdbla kdézepén szerepld 4 cstcsot, akkor
ez az Ut legfeljebb 5 részre eshet szét (5-nél kevesebb részre akkor, ha az uton szomszédos csicso-
kat is elhagytunk). Viszont igy a kdzéps6 4 csucs torlése utan megmarado graf nem allhat 6 kom-
ponensbdl, ami ellentmond a korabbi megallapitasunknak.

Tehat a 4x4-es sakktabla nem jarhato be a feltételeknek megfeleléen, akar vissza kell érni az 1t
végén a kiindulépontba, akar nem. (Amennyiben a végén vissza kellene érni a kiindulépontba, ak-
kor egy 16 éli korbol hagynank el a 4 cstcsot, amely kor legfeljebb csak 4 részre eshetne szét, igy
ezen eset lehetetlensége a fenti bizonyitasbol is kovetkezik.)

Az 5x5-0s sakktabla az egyik szinli mezObdl 12-t, a masik szinlibdl 13-at tartalmaz, viszont a 16
minden ugrasanal szint valt (fekete mez6rdl fehérre, illetve fehér mezordl feketére ugrik). Igy 25
mez0d biztosan nem jarhaté korbe a megadott modon, hiszen az 1., 3., 5., ..., 25. mez06 szine meg-
egyezik, emiatt a 25. mez6rél nem ugorhatna vissza a 16 az 1. mezdre.
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Amennyiben az ut végén nem kell visszaérni a kiindulépontba, akkor az 5x5-6s sakktabla bejarha-
t6 a kivant modon, példaul a kdvetkezOképpen (az utvonal mezdit az 1, 2, ..., 25 szamokkal jeldl-
tiik):

24 |1 19 2 15 | 10

13 8 23 4 21

18 | 25 6 11 | 16

7 12 | 17 | 22 5

Megjegyzés: Egy graf valamennyi csticsan athalad6 utat Hamilton-utnak, valamennyi cstucsan at-
halad¢6 koért Hamilton-kornek nevezik.

13. Van-e olyan 4, 5, illetve 6 ponta egyszeri graf, amely izomorf a komplementerével? (Két grafot
izomorfnak neveziink, ha csucsaik kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak tgy,
hogy két csucs kozott pontosan akkor halad ¢l az egyik grafban, amikor az ezeknek megfeleld
csucsok kozott halad él a masik grafban.)

Megoldas:

Tudjuk, hogy egy graf és a komplementere egyiitt egy teljes grafot alkot, amelynek n pont esetén
n
(ZJ ¢éle van. Annak, hogy két graf izomorf legyen, sziikséges (de nem elégséges) feltétele, hogy

ugyanannyi éliik legyen. Ekkor a két graf éleinek egyiittes szaima biztosan paros szam.

6
Mivel {J =15, ezért a 6 pontl teljes grafnak 15 éle van, amelyek nem oszthatdék két egyenld

szamu részre. {gy olyan 6 pontli egyszerii graf nem létezhet, amely izomorf a komplementerével.

4 és 5 pontu grafbol viszont 1étezik ilyen, példaul a kovetkezok:

A fenti abrakon folytonos vonallal jeloltiik az eredeti graf éleit, szaggatott vonallal pedig a komp-
lementer graf ¢éleit. A 4 pontl esetben mindkét graf egy-egy 3 hosszu utat alkot (amelyek nyilvan
izomorfak), az 5 pontu esetben pedig mindkét graf egy-egy 5 hossz kort alkot (amelyek szintén
izomorfak).

14. Ketten a kovetkezo jatékot jatsszak: adott n pont, amelyek koziil kezdetben semelyik ketté nincs
Osszekotve. A jatékosok felvaltva lépnek, minden 1épésben a soron kdvetkezd jatékos az n pont
kozil két tetszOlegesen valasztott kozé behuz egy élt. Az veszit, aki kort hoz létre. A kezdd vagy a
masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja, ha mindketten a lehetd legiigyesebben jatszanak?
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15.

16.

Megoldas:

Mivel mindkét jatékos el akarja keriilni, hogy kor keletkezzen, ezért feltételezhetjiik, hogy az adott
n ponton a behuzott élek altal alkotott graf a jaték soran végig (a vesztés pillanatat leszdmitva)
kormentes. Ameddig a graf nem 6sszefiiggd, addig mindig lehet Gigy behuizni egy jabb élt, hogy a
koérmentesség megmaradjon (hiszen ha két pont kiilonb6z6 komponensben talalhato, akkor a kozé-
jik behtizott él biztosan nem hoz létre kort). Viszont attdl a pillanattdl kezdve, amikor az adott
kormentes graf 0sszefliggdvé valik (azaz fa lesz), mar nem lehet ujabb élt behtizni tigy, hogy ne
keletkezzen kor. Vagyis az a jatékos nyer, akinek a 1épése utan a behuzott élek (az n pont mind-
egyikét tartalmazo) fat alkotnak, hiszen ekkor a masik jatékos a kdvetkezo ¢l behuizasaval biztosan
elvesziti a jatékot.

Mivel egy n ponti fanak n—1 éle van, ezért — feltételezve, hogy mindketten a lehet6 legiligyeseb-
ben jatszanak — az a jatékos nyer, aki az (n - 1) . élt behlizza. Paros n esetén ez a kezdo jatékos, pa-

ratlan n esetén pedig a masodik jatékos.

Egy faban csak két kiilonboz6 fokszam fordul el6: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-szer. Mi a
szoban forgd két fokszam?

BME Szamitastudomanyi Tanszék, zarthelyi feladat

Megoldas:

A vizsgalt fdnak 9+92 =101 csucsa van, igy ¢leinek szama 101-1=100, vagyis a faban szerepld
fokszamok 0Osszege 2-100=200. Tudjuk, hogy minden fdban van els6foku pont, ezért az egyik
eléforduld fokszam biztosan az 1. A masik fokszamot jelolje a. Két esetet kell megkiilonboztet-
niink aszerint, hogy az 1 és az a koziil melyik fordul el6 9-szer, illetve melyik 92-szer.

Ha az 1 fordul el6 9-szer, az a pedig 92-szer, akkor a fokszamok 6sszege 9-1+92-a =200, ahon-

199 . . . . .
nan a = o adodna, ami nem egész szam. Ez tehat nem lehetséges.

Ha az 1 fordul el6 92-szer, az a pedig 9-szer, akkor a fokszamok 6sszege 92-1+9-a =200, ahon-
nan a :% =12 adddik. Ilyen fa valdban létezik: ha elhelyeziink egy egyenes mentén 9 pontot,

amelyek koziil a szomszédosakat dsszekdtjiik egymassal, tovabba a két sz€lsé pontot még 11-11
masik, a hét koztes pontot még 10-10 masik els6fokt ponttal dsszekatjiik, akkor a kapott faban va-
l6ban 9 db 12-foku, illetve 2-11+7-10=92 db 1-foku pont lesz.

Vagyis a keresett két fokszam az 1 és a 12.
Igazoljuk, hogy ha egy faban van k-adfoku pont, akkor legalabb & db els6fokil pont van benne.

Megoldas:

Legyen 4 egy k-adfoku pont a fdban, szomszédjai pedig 4, 4,, 4;, ..., 4, . Ha elhagyjuk a fabol az
A pontot (a beldle kiindulo élekkel egyiitt), akkor az 4,, 4,, 4,, ..., 4, pontok mindegyike kiilon-

b6z6 komponensbe keriil (ellenkez6 esetben az eredeti graf tartalmazna kort). Ezen komponensek
mindegyike Osszefliggd és kormentes, azaz fa. Ha az 4, -t tartalmaz6 komponens egy egypontl fa,

akkor az 4; pont az eredeti grafban elséfoku (mivel csak 4-val szomszédos). Ha pedig az 4, -t tar-

talmazo komponens egy legalabb kétponta fa, akkor tartalmaz legalabb két els6foka pontot (pél-
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daul a faban szerepl6 (egyik) leghosszabb 1t két végpontjat), amelyek egyike biztosan kiillonbdzik
A -t6l. Ez a pont az eredeti grafban is elséfoku.

Vagyis az 4 pont minden szomszédjanak ,,iranyaban” taldlhatd legalabb egy elséfoku pont, igy
Osszesen legalabb & db els6fokl pont van a faban.

Egy internetszolgaltatonak o6t varos kozott négy egyenes vezetékszakaszbol allo halézatot kell
kiépitenie ugy, hogy az elektromos jel a vezetékeken barmelyik varosbol barmelyik varosba eljus-
son (a vezetékszakaszok mindig két varost kotnek 0ssze). A varosok elhelyezkedése olyan, hogy
semelyik harom nem esik egy egyenesbe. Hany kiilonb6z6 haldzat épithetd, ha a szigetelt vezeté-
kek keresztezhetik egymast?

Zrinyi llona Matematikaverseny 2007, 7. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

A feladat a grafok nyelvén fogalmazva arra kérdez ra, hogy 5 kiilonbozé (egymastol megkiilon-
boztetett) pont koz¢é hanyféleképpen huizhatd be 4 él ugy, hogy a kapott graf osszefliggd legyen.
Mivel egy n ponta, n—1 €l osszefliggd graf mindig fa, ezért a kérdés az, hogy ez az 5 kiilonb6zo
pont hanyféleképpen alakithato fava.

Ha a pontokat nem kiilonboztetnénk meg egymastol, akkor 5 ponton izomorfia erejéig a kovetkezod
haromféle fat tudnank megadni:

S A

(A fenti abrak nem a varosok tényleges elhelyezkedését mutatjak — hiszen a feladatban szerepelt,
hogy semelyik harom véros nem esik egy egyenesbe —, hanem annak a grafnak egy-egy lehetséges
lerajzolasat, amely a varosokbol és a kozottiik haladod vezetékekbdl all.)

Mivel most megkiilonboztetjiik a pontokat egymastol (legyen az 6t pont 4, B, C, D és E), ezért a
keresett fak szamat megkaphatjuk tgy, ha nem a régzitett 5 kiilonb6z6 pont kdz¢ huzunk be éleket,
hanem a fenti harom fa pontjaihoz helyezziik el az 4, B, C, D, E betiiket.

Az els6 esetben ezt izomorfia erejéig 5-féleképpen tehetjiik meg, hiszen csak az szamit, hogy a ko-
z¢pso (negyedfokt) ponthoz 4, B, C, D, E koziil melyik keriil.

!
A masodik esetben a pontok elhelyezésére %: 60 lehetoségiink van, hiszen az 4, B, C, D, E be-
tiiket 5!-féleképpen helyezhetjiik el tetszélegesen a pontokhoz, de a bal sz€ls6 és a felso elsdfoku
ponthoz tartozo betlit egymas kozott megceserélve izomorf megoldast kapunk.

!
A harmadik esetben szintén %: 60 -féle lehetséges elhelyezés adodik, hiszen 5!-féle tetszdleges

kitoltés létezik, am egy elhelyezést az abra kozépsé pontjan atmend, fliggbleges szimmetriaten-
gelyre tiikrozve vele izomorf megoldast kapunk (példaul az A-B-C-D-E és az E-D-C-B-A utak
izomorfak).

Vagyis 0sszesen 5+ 60+ 60 =125 -féle fa 1étezik, igy 125 kiilonb6z6 halozat épitheto.
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Megjegyzés: A feladatban azt kaptuk, hogy n =35 kiilonb6z6 pont 125-féleképpen alakithatd fava.
A problémat mas n értékekre megvizsgalva kapjuk, hogy 2 kiilonb6z6 pont 1-féleképpen, 3 kiilon-
b6z6 pont 3-féleképpen, 4 kiillonb6z6 pont 16-féleképpen, 6 kiilonbozé pont 1296-féleképpen ala-
kithato fava. Eszrevehetjiik, hogy 4 <n esetén a kapott értékek mind hatvanyszamok, mégpedig 4
pont esetén 47, 5 pont esetén 5°, 6 pont esetén 6* a lehetdségek szama. (Ez a szabaly a kisebb ér-
tékekre is miikddik: 2 pont esetén 2°, 3 pont esetén 3' lehetdséget kapunk.) A grafelméletben

Cayley tételeként ismert az az allitds, amely szerint n kiilénbozé pont n" > -féleképpen alakithatd
fava.

Egy cégnél 7 palyazo jelentkezett 6 iires munkahelyre (szdmozzuk ezeket 1-t6l 6-ig), koziilik né-
hanyan tobb helyre is: Aladar a 4-es, Béla a 3-as és 4-es, Csaba az 1-es, 2-es €s 6-0s, Dani a 2-es
¢és 5-0s, Erzsi az 1-es, 3-as, 5-0s €s 6-0s, Feri a 3-as és 4-es, Géza pedig a 3-as munkahelyre. Leg-
feljebb hany munkahely tolthetd be?

Megoldas:

A jelentkezéseket abrazolhatjuk egy olyan graffal, amelynek csucsai két részre oszthatok: palya-
zokra és munkahelyekre, €It pedig akkor huzunk be két cstics kdz¢é, ha az adott palyazo jelentkezett
az adott munkahelyre. (A kapott graf egy paros graf lesz, hiszen a csucsok két részre oszthatok
ugy, hogy minden ¢l e két rész kozott vezet.) Jeldljiik a palyazokat neviik kezddbetiijével (4, B, C,
D, E, F, G), a munkahelyeket pedig sorszdmukkal (1, 2, 3, 4, 5, 6). Ekkor a jelentkezési graf a ko-
vetkezo:

A B C D E F G

1 2 3 4 5 6

Mivel az 4, B, F, G csticsok szomszédjai kozott csak a 3, 4 csticsok szerepelnek, ezért biztos, hogy
e négy személy (Aladar, Béla, Feri és Géza) koziil kettdnek nem jut munkahely, hiszen négyiik
kozott legfeljebb csak a 3-as és a 4-es munkahely oszthato szét. Emiatt a 7 emberbdl legfeljebb 5-
nek juthat munkahely. Ez meg is valosithatd, példaul a kdvetkez6képpen (az abran vastagon jelol-
tiik, hogy kinek melyik munkahely jut):

A B C D E F G

1 2 3 4 5 6

A fenti elrendezésben Aladarnak a 4-es, Bélanak a 3-as, Csabanak az 1-es, Daninak a 2-es, Erzsi-
nek az 5-6s munkahely jutott. Kordbban belattuk, hogy 5-nél tobb embernek egyszerre nem juthat
munkahely, igy legfeljebb 5 munkahely tolthetd be.

Megjegyzés: Ez a feladat a grafelmélet azon teriiletéhez kapcsolodik, amely a grafok (azon beliil
is a paros grafok) parositasaival foglalkozik. A parositas élek egy olyan részhalmaza, amelyben
minden csucsbol legfeljebb egy ¢l indul ki (azaz minden csucsnak legfeljebb egy ,,parja” van). Pa-
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20.

ros grafok esetében a fenti megoldast altalanositja az tigynevezett Hall-feltétel, amely kimondja,
hogy ha nem jut minden cstcsnak par (azaz nem létezik teljes parositas), akkor mindig talalhato
csucsoknak egy olyan k elemil halmaza, hogy a veliik szomszédos csucsok halmaza k-nal kisebb
elemszamu.

Legyen a G egyszerli graf csticsainak halmaza {1; 2;3;.. 1023}. Az i és j (kiilonb6z6) csucsok
kozott pontosan akkor vezessen ¢l G-ben, ha i és j egyike osztdja a masiknak. Hatarozzuk meg,
legkevesebb hany kiilonb6z6 szinnel tudjuk kiszinezni G cstcsait tigy, hogy semelyik él két vég-
pontja se legyen azonos szindl.

Megoldas:

Tekintsiik a 10 elemi {1; 2; 4; 8;16; 32; 64; 128; 256; 512} halmazt! Mivel ennek barmelyik két

elemét kivalasztva az egyik osztdja lesz a masiknak, ezért e 10 elemnek megfeleld csticsok kozott
nem lehet két azonos szinli. Vagyis a grafban mar pusztan e 10 cstcs kiszinezéséhez 10 kiilonb6z6
szinre van sziikség.

Megmutatjuk, hogy 10 szin elegendé a szinezéshez. Szinezziik az 1. szinnel az 1-et, a 2. szinnel a
{2;3} -at, a 3. szinnel a {4; 5; 6; 7} -et, és igy tovabb, a 10. szinnel az {512; 513; ...; 1023} halmaz

elemeit. Ekkor a k-adik szinnel a [2"'1; 2* —1] halmazban szerepld egész szamokat szineztiik. Ha

kivesziink ebbdl a halmazbdl két tetszéleges kiillonbozo egész szamot, akkor a nagyobbik biztosan

kisebb, mint a kisebbik 2-szerese (hiszen mar 2"~ duplaja sem szerepel ebben az intervallumban),
emiatt a kisebb nem lehet osztoja a nagyobbnak. Tehat ez a szinezés megfeleld, hiszen az azonos
szinti pontok k6zott nem vezet ¢l a grafban.

Vagyis legkevesebb 10 szinnel tudjuk kiszinezni a G graf csticsait.

Megjegyzés: Azt a legkisebb szamot, ahany szinnel egy graf csticsai ilyen modon kiszinezhetdk, a
graf kromatikus szamanak nevezik.

Az 1,2, ..., 100 szamoknak egy részhalmaza olyan tulajdonsagt, hogy egyetlen elemének sem tar-
talmazza a hdromszorosat. Legfeljebb hany elemt lehet egy ilyen részhalmaz?

Medve Szabadtéri Matematikaverseny 201 1.

Megoldas:

Osszuk az 1, 2, ..., 100 szamokat csoportokba ugy, hogy minden csoportban az egymas utan ko-
vetkez6 szamok rendre az el6z6 szam haromszorosai legyenek. Ekkor a kovetkezd csoportokat
kapjuk:

5 elemti csoport: 1, 3,9, 27, 81 (1 db)
4 elemi csoport: 2, 6, 18, 54 (1 db)
3 elemti csoport: 4, 12,36 / 5,15,45 / 7,21,63 / 8,24,72 / 10,30,90 / 11,33, 99 (6 db)

2 elem csoport: 13,39 / 14,42 / 16,48 / 17,51 / 19,57 / 20,60 / 22,66 /
23,69 / 25,75 / 26,78 / 28,84 / 29,87 / 31,93 / 32,96 (14 db)

1 elemi csoport: 34 / 35 / 36 / ... /100 (45 db)

Az 5 elemii csoportbol legfeljebb 3 elemet valaszthatunk be a részhalmazba (1, 9, 81). A 4 elemi
csoportbol legfeljebb 2 elemet valaszthatunk be (2, 18, illetve 6, 54). A 3 elemii csoportokbol leg-
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feljebb 2-2 elemet valaszthatunk be (4,36 / 5,45 / 7,63 / 8,72 / 10,90 / 11, 99). A 2 elemii
csoportokbol legfeljebb 1-1 elemet valaszthatunk be (példaul mindegyikbdl a kisebbet). Végiil az 1
elemil csoportok mindegyikét bevalaszthatjuk.

fgy a vizsgalt részhalmazba legfeljebb 3+2+6-2+14+45="76 elemet valaszthatunk be.

Megjegyzés: Tekintsiik azt a grafot, amelynek csticsai az {1; 2; ...; 100} szamok, és két csucs ko-

z0tt pontosan akkor vezet él, ha az egyik hdromszorosa a masiknak. A fenti feladatban ebben a
grafban akartunk minél tobb olyan csucsot kivalasztani, hogy semely két kivalasztott cstics kdzott
ne fusson €l (a csucsok ilyen tulajdonsagu részhalmazat fiiggetlen csticshalmaznak nevezik).
Amennyiben a graf cstcsait kiszinezzik az el6z6 feladatban szereplé modon (tehat tigy, hogy se-
melyik €l két végpontja se legyen azonos szinii), akkor minden egyes szin esetében az azonos szi-
ni csucsok fiiggetlen csticshalmazt alkotnak.

Artir kirdly udvaraba hivatalos vendégségbe néhany lovag. Barmely két lovag vagy barat, vagy
ellenség (a viszonyok kolesondsek, és az id6 mulasaval nem valtoznak). Egy korabbi vendégség
soran ugyanezek a lovagok le tudtak iilni két asztal mellé tigy, hogy az egy asztalnal iil6k mind ba-
ratai voltak egymasnak. A mostani vendégség soran a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezé-
siik utan minden érkez6 leiilt az egyik olyan asztalhoz, ahol nem {ilt ellensége; az ilyen asztalok
koziil azt valasztva, ahol a legtobb baratja iilt (ha egyetlen megfelel6 asztal sem volt, akkor az ér-
kezé természetesen 0j asztalhoz iilt). gy 6sszesen 12 asztal mellé iiltek le lovagok. Legalabb hany
lovag érkezett a vendégségbe?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, I11. kategoria, donté

Megoldas:

Tekintsiik azt a grafot, amelynek cstcsai a lovagok, és két csucs kdzott pontosan akkor vezet €l, ha
a megfeleld lovagok ellenségek. Tudjuk, hogy e graf cstucsai két szinnel kiszinezhetk tigy, hogy
semelyik ¢l két végpontja se legyen azonos szinil (a két szin a korabbi vendégség két asztalanak
feleltethet6 meg), vagyis az emlitett graf egy paros graf. Legyenek az els6 szinnel szinezett csu-
csok (vagyis a korabban az els6 asztalndl iil6 lovagok) E,, E,, ..., E,, a méasodik szinnel szinezett

csucsok (vagyis a kordbban a masodik asztalnal ild lovagok) pedig M, M,, ..., M, . Ekkor a graf
minden ¢éle egy E-beli és egy M-beli csucs kdzott halad.

Eldszor megmutatjuk, hogy a graf csucsainak szdma (vagyis a + b értéke) lehet 22. Ehhez legyen
a=b=11,és minden 1<i, j<11, i# j esetén vezessen ¢él E, és M ; ko6zott, tovabba huzzuk be

még az E, M, ¢éltis. (Ekkor ez a graf majdnem egy teljes paros graf, csupan az E.M, élek hia-
nyoznak beléle 1<i<10 esetén.) Ha a lovagok E, - M, —-E,-M,—..—E,-M,,—E,, —M,, sor-

rendben érkeznek, akkor az {iltetés a kovetkezo lesz:

e FE, és M, az els6 asztalhoz iil.

e [, és M, amdsodik asztalhoz {il, hiszen mindkettdjiiknek van ellensége az els6 asztalnal,

viszont egymasnak baratai.

e FE, és M, aharmadik asztalhoz iil, hiszen mindkettdjiiknek van ellensége az els6 két asz-

tal mindegyikénél, viszont egymasnak baratai.

e [Ezigy ismétlodik egészen addig, amig E,, és M,, a tizedik asztalhoz iil, hiszen mindket-

téjiiknek van ellensége az elso kilenc asztal mindegyikénél, viszont egymasnak baratai.
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23.

e FE,, atizenegyedik asztalhoz iil, hiszen az elsd tiz asztal mindegyikénél van ellensége.

e M, a tizenkettedik asztalhoz iil, hiszen az elsé tizenegy asztal mindegyikénél van ellen-
sége.
Ezzel belattuk, hogy a +b értéke lehet 22.

Most megmutatjuk, hogy a+b>22. Legyen a tizenkettedik asztalhoz leiilé egyik lovag példaul
E-beli (amennyiben M-beli, a bizonyitas hasonléan miikddik). Mivel a tizenkettedik asztalhoz iilt
le, ezért az elsé 11 asztal mindegyikénél iil M-beli lovag, vagyis b>11. gy a tizenegyedik asztal-
nal is il M-beli lovag, emiatt az els6 10 asztal mindegyikénél kell iilnie E-beli lovagnak, akik a ti-
zenkettedik asztalnal {il6 E-beli lovaggal egyiitt mar szintén legalabb 11-en vannak, azaz a>11.
Tehat a +b értéke mindig legalabb 22.

Vagyis legalabb 22 lovag érkezett a vendégségbe.

Egy tudomanyos kutatasban n tudos dolgozik egyiitt. Barmely két tudos elére megallapodik, hogy
egymas kozt milyen nyelven leveleznek a kutatds négy hivatalos nyelve koziil. A levelezés oda-
vissza ugyanazon a nyelven torténik két tudods kozott. Egy tudost akkor neveziink szervezonek, ha
legalabb 4 masikkal ugyanazon a nyelven levelezik. Legfeljebb mekkora lehet n, ha nincs koztiik
szervezd?

OKTV 2014/2015; 1. kategoria, 2. fordulo

Megoldas:

Tekintslik azt az n pontu teljes grafot, amelynek csucsai a tudosok, ¢€lei pedig négy régzitett szin
valamelyikével vannak szinezve aszerint, hogy a megfeleld két tudos melyik nyelvet hasznalja az
egymas kozti levelezésben. Ha nincs a tudosok kozott szervezo, akkor minden csucsbol legfeljebb
3 azonos szinil ¢l indulhat ki. Emiatt minden cstcs foka legfeljebb 4-3=12 lehet, azaz n értéke
nem lehet 13-nal nagyobb.

Ha n =13 lenne, akkor minden csticsbol mind a négy szinti é1bdl pontosan 3-3 indulna. Ekkor, ha
csak az egyik szinii éleket vizsgaljuk, az adott szinre vonatkozoan 13 db harmadfok csucsa lenne
a grafnak, ami nem lehetséges, hiszen igy a fokszamdsszeg 13-3 =39, ami paratlan. Tehat n értéke
nem lehet 13.

Megmutatjuk, hogy n=12 lehetséges, igy ez lesz a valasz a feladat kérdésére. A graf csucsai le-
gyenek 4, 4,, 4, 4,, B, B,, B;, B,, C,, C,, C,, C,. Az 4 betlis csucsok kozotti élek legyenek pi-
rosak, a B betlisek kozottiek kékek, a C betlisek kozottiek pedig sargak. Ha két csucs betiijele kii-
16nb6z6, de indexe azonos, akkor legyen a kozottiik futd él szine zold. Ha pedig i # j, akkor le-

gyen az 4B, €l sarga, az 4,C; ¢l kék, miga B,C; ¢l piros. Ekkor minden pontbol 2 z6ld €l, to-
vabba 3-3 piros, kék, illetve sarga €l indul, ez tehat j6 megoldas.

Vagyis n értéke legfeljebb 12 lehet.

Legyen G egy tetszOleges 6 pontu egyszeri graf. Igaz-e, hogy G vagy G komplementere biztosan
tartalmaz haromszoget?

Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1947.
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Megoldas:

A feladat atfogalmazhat6 a kovetkezoképpen: Egy 6 pontu teljes graf minden élét pirosra vagy
kékre szineztiik. Igaz-e, hogy biztosan tartalmaz a graf olyan haromszdget, amelynek minden olda-
la azonos szini? (A teljes grafban szinezziik pirosra az eredeti feladatban szerepld G graf éleit,
kékre pedig a G grafbol hianyzo éleket, vagyis a G komplementerében szerepld éleket.)

Megmutatjuk, hogy az allitas igaz. Vegyiik a teljes graf egy tetszéleges A csucsat. Ebbdl 5 €l indul
ki, amelyek kozott a skatulya-elv miatt biztosan talalhaté 3 egyforma szinii. Az altalanossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek az AB, AC és AD ¢élek, és piros szinliek. Tekintsiik most a
B, C és D pontok kozott futd éleket! Ha ezek barmelyike piros szinii, akkor a grafban van piros ha-
romszog (ha példaul a BD ¢él piros, akkor az ABD haromszdg minden oldala piros). Ha viszont
egyik sem piros szinii, akkor mindegyik kék, és igy a grafban van kék haromszog (a BCD harom-
sz0g). Ezzel belattuk, hogy a feladat allitasa mindig teljesiil.

Megjegyzés: 5 pontu graf esetén az allitds még nem feltétleniil teljesiil: egy 5 pontl kér komple-
mentere is 5 pontu kor, és e két graf egyike sem tartalmaz haromszoget. Tehat a 6 a legkisebb
olyan szam, ahdny ponta grafra teljesiil az allitas.

Megjegyzés: Ez a feladat az ugynevezett Ramsey-tételekhez kapcsolodik. R (a, b) -vel jeloljik azt
a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre igaz, hogy ha egy n pontu teljes graf éleit tetszélege-
sen kiszinezziik piros és kék szinnel, akkor a kapott szinezésben biztos lesz egy a pontu teljes piros
részgraf vagy egy b pontu teljes kék részgraf. A mostani feladatban azt bizonyitottuk be, hogy
R (3, 3) <6, az utana kovetkez megjegyzést felhasznalva pedig R(3, 3) =6 adodik.

17 tudds Osszesen 3 témardl folytat levelezést, barmely kettd pontosan egyrdl. Mutassuk meg,
hogy van koztiik harom, akik paronként ugyanarrol leveleznek.

Nemzetkdzi Matematikai Diakolimpia 1964.

Megoldas:

Tekintsiik azt a 17 ponta teljes grafot, amelynek pontjai az egyes tudosok, élei pedig haromféle
szintiek, annak megfelel6en, hogy az adott két tudos melyik témarol levelezik (legyenek a szinek
példaul piros, kék és zold). Feladatunk megmutatni, hogy ebben a grafban tetszéleges szinezés
esetén talalhatd egyszinii haromszog.

Vegylik a graf egy tetszoleges A csticsat. Ebbol 16 €l indul ki, amelyek kozott a skatulya-elv miatt
biztosan talalhat6 6 egyforma szinli. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek az
AB, AC, AD, AE, AF és AG élek, és piros szintiek. Tekintsiik most a B, C, D, E, F és G pontok ko-
zott futo éleket! Ha ezek barmelyike piros szintl, akkor a grafban van piros haromszog (ha példaul
a BD ¢l piros, akkor az ABD haromszog minden oldala piros). Ha viszont egyik sem piros szint,
akkor a B, C, D, E, F, G pontok kozott futo élek mindegyike kék vagy zold szinti. E hat pontra al-
kalmazva az el6z6 feladat eredményét, azt kapjuk, hogy ekkor kozottiik biztosan lesz kék vagy
z06ld haromszog. Ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzés: A Ramsey-témakdrben e feladat eredményét R(3, 3, 3) <17 modon jelolik. Belat-
hatd, hogy 16 ponti teljes grafra még nem feltétleniil teljesiil az allitas, amibdl R(3, 3, 3) =17 is
kovetkezik.
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25.

26.

Anna tarsasjatékozni hivja 19 legjobb baratndjét. Kissé csalddottan veszi €szre: a 20 résztvevobol
egyetlen négyfos csapatot sem tudnak ugy alakitani, hogy a kvartettben mindenki mindenkit ismer-
jen mar korabbrol. Van-e biztosan négy olyan lany a tarsasagban, akik egyaltalan nem ismerték
eddig egymast?

Megoldas:

Tekintsiik azt a 20 ponti teljes grafot, amelynek pontjai a jatékdélutan résztvevoi, élei pedig kétfé-
le szintiek, annak megfelelden, hogy az adott két résztvevd ismeri-e egymast (ezt jeldlje piros szi-
nt él) vagy nem (ezt jelolje kék szinti €1). Tudjuk, hogy ebben a grafban nincs 4 ponta piros teljes
részgraf. A feladat azt kérdezi, hogy ekkor van-e benne biztosan 4 pontt kék teljes részgraf.

Megmutatjuk, hogy ilyen részgraf biztosan van a graftban. A feladatot altalanosabban latjuk be: azt
igazoljuk, hogy ha egy 20 ponti teljes részgraf éleit tetszélegesen pirossal és kékkel szinezziik,
akkor valamelyik szinbdl lesz benne 4 pontu teljes részgraf. (Ebbdl mar kovetkezik a bizonyitando

allitas, hiszen ha valamelyik szinbdl szerepel 4 pontu teljes részgraf, de tudjuk, hogy piros szinbdl
nem, akkor kék szinbdl nyilvan igen.)

Vegylik a graf egy tetszoleges A csticsat. Ebbol 19 €l indul ki, amelyek kozott a skatulya-elv miatt
biztosan talalhatd 10 egyforma szinii. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek
az élek piros szinliek. Az élek A-t6] kiilonb6zd végpontjait jelolje 4, 4,, ..., 4,. Feladatunk
megmutatni, hogy az 4,, 4,, ..., 4, pontok éaltal meghatarozott teljes részgrafban szerepel 4 ponta
kék teljes részgraf vagy 3 pontu piros teljes részgraf (ez utdbbi esetben ez a 3 pont az 4 ponttal

egylitt egy 4 pontu teljes részgrafot alkot).

Vizsgaljuk meg e részgrafban az 4, pontbdl kiindulo 9 élt! Két esetet fogunk megkiilonbdztetni:

(1) 4, -bdl kiindul legalabb 4 piros ¢l. Ekkor, ha ezen élek végpontjai kozott vezet piros €l (példaul
az A A, és az A A, piros élek 4, és A, végpontjai kozott), akkor e két végpont 4, -gyel egyiitt
(az elobbi példaban 4,, 4, és A4, ) egy 3 pontl piros teljes részgrafot alkot.

(2) 4, -bdl legfeljebb 3 piros él, vagyis legalabb 6 kék €l indul ki. Ekkor a kék élek végpontjai altal
meghatarozott, legalabb 6 ponti teljes részgrafban — a korabbi feladatok eredménye alapjan — biz-
tosan van egyszinii 3 pontu teljes részgraf. Amennyiben ez piros szinii, az nekiink elegendo.
Amennyiben ez kék szinli, akkor e hdrom pont 4, -gyel egyiitt egy 4 ponta kék teljes részgrafot al-

kot.

Ezzel az allitast belattuk, igy Anna jatékdélutanjan biztosan van négy olyan lany, akik addig még
nem ismerték egymast.

Megjegyzés: A Ramsey-témakdrben e feladat eredményét R(4, 4) <20 modon jelolik. Belathato,
hogy a 18 pontt teljes graf a legkisebb graf, amelyre teljesiil az allitas, igy R(4, 4) =18.

Egy konvex test mind a 6 csticsaban 4 egybevago szabalyos haromszoglap talalkozik. Tekintsiik
most azt a grafot, amelynek csucsai és €lei a megadott test csucsai, illetve élei. Ezt a grafot szeret-
nénk gy lerajzolni a sikba, hogy az élek csak csicsokban talalkozzanak, mashol ne keresztezzék
egymast. Hany részre osztja a sikot az igy lerajzolt élhalo-graf?

22



27.

Megoldas:

Ha a vizsgalt test d haromszoglapbol all, akkor — mivel minden haromszoglapot 3 oldal hatarol — e
lapokat Gsszesen 3d ¢l hatarolja. Am ekkor minden élt kétszer szamoltunk, vagyis a test éleinek

szama % A test mind a 6 cstcsaba 4 €l fut be, igy ezeket csucsonként megszamolva 6-4 =24 -et
kapunk, ami az élek szamanak kétszerese (hiszen minden élt mindkét végpontjanal megszamol-
tunk). Tehat % = 2—24 ,innen d =8 darab szabalyos haromszoglap hatarolja a testet, éleinek szama

pedig 12. Ez a test éppen a szabalyos oktaéder. (A konvex, sokszoglapokkal hatarolt testekre igaz
Euler poliéder-tétele, amely szerint a csticsok és a lapok szamanak 0sszege 2-vel nagyobb az élek
szamanal. Ezt a mostani esetre is ellendrizhetjiik: 6+8=12+2.)

A testbdl készitett graf lerajzolasat megkaphatjuk példaul ugy, hogy a testet az egyik haromszog-
lapjara allitjuk, amelyet kellden felnagyitunk, majd a tobbi élt a felnagyitott lap sikjaba vetitjiik.
fgy a kovetkez6 abran lathato lerajzolast kapjuk.

Megfigyelhetjiik, hogy a keletkez6 grafban az egyes sikrészek megfelelnek az oktaéder egy-egy
lapjanak (beleértve a kiils6, végtelen siktartomanyt is, amelyet az oktaéder felnagyitott lapjanak fe-
leltethetiink meg). fgy a 8 lapu konvex testbél készitett graf lerajzolasa éppen 8 részre osztja a si-
kot.

Megjegyzés: Az olyan grafokat, amelyek lerajzolhatéak a sikba éleik keresztezddése nélkiil,
sikbarajzolhat6 grafoknak nevezik, a keletkezd sikrészeket pedig tartomanyoknak vagy lapoknak
hivjak. Belathato, hogy minden 0sszefiiggd sikbarajzolhato grafra is igaz Euler tétele: a csticsok és
a lapok szamanak 6sszege 2-vel nagyobb az élek szamanal.

Megjegyzés: Minden konvex poliéder (sokszoglapokkal hatarolt test) sikbarajzolhaté grafot hata-
roz meg, igy amikor ezen poliéderek csticsairol, éleirdl, lapjairdl beszéliink, akkor gondolhatunk a
megfeleld sikbarajzolt graf csucsaira, €leire, lapjaira is.

Egy 20 cstcsu konvex poliédernek 12 lapja van. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk,
hogy ez a szam minden lapra azonos?

Megoldas:

Euler tételébol tudjuk, hogy a csucsok és a lapok szamanak Osszege 2-vel tobb az élek szamanal,
igy a poliédernek 20+12—2 =30 ¢éle van. Ha minden lap d oldalu sokszdg, akkor a hatarolé olda-
lakat laponként megszamolva 12d -t kapunk. Ekkor minden ¢t kétszer szdmoltunk (hiszen minden
¢l két szomszédos lapot hatarol), vagyis 12d =60, ahonnan d =5. Tehat a test minden lapja 6t-

23



szoglap. Ilyen test valoban 1étezik, példaul a szabalyos dodekaéder, amelyet 12 darab szabalyos 6t-
sz0g hatarol.

28. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszdg, és minden csticsaban pontosan harom lap
talalkozik. Mennyi a négyszog- €s nyolcszdglapok szdmanak kiilonbsége?

Megoldas:

Jelolje a test csticsainak szamat n, éleinek szamat e, lapjainak szamat /. A négyszdglapok szamat

jeldlje a, a nyolcszoglapok szamat pedig b (vagyis / =a+b). Ha minden lapon megszamoljuk a

hatarolé oldalakat, akkor a test minden élét kétszer szamoltuk, vagyis 2e =4a+8b. Ha minden

csucsban megszamoljuk az ott végzddo éleket, akkor is minden élt kétszer szamoltunk, vagyis
8

2e¢ =3n . Az eddigiekbdl azt kapjuk, hogy e=2a+4b, illetve n= %e = %a + Eb .

Euler tétele alapjan tudjuk, hogy n+[/=e+2, vagyis ga + %b +a+b=2a+4b+2. Innen rende-

z¢€s €s beszorzas utan 7a+11b=6a+12b+ 6, majd pedig a —b =6 adodik. Tehat a testnek 6-tal
tobb négyszoglapja van, mint nyolcszoglapja. Ilyen test valoban 1étezik, erre példa egy szabalyos
nyolcszog alapt hasab, amelynek minden éle azonos hosszusagu.

29. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan Osszefiiggd, egyszert, sikbarajzolhato graf 1étezik, amely-
nek minden csucsa 6todfoka.

OKTV 1995/1996, IlI. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:

Egy ilyen megfeleld grafot kaphatunk példaul az ikozaéder élhalojanak alabbi sikbarajzolasaval:

Ha két ugyanilyen grafot egymas mellé tesziink, egy-egy ,.kiils6” csucsukat €s annak kornyékét le-
vagjuk, tovabba az ott végz6do 5-5 élt egyesével ,,0sszevarrjuk”, akkor egy nagyobb ilyen tulaj-
donsagu grafot kapunk. Az ,,0sszevarrast” a kovetkezo két abra szemlélteti:



30.

A nagyobb graf pedig a kdvetkezd:

Az eljarast tetsz6leges szamban megismételve valdban végtelen sok megfeleld grafot kapunk.

Medvefold varosait 12 busztarsasag jaratai kotik 6ssze (mindegyik tarsasag lizemeltet legalabb egy
jaratot). Barmely két varos kozott pontosan egy buszjarat kozlekedik, és akarhogyan valasztunk ki
harom varost, a koztiik 1évé harom buszjaratot vagy ugyanaz a tarsasag lizemelteti, vagy mind-
harmat kiilonb6z6. Mutassuk meg, hogy Medvefoldon a varosok szama nem lehet tobb 121-nél.

Medve Szabadtéri Matematikaverseny 2015. évi feladata alapjan

Megoldas:

Ha Medvefoldon n varos van, akkor feladatunk egy n cstucsu teljes graf éleit 12 szinnel ugy kiszi-
nezni, hogy barmely harom csucsot valasztjuk is ki, az altaluk meghatarozott haromszognek vagy
mindharom oldala azonos, vagy mindharom oldala kiilonb6z6 szinii legyen.

Megmutatjuk, hogy n>122 esetén nem létezhet ilyen szinezés. Tegylik fel ugyanis, hogy G egy
legalabb 122 csticsu teljes graf, amelynek élei a feltételeknek megfelelden ki vannak szinezve.
Legyen a graf egyik csticsa 4. Mivel A-bol legalabb 121 ¢l indul ki, amelyek 12 szinnel vannak
szinezve, igy a skatulya-elv miatt van olyan szin, amelyik legalabb 11-szer fordul elé az A4-bol
kiindul6 élek kozott. Tegylik fel, hogy ez a szin a piros, és legyenek az 4-bol kiindulo piros élek
végpontjai B,, B,, ..., B, (amennyiben 11-nél tdbb piros €l indulna ki 4-bol, akkor elég koziilik
tetsz6leges 11 rogzitett élt vizsgalnunk). A feltételek miatt ekkor a B, B,, ..., B;, pontok kozotti
élek is piros szinfiek (hiszen példaul az 4B, B, hdromszogben az 4B, és az AB, élek pirosak, igy
a BB, élnek is pirosnak kell lennie), vagyis az 4, B,, B,, ..., B,, pontok a piros szinii élekre nézve
egy 12 pontu teljes részgrafot alkotnak.

Tudjuk, hogy A4-bdl indul ki nem piros €l is (ellenkezd esetben a G graf 6sszes éle piros lenne, ami
nem lehetséges). Tegyiik fel, hogy C olyan csucs, amelyre az AC él nem piros, hanem példaul kék.
Ekkor az 4B,C, AB,C, ..., AB,,C haromszdgek mindegyikének van egy piros és egy kék oldala,

emiatt a harmadik oldaluk nem lehet se piros, se kék. Tehat a B,C, B,C, ..., B,,C élek se nem piro-
sak, se nem kékek. Allitjuk, hogy a BC, B,C, ..., B,,C ¢élek szine egymastol is kiilonbozo. Valo-
ban, ha példaul B,C és B,C azonos szinli (mondjuk z6ld) lenne, akkor a B, B,C haromszognek
két zold és egy piros éle lenne, ami nem lehetséges. Tehat a B,C, B,C, ..., B,,C élek mind kiil6n-

b6z6 szintiek, ez 11 olyan kiilonboz6 szint jelent, amelyek a pirostol €s a kéktdl is kiilonboznek.
De ekkor a graf éleinek szinezéséhez mar legalabb 13 szint hasznaltunk volna, ami nem lehetsé-
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ges. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy n>122 esetén nem létezik a kivant szinezés, vagyis a
varosok szdma nem lehet tobb 121-nél.

Megjegyzés: Felsébb matematikai eszkdzokkel (példaul az tigynevezett 11 elemi véges testben
szamolva) adhato megfeleld szinezés n =121 esetén, vagyis a varosok szama lehet 121.
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