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Fiiggvényhatarérték-szamitas

I. Fiiggvények véges helyen vett véges hatarértéke

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az | intervallumon. Az f fiiggvény alulrol korlatos az
| intervallumon, ha van olyan k valés szam, melyre f(x) >k, ha X € |. Az f fiiggvény feliilr6l korlatos
az | intervallumon, ha van olyan K valds szam, melyre f(x) <K, ha X € |. Az f fiiggvény korlatos az

I intervallumon, ha alulrol és feliilrol is korlatos.
. J

Megjegyzés:

A fenti definicidhoz hasonloan definialhato valamely ponthalmazon [alulrdl, illetve feliilr6l] korlatos
fiiggvény, azzal a kiilonbséggel, hogy ott a ponthalmaz elemeire kell megkdvetelniink a megfeleld
egyenl6tlenségek teljesiilését. A sorozatoknal latott korlatossaghoz hasonloan itt is igaz, hogy az f fiigg-
vény akkor és csak akkor korlatos az I intervallumon, ha van olyan K valos szam, hogy minden X € | -

re |f(x)|<K.

Fiiggvény hatarértéke definicié I. Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve az (a —w,a + o) \{a}

halmazon [a tetsz6leges valds szam, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban
hatarértéke és ez az A valds szam, ha minden & >0 szamhoz létezik olyan 8 >0 valds szam, hogy

minden esetben, amikor 0 <| x—a | <3 teljesiil, fennall | f(x)— A< ¢ is. Jeldlés: im f(x) = A.
X—a

.

Megjegyzések:

1. A fenti definici6 azt mondja ki, hogy az f fliggvény hatarértéke a-ban A, ha minden olyan esetben,
amikor x kozel van a-hoz, f(x) kozel van A-hoz. Azért g-hoz kell valasztanunk 6-t, mert azt akarjuk
elérni, hogy ha A-t nevezziik hatarértéknek, akkor a fiiggvényértékek tetsz6legesen kozel keriilhessenek
hozza; ennek altalaban az a feltétele, hogy X kozel legyen a-hoz, de persze vannak kivételek. Ha forditva
mondanank ki a definiciot, akkor nem tudnank garantalni, hogy x-szel a-hoz kozelitve a fiiggvényérté-
kek is kozel legyenek A-hoz.

2. A definicié azt mutatja, hogy a fliggvény hatarértékének egy adott pontban valo kiszdmitasakor ér-
dektelen, hogy a fliggvény azon a konkrét helyen, ahol a hatarértéket szamitjuk, mit csinal; még azt sem
koveteljiik meg, hogy abban a pontban értelmezve legyen. A vizsgalat targya az, hogy a pont egy kor-
nyezetében miként viselkedik egy fiiggvény, illetve X értékével a ponthoz kdzelitve milyen tulajdonsagai
vannak.

( 14
Példa:
Legyen f(x)=X, és a tetsz6leges valds szam. Megmutatjuk, hogy lim f(x)=a.
X—a
Nyilvanvalo, hogy az f fiiggvény minden intervallumon értelmezve van. Legyen € >0 valos szam.
Ekkor 8 =¢-ra teljesiil, hogy 0<|x—a|<3 esetén |f(x)—a|<e, hiszen |f(x)—a|=|x—a] és

d=¢,azaz 0<|x—a|=|f(x)-a|]<d=¢.




Fiiggvény hatarértéke (Heine-féle) definicié II. Legyen az f :R — R filiggvény értelmezve az
(a—m,a+w)\{a} halmazon [a tetszéleges valos szam, o tetszéleges pozitiv valos szam]. Az f fugg-
vénynek létezik a-ban hatarértéke és ez az A valos szam, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke

a, de egyik tagja sem egyenl6 a-val, az f(x,) sorozat hatarértéke A.

Megjegyzés: A két definicio ekvivalenciajat az ,,atviteli elv’-ként ismert tétel mondja ki. Az ,,atviteli-
elv” elnevezés arra utal, hogy a masodik definicio segitségével a sorozatok hatarértékére megallapitott
tulajdonsagokat alkalmazhatjuk a fiiggvények hatarértékére vonatkozoan is.

A 11. definicio segitségével konnyebben hatarozhatjuk meg a fliggvények hatarértékét, mint az 1. defini-
ci6 segitségével, ezért a tovabbiakban a II. definicidt vessziik alapul, és ennek megfelelden késziilnek a
feladatok megoldasai, illetve a tovabbi definiciok is.

Példak:

"

~

Legyen f(x)=x?, és a tetszleges valds szam. Ekkor az f fiiggvénynek minden a esetén van hatar-

értéke, és ez a hatarérték a®, mert minden x, — a sorozatra f(x,)=x; — a’.

2. Legyen f(x)=sin 1 ,ha x#0, éslegyen f(0)=0.Ekkorazffiiggvénynek az a =0 helyen nincs
X
hatarértéke. Ennek bizonyitasahoz vegyiik az alabbi sorozatokat:

« - 1 y. = 1
n—"  _ 1 Yn—
2n7z'+7£ 2n71'—z
2 2

. 1 .1 .
Teljesiil, hogy x, — 0 és y, — 0, tovabba sin — =1 és sin — = —1. Tehat a definici6 értelmében
Xn Yn

az f(x) fuggvénynek nem lehet a 0-ban hatarértéke, mert talaltunk két sorozatot, melyek 0-hoz tarta-
\_ nak, de a hozzajuk tartoz6 fiiggvényértékek sorozatanak hatarértéke nem egyezik meg. )

Kidolgozott feladatok:

4 N\

1. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezo fiiggvényhatarértékek!

X% +3x+2 . 3x% —3x+2
a) fim =T b) fim 3¢ =3X+2
=0 X°+X+1 x=>2 X°—X+1
Megoldas:
2 2
: L e e XTH3X+2 L X, +3X, +2
a) Az a=0 helyen vizsglva a fliggvény hatarértékét lim ————= lim —————— ahol
00 XS+ x+1 e x “4x, +1

X, — 0. A sorozatok hatarértékére és a miiveletekre vonatkozo tételek szerint a tort szamlaloja

2-h6z, nevezdje 1-hez tart, ezért a hanyados sorozat hatarértéke 2. (A szamitas tetszOleges
X, — 0 sorozat esetén érvényes.)



_3x% - 3x,7 -3x, +2
b) lim 3X2 3XJFZ:Ilm " 1
22 X —X+1 e x % —x, +1

, ahol x, — 2. A sorozatok hatarértékére és a miivele-

tekre vonatkozo tételek szerint a tort szamlaldja 3-22 —3-2+2=8-hoz, nevezdje
2% — 2+ 2 =4-hez tart, ezért a hanyados sorozat hatarértéke 2. (A szamitas tetsz6leges X, =2

sorozat esetén érvényes.)

2. Vizsgaljuk meg a szamlalo €s a nevezd szorzattd alakitasaval, hogy 1éteznek-e a kdvetkezo fligg-
vényhatarértékek!

X’ +Xx-6  x?>+2x-8 X3 —x?—7x+3
a) lim ————— b) lim —————— c) lim —————
x->2 X° +5x-14 x>-4 X +8x +16 x=>3  2X° —7X+3

Megoldas:

a) Vegyiink egy tetszbleges x, —>2 (x,#=2) sorozatot. Ekkor xn2 +X,-6—>0 ¢és

xn2 +5X, —14 — 0, tehat a hanyados hatarértéke nem meghatarozott, igy a tortben szerepl6 al-

gebrai kifejezéseket at kell alakitanunk. A szorzattd alakitashoz felhasznalhatjuk, hogy a szam-
laloban és a nevezdben szerepld kifejezések gyoke a 2.

XX+x-6 . (x—=2)(x+3) . x+3

im — = lim = lim .

x>2 X +5x—14 x-2(X—-2)(X+7) x>2X+7
3 . X, +3 5

- . X+
Tekintsiik a tetsz6leges x, —2 (X, = 2) sorozatot, ekkor lim —— = lim =—,
Xx>2X4+7 noex +7 9

b) Az eldzé feladathoz hasonldan tetszéleges x, — —4 (X, #—4) sorozat tortbe helyettesitésével

a szamlaloban és a nevezdben is 0-hoz tarto sorozatot kapunk. Alakitsuk szorzatta tehat a neve-

2 — — —
zOt és a szamlalot is: lim X" +2x-8 = [im (x+4)(x-2) = [im X=2 . Alkalmazva a defini-
x>-4 x2 48X +16 >4 (X+4)(X+4) o4x+4

ciot tetszleges x, ——4 (X, #—4) sorozatra: ha létezik a keresett hatarérték, akkor
L oX=2 . X, =2
lim = lim —*
x>-4X+4 nowx +4

. A szamlal6 —6-hoz, a nevez6 viszont 0-hoz tart. Ha az x, sorozat fe-

liilrél tart —4-hez, akkor a nevezd pozitiv és 0-hoz tart, tehat a tort hatarértéke —oo, ha az x,

sorozat alulrdl tart —4-hez, akkor a nevezd negativ €s 0-hoz tart, tehat a tort hatarértéke +oo.
Ekkor viszont nem teljesiil, hogy minden —4-hez tartd sorozatra ugyanaz legyen a helyettesitési
értekek sorozatanak hatarértéke, igy a keresett hatarérték nem létezik.

C) Az el6z6 feladathoz hasonloan tetszéleges X, — 3 (X, #3) sorozat tortbe helyettesitésével a

szamlaloban és a nevezOben is 0-hoz tart6 sorozatot kapunk. Alakitsuk szorzatta tehat a nevezot
és a szamlalot is! A szamlalot példaul polinomosztassal lehet szorzatta alakitani, mert tudjuk,
hogy az ott szereplé polinomnak a 3 gydke, tehdt az Xx-3 a polinombdl kiemelhet6. A poli-
nomosztasrol bovebb leiras a fliggelékben talalhato.

X —x2=Tx+3 . (X*+2x-1)(x-3) . x*+2x-1
lim =lim = lim .
>3 2%2 _7x+3 >3 (2x=-1)(x-3) x->3  2x -1




Alkalmazva a definiciot tetszéleges x, — 3 sorozatra:

X% +2x-1 Xo” +2%, -1 14

lim ———— = lim .
-3 2x -1 %8 2%, —1 5
n—ow

A tovéabbiakban az elméleti anyag bovitésére, 0j fogalmak bevezetésére és tételek kimondasara, tovabba
a fliggvények specialis tulajdonsagainak attekintésére keriil sor, mert a fliggvényhatarértékek meghata-
rozésanal ezek néhany 1épést nagymértékben leegyszeriisitenek.

Fiiggvények bal-és jobboldali hatarértéke

crcr

. »mindkét oldalrol” kozelitette az a szamot, azaz nem kotottiik

ki, hogy az x, sorozat tagjai a-nal kisebbek vagy nagyobbak legyen. Megkiilonboztethetiink azonban
jobb- illetve baloldali hatarérteket, attol fliggden, hogy milyen x, értékeket engediink meg.

Bevezetiink egy szohasznalatot (mely mér korabban szerepelt is): ha lim a, =a és a, <a, akkor azt
n—ow
mondjuk, hogy az (a, ) sorozat alulrél tart a-hoz; ha pedig lim a, =a és a, > a, akkor azt mondjuk,
n—ow
hogy az (a,) sorozat feliilrél tart a-hoz.
Megjegyzés: Nyilvanvaloan az a, = a megengedése a hatarértéket nem befolyasolja, azonban a fligg-

vényhatarértéknél az a, = a feltételnek teljesiilnie kell, igy nekiink kényelmesebb a definicioban most

az egyenlOséget nem megengedni. Ezt a kérdést a tovabbiakban kezeljiik rugalmasan: ha az egyéb ko-
rilmények nem tiltjak, akkor vehetjiik az a, <a, illetve a, >a feltételeket.

Def: Legyenaz f : R — R fiiggvény értelmezve az (a,a+w) intervallumon [a tetszéleges valds szam,

o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek l1étezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez az A valos
szam, ha minden (x,) sorozatra, mely feliilrél tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenlé a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke A. Jel6lés: lim f(X) =+o0.
0

X—aH!

Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a—m,a) intervallumon [a tetszéleges valds szam,

o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Az f figgvénynek 1étezik a-ban baloldali hatarértéke €s ez az A valos
szam, ha minden (x,) sorozatra, mely alulrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke A. Jelolés: lim . f(x)=A.

X—a—|




Tétel: Legyenaz f :R — R filiggvény értelmezve az (a —m,a + ) \{a} halmazon [a tetszbleges valos

szam, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke és ez az A valos
szam akkor és csak akkor, ha f-nek létezik a-ban a baloldali és jobboldali hatarértéke, és mindkett6 A.

Megjegyzés: A jelolésekben a ,,+0” illetve ,—0” azt mutatja, hogy az a szamnak melyik oldalan va-
gyunk. Szokas az a+0 illetve a—0 helyett egyszertien csak az a+ illetve a— jel61ést hasznalni.

Ezzel a hatarérték-fogalmunk kibdviilt, mert vannak olyan fiiggvények, melyek egy-egy a szam esetén
csak valamely (a,a+w) illetve [a,a+®), vagy (a—m,a) illetve (a—m,a] intervallumon vannak ér-

telmezve. Ilyen példaul az f(x) = \/; fliggvény, mely csak az x >0 esetben van értelmezve, igy a 0-

ban vett hatarértékérél nem beszélhetiink, de jobboldali hatarértékérdl igen. [Belathato, hogy ez 0.]

A hatarértékek kiszamitasaban gyakorlati haszna is van a fenti tételeknek, mert olyan fiiggvények ha-
tarértéke is kiszamithat6, melyek tobb fiiggvény kombinaciojabdl allnak eld, azaz egyes intervallumo-
kon mas-mas képlet adja meg a fliggvényt.

Kidolgozott feladat:

) X,ha x>0
3. Mennyiaz f(x)= fliggvény hatarértéke az a =0 helyen?

—x%, hax<0

Megoldas:

Ha a fiiggvény jobboldali hatarértékét tekintjiik a 0-ban, akkor ez megegyezik a g(x) = x fliggvény
ugyanitt vett jobboldali hatarértékével, ami 0. A fiiggvény baloldali hatarértéke a 0-ban megegyezik
a h(x) =—x* fiiggvény 0-ban vett baloldali hatarértékével, ami 0. Mivel a bal- és jobboldali hatér-

értékek léteznek és mindkettd 0, ezért az f fliggvény hatarértéke a 0-ban l1étezik és értéke 0.

A fiiggvényhatarérték és a miiveletek kapcsolata

Mivel a fiiggvény hatarérték definicidja a sorozatok hatarértékén alapul, ezért a sorozatokkal végzett
miveletek és a hatarértékek kapcsolatarol szolo tételek alapjan a fliggvényekkel végzett miiveletek és a
hatarértékek kapcsolatarol is hasonld tételeket tudunk kimondani.

s N
Tétel: Legyenaz f :R—> R ¢és g:R —> R fliggvény értelmezve az (a—m,a+m)\{a} halmazon [a

tetszoleges valds szam, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Ha az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke
és ez A, tovabba a g fliggvénynek létezik hatarértéke a-ban és ez B, akkor f+g-nek, f-g-nek, f - g-nek is
l1étezik a-ban hatarértéke, és ez rendre A+B, A-B, A-B .

Azaz ha létezik lim f(x)=A és létezik lim g(x)=B, akkor létezik lim(f(x)+g(x))=A+B,
lim (f(x)—g(x))=A—-B és lim(f(x)-g(x))=A-B.
X—a X—a

5



Tétel: Legyenaz f :R >R és g: R — R fliggvény értelmezve az (a— w,a + o) \{a} halmazon ugy,

hogy ezen a halmazon g(x) =0 [a tetsz6leges valos szam, o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Ha az f

fiiggvénynek létezik a-ban hatarértéke €s ez A, tovabba a g fliggvénynek 1étezik hatarértéke a-ban és ez

B =0, akkor i -nek is 1étezik a-ban hatarértéke, és ez g .

g

Megjegyzés: A fenti tételek specialis esete, amikor az egyik fliggvény konstans, ezért a konstanssal valo
szorzasra €s osztasra, tovabba a konstans hozzaadasara és kivonasara vonatkozo tételek kimondasa kii-

16n nem sziikséges.

A fliggvénykompoziciora (Osszetett fliggvényekre) vonatkozd hatarértékkel kapcsolatos tételt a kovet-

kez6 fejezetben targyaljuk.

Kidolgozott feladatok:

Vs

4. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!

_x*-2x-3 _ x?-2x-3 : X% — X
x>1 X< —BX+ 6 x>3 x° —5X+6 X2 X7+ X7+ X
2 4 4
. X5 =X . - . X7 —=3x+2
d) lim 5 e) lim X5—3X+2 f) lim Si
x>0 X" + X7 + X x>3 X7 —4x +3 x>1x% —4x +3
Megoldas:
a) Vegyiink egy tetszéleges x, —>1 (X, #1) sorozatot. Ekkor

b)

lim (x? —2x—3) = lim (x> — 2x, —3) =—4, lim (x* =5x+6) = lim (x> —5x, +6)=2.
x—1 Xp—1 x—1 Xp—1
A két fliggvény hanyadosanak hatarértéke tehat _—24 =-2.

Vegyiink egy tetszéleges X, — 3 (X, # 3) sorozatot. Ekkor a szdmlaloba és a nevezdbe helyet-

tesitve is azt kapjuk, hogy azok hatarértéke 0, tehat a hanyados hatarértéke nem meghatarozott,
igy a tortben szerepld algebrai kifejezéseket at kell alakitanunk. A szorzatté alakitashoz felhasz-
nalhatjuk, hogy a szdmlaloban €s a nevezdben szereplo kifejezések gyoke a 3.

o ox?2-2x-3 . (x=3)(x+1) . x+1
lim =l =lim .
x>3x2 _5x+6 x»B(x_3)(x_2) x>3 X —2

A szamlal6 hatarértéke 4, a nevezoé pedig 1, tehat a hanyados hatarértéke 4.

Vegyiink egy tetszéleges X, — —2 (X, #—2) sorozatot. Ekkor
lim (x> =x)= lim (x,> =x,)=6, lim (*+x*>+1) = lim (x,®+x,° +1)=-3
X—>—2 Xp—>—2 X—>—2 Xp—>—2

A két fiiggvény hanyadosanak hatarértéke tehat % =-2.




d) Vegyiink egy tetszéleges x, — 0 (X, #0) sorozatot. Ekkor a szdmlaloba és a nevezdbe helyet-

tesitve is azt kapjuk, hogy azok hatarértéke 0, tehat a hanyados hatarértéke nem meghatarozott,
igy a tortben szerepld algebrai kifejezéseket at kell alakitanunk. A szdmlaloban és a nevezdben
is az x kiemelhetd:

o x?—x . x(x —1) o ox-1
im ————=1im — = lm ——
X20 X7+ X7+ X O0X(XT+X+1) 20X +x+1

A szamlald —1-hez, a nevezd +1-hez tart, tehat a hanyados hatarértéke —1.
e) Vegyiink egy tetszleges x, — 3 (x, = 3) sorozatot. EKkor
IimS(x“ —3x+2) = |im3(xn4 -3x,+2)=74, IimS(x5 —4x+3) = |im3(xn5 —4x, +3)=234
X—> Xn—> X—> Xn—>

A két fliggvény hanyadosanak hatarértéke tehat 4 = 37 .
234 117

f) Vegylink egy tetszéleges x, —1 (X, #1) sorozatot. Ekkor a szamlaloba ¢és a nevezébe helyet-

tesitve is azt kapjuk, hogy azok hatarértéke 0, tehat a hanyados hatarértéke nem meghatarozott,
igy a tortben szerepld algebrai kifejezéseket at kell alakitanunk. A szorzattd alakitashoz felhasz-
nalhatjuk, hogy a szamlaloban és a nevezoben szerepld kifejezések gyoke az 1. Polinomosztassal
(az x—1 kiemelésével) kapjuk a kovetkezOket (a modszert részletesen lasd a Fliggelékben):

fim X4_3X+2=Iim (x=1)(x* +x? +x-2) i X2+ x2+x-2
-1 X% —4x+3  oL(X=D)(x* +x* +x? +x-3) o1x' +x* +x% +x-3

A szamlalo és a nevezo hatarértéke egyarant 1, tehat a hanyados hatarértéke is 1.

Megjegyzés: A megoldasokban az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban nem részletezziik azt a gondo-
latmenetet, hogy ,,Vegylink egy tetszleges x, —a (X, #a) sorozatot. Helyettesitsiik ezt a fliggvény

hozzarendelési szabalyaba, ¢s vizsgaljuk a kapott sorozat hatarértékét! stb.”

Gyakorlo feladatok

1. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!

2) Iim( 2 3 j b) fim 1+ Xx)(L+2x)(1+3x) -1
-1l 1-x* 1-x° x>0 X
3 _ 3 _ _
¢ lim X°—2x+1 d) i X?=3x-2

x>11 4 x? - 2x3 x->2 x* ~10x + 4

A gyakorl6 feladatok megoldasa a dokumentum végén talalhato.



Il. Fiiggvények folytonossaga

Az eddigiekben nem foglalkoztunk azzal, hogy egy fiiggvény hogyan viselkedik abban a pontban, ahol
a hatarértékét szamitjuk. Ha ezt is figyelembe vessziik, a fliiggvények egy ijabb érdekes tulajdonsagat
vizsgalhatjuk.

Def. Legyen az f : R — R fiiggvény értelmezve az (a—w,a+m) intervallumon [a tetszéleges valos

szam, o tetszéleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvény folytonos a-ban, ha a fiiggvénynek 1étezik a-
beli hatarértéke, és ez megegyezik a fiiggvénynek a-ban felvett értékével, azaz lim f(x) = f(a).
X—a

A fenti definicié masképp megfogalmazva:

Legyenaz f:R — R fiiggvény értelmezve az (a —m,a + o) intervallumon [a tetszbleges valos szam,

o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvény folytonos a-ban akkor és csak akkor, ha minden a-hoz
tartd (x,) sorozatraaz f(x,) fliggvényértékek sorozatanak hatarértéke f(a).

Korabban mar lathattunk példat folytonos fiiggvényre. Az F(x)=x fliggvénynek minden a-ban 1étezik
hatarértéke és a-val egyenld, ami pont azt jelenti, hogy az f fiiggvény minden a-ban folytonos. Kénnyen
tudunk azonban olyan fliggvényt is késziteni, amely nem folytonos valamely pontban. Legyen példaul

I(X)=X ha x=2 , és legyen 9(2=3 Ekkor nyilvanvald, hogy a g fliiggvény hatéarértéke a 2-ben 2,
de a fuggvényérték 3, igy a g fiiggvény a 2-ben nem folytonos.

crer

jobbral folytonossagat is.



Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az [a,a + ») intervallumon [a tetszleges valds szam,

® tetszéleges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvény jobbrol folytonos a-ban, ha a fiiggvénynek
lim f(x)="f(a).

x—a+0

Def. Legyenaz f :R — R fliggvény értelmezve az (a — w,a] intervallumon [a tetszdleges valos szam,

o tetszbleges pozitiv valds szam]. Az f fliggvény balrdl folytonos a-ban, ha a fliggvénynek 1étezik a-
beli baloldali hatarértéke, és ez megegyezik a fiiggvénynek a-ban felvett értékével, azaz

Xirgo f(x)=f(a).

Def. Legyen az f :R — R fiiggvény értelmezve az (a,b) intervallumon. Az f folytonos (a,b) -n, ha
(a,b) minden pontjaban folytonos.

Def. Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve az [a,b] intervallumon. Az f folytonos [a,b]-n, ha
folytonos (a,b) -n, és a-ban jobbrol, b-ben balrél folytonos.

A tovabbiakban a folytonos [balrol, illetve jobbrol folytonos] fiiggvények emlitésekor nem fogjuk fel-
tiintetni az értelmez¢Esi tartomanyt, a folytonossag fogalmaba beleértjiik, hogy a fliiggvények a megfeleld
intervallumokon értelmezve vannak.

Vannak tehat nem folytonos és folytonos fliggvényeink. Azon pontokat, ahol valamely f fliggvény nem
folytonos, megkiilonbdztetd elnevezéssel lathatjuk el.

K Def. Ha az f fliggvény az a pontban nem folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f-nek a-ban szakadasi helye\

van. A szakadasi helyeket harom csoportra oszthatjuk:

1. lim f(x) 1étezik, de a nincs benne f értelmezési tartomanyaban vagy lim f(x) = f(a). Ekkor azt
X—>a X—>a

mondjuk, hogy f-nek a-ban megsziintethetd szakadasi helye van. [Azért megsziintethetd, mert az f
fiiggvény folytonossa tehetd a-ban. Az elsé esetben a-t belevessziik az értelmezési tartomanyba, és
ott ugy adjuk meg a fliggvény értékét, hogy az a hatarértékkel legyen egyenld. A masodik esetben a
fliggvényértéket megvaltoztatjuk a-ban ugy, hogy a hatarértékkel legyen egyenld. ]

2. lim f(X) nem létezik, de 1étezik a lim f(x) és lim f(x) véges hatarérték [és ezek sziikségsze-
x—a x—a+0 x—a—0
rlien kiilonb6z6ek]. Ekkor azt mondjuk, hogy f-nek ugrashelye van a-ban, vagy f ugrik a-ban.

3. Minden mas eset.

Az 1. és 2. tipust szakadasi helyeket elsofaju, a 3. tipustiakat méasodfaju szakadasi helynek nevezziik.
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A folytonossag és a miiveletek kapcsolata

Tétel: Ha f és g folytonos fiiggvények a-ban, akkor f + g, f—g, f-g is folytonos a-ban, és g(a) # 0 esetén

il is folytonos a-ban.
g

Kovetkezmény: Mivel f(x)= x folytonos a-ban tetszdleges a esetén, ezért a g(X) polinomfiiggvény

[azaz g(x) =a,x" +...+a,] folytonos a-ban tetsz6leges a esetén. Ha h(x) racionalis tortfiiggvény
[azaz két polinomfliggvény hanyadosaként all eld], akkor h(x) a nevezd nullhelyeit kivéve mindentitt
folytonos.

A fiiggvények esetében elokeriil egy ujabb miivelet, ami még korabban nem szerepelt, nevezetesen a
fiiggvények dsszetétele vagy kompozicidja.

Legyenek f:D(f)cR—>D(g)cR,g9:D(g) >R fiiggvények, és legyen lim f(x)=u, illetve
X—a

lim g(x) =v. Ekkor altalaban nem igaz, hogy a g(f(x)) fiiggvénynek van hatarértéke a-ban és ez v.

X—U

[Ezt abbol gondolhatnank, hogy ha x tart a-hoz, akkor f(x) tart u-hoz, és g(f(x)) tart v-hez.] Vegyiik

a kovetkezo fiiggvényeket:

5hax=4 .
f (x) =4 minden x-re és g(x) = {3 hax =4 Ekkor nyilvanvalo, hogy a g(f(x)) fliggvény értelmezve

van R-en. Azonban Iim3 f(x)=4, Iim4g(x)=5, de Iimgg(f(x))¢5, mert Iimsg(f(x)) = Iimsg(4)=3.

Azonban bizonyos feltételek mellett igaz az allitas, nevezetesen:

Tétel: Ha f folytonos a-ban és g folytonos f(a)-ban, akkor g(f(x)) folytonos a-ban.

Megjegyzés: Az allitas teljestiléséhez nem sziikséges a folytonossag, kevesebb megkdtés is elég. Azon-
ban a mindennapos gyakorlatban leginkabb folytonos fiiggvényekkel dolgozunk, ezért itt most az 0sz-
szetett fliggvényekkel kapcsolatban csak a folytonos fliggvények Osszetételének esetét targyaljuk.

Kidolgozott feladatok:

1. Valasszuk meg A értékét tigy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen a teljes értelmezési tarto-

manyan!
2
X°—4
—— hax%2
f(x)=1 x-2
A hax=2
J

Megoldas:

Ha x = 2, akkor a tort egyszer(sitheto, igy a fliggvény

X+2,hax=2
f(x)= .
Ahax=2

10



Ha a # 2, akkor a fiiggvény folytonos a-ban az x+2 folytonossaga miatt.

Ha x — 2, akkor x+2 — 4. Tehat ha A=4, akkor a fliggvény a 2-ben folytonos, ha A=4, akkor
a fuggvény a 2-ben nem folytonos.

N
2. Vizsgaljuk meg az alabbi fliggvény folytonossagat az értelmezési tartomanyan!
1,hax>0
f(x)=sgn x, azaz f(x)=40,hax=0
-1, hax<0
J

Megoldas:
Ha a > 0, akkor ott folytonos f(x), mertitta g(x) =1 fiiggvénnyel egyezik meg. Ugyanigy folytonos

a <0 esetén is. A 0-ban viszont nem folytonos, mert a baloldali hatarértéke —1, a jobboldali hatar-
értéke pedig 1, azaz a fiiggvénynek a 0-ban nincs hatarértéke, tehat nem folytonos.

3. Vizsgaljuk meg az alabbi fliggvény folytonossagat az értelmezési tartomanyan!
f(x)=x-[x]

(A képletben [X] az x egészrészét, azaz a nala nem nagyobb egész szamok legnagyobbikat jeloli)

Megoldas:

Ha a nem egész szam, akkor a-ban folytonos, mert itt x és [x] is folytonos. Ha a egész, akkor az
[a—1a) intervallumban f(x)=x-(a-1),az [a,a+1) intervallumban f(x)=x-a.

Ha x > a+0, akkor f(x)—>a?, ha x—>a—0,akkor f(x)—a?—a.Haa fiiggvénynek 1étezik a

hatarértéke a-ban, akkor a? —a=a? kell teljesiiljon. Ez csak a = 0 esetén all fenn, tehat mas egész
a esetén f nem lehet folytonos. A 0-ban viszont az, mert itt a fiiggvény értéke is, meg a hatarértéke
is 0.

4. Vizsgaljuk meg az alabbi fliggvény folytonossagat az értelmezési tartomanyan!

1+x
1+x3

f(x)=

Megoldas:

A fiiggvény X = -1 kivételével mindeniitt értelmezhetd. Az értelmezési tartomanyanak minden pont-
jéban folytonos, mert itt a nevezd és a szamlalo is folytonos, és folytonos fiiggvények hanyadosa
szintén folytonos fiiggvény.

5. Vizsgaljuk meg, hogy létezik-¢ a kovetkez6 fiiggvényhatarérték!

. 2—A/x-1
lim £
x>5 x° —25
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Megoldas:

A folytonossagot felhasznalva behelyettesitéssel kapjuk, hogy a szamlalo és a nevezo hatarértéke is
0 az x = 5-nél. Alakitsuk at a kifejezést! A szamlalot gyoktelenitéssel, a nevezdt szorzatta alakitassal

tudjuk tovabbformalni:
2-Vx-1_[2-Vx-1)+Vx-1) 1 (5-x) _ -1

x> -25 (x—5)(x +5) (2+ x—l):(x—5)(x+5)(2+\/H) (x+5)( +\/x_—1)

Az 10j nevezbdben folytonos fliggvény all, ezért a keresett hatarérték — 4i0 .

Gyakorlo feladatok:

1. Meg tudjuk-e valasztani A és B értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen a teljes ér-
telmezési tartomanyan?

2 —
)2(+—X6,hax¢2ésx¢—7
X°+5x-14
F(x) =
A hax=2

B,hax=-7

2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kovetkez6 fiiggvényhatarértékek!

Vx? -4 Vx? -4

b) lim

a) lim

23 Ix—2 +4/x% —3x+2 X220 I —2 +4/x% =3x+2
— 2 —
0 lim 12X d) fim YX+8-3
xel\/;_\/ﬂ x>l Xx—1
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I1l. A végtelen mint fiiggvényhatarérték

Az atviteli elv alapjan adott definicionk kapcsolatot teremt a fliggvények és a sorozatok hatarértéke
kozott. Célszerl tehat a sorozatok lehetséges hatarértékeit fliggvények esetén is értelmezni. Ezt véges
hatarértékek esetén mar megtettiik, de a végtelen mint hatarérték bevezetése is lehetséges.

Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a—m,a +w)\{a} halmazon [a tetszéleges valds

szam, o tetszbleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke és ez plusz végte-
len, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke +oo. Jelolés: lim f(X) =+oo.
X—>a

Def: Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve az (a—o,a+w)\{a} halmazon [a tetszdleges valos

szam, o tetszbleges pozitiv valds szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke és ez minusz vég-
telen, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke —oo. Jel6lés: lim f(x) =—o0.
X—a

Véges helyen vett jobb- és baloldali végtelen hatarértékeket is definidlhatunk a korabbiakkal analdg
modon:

Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a,a+w) intervallumon [a tetszéleges valds szam,

o tetszOleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez +oo, ha
minden (x,) sorozatra, mely felilrél tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenl6 a-val, az f(x,) sorozat

hatarértéke +oo. Jelolés: lim f(x) =+oo.

x—a+0

Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a,a+w) intervallumon [a tetszéleges valds szam,

o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez
—oo, ha minden (x,) sorozatra, mely feliilrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke —oo. Jelolés: lim f(Xx) =—o0.
x—a+0

Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a—w,a) intervallumon [a tetszbleges valos szam,

o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez +oo, ha
minden (x,) sorozatra, mely alulrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenlé a-val, az f(x,) sorozat

hatarértéke +oo. Jelolés: lim f(X)=+o0.

x—a—0
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Def: Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a—m,a) intervallumon [a tetszéleges valds szam,

o tetszbleges pozitiv valdés szam]. Az f fliggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez
—oo, ha minden (x,) sorozatra, mely alulrol tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenl6 a-val, az f(x,)

sorozat hatarértéke —oo. Jellés: lim f(Xx) =—o0.
x—a-0

Kidolgozott feladatok:

1. Allapitsuk meg, hogy léteznek-e az alabbi fiiggvényhatarértékek! Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az

értékiiket!
2 lim 2x% +x-2 (P +x=2)% (X2 —x-2)®
x>3  X—3 -2 (x* —12x +16)™° -2 (x* —12x +16)"
Megoldas:

a) A kifejezés szamlalgja és nevezdje is folytonos a 3-nal, a szamlalo hatarértéke 19, a nevezoé
pedig 0. Ha x feliilr6l tart a 3-hoz, akkor a nevezd pozitiv és 0-hoz tart, a szamlalo pozitiv véges
értékhez tart, igy a tort jobboldali hatarértéke +oo. Ha X alulrol tart a 3-hoz, akkor a nevez6 ne-
gativ és 0-hoz tart, a szamlalé pozitiv véges értékhez tart, igy a tort baloldali hatarértéke —oo.
Tehat a keresett hatarérték nem létezik.

b) A kifejezés szamlaldja és nevezdje is folytonos a 2-nél, a szamlalo hatarértéke 4%°, a nevez6é
pedig 0. Mivel a nevezd 10-edik hatvany, ezért értéke mindig pozitiv X # 2 esetén, ezért a ne-
vezd ugy tart 0—hoz, hogy kdzben csak pozitiv értékeket vesz fel. Emiatt a tort hatarértéke +oo.

c) A kifejezés szamlaloja és nevezdje is folytonos a 2-nél, a szamlalo és nevezd hatarértéke egy-
arant 0. A kifejezés emiatt atalakithato: felhasznaljuk, hogy a szamlaloban és a nevezében sze-
repld polinomnak a 2 egyarant gyoke, igy mindkét polinombol az X —2 kiemelhetd.

x> —x—2=(x-2)(x+1) (polinomosztassal vagy a masodfoku kifejezés gyokok segitségével
torténd szorzatta alakitasaval), és x° —12x +16 = (x — 2)*(x + 4) (polinomosztassal és a kapott

masodfoku kifejezés pl. gyokok segitségével torténd szorzatta alakitasaval). Az atalakitas utan
azt kapjuk, hogy
xX*-x-2)*  (x-2)®-(x+1)* _ (x+1%
(3 -12x+16)"  (x-2)2 .- (x+4)" (x-2)?-(x+4)"

A szamlalé hatarértéke 3%, a nevez6é pedig 0. Mivel a nevezSben a 0-hoz tart6 kifejezés négy-
zetes, a masik kifejezés pedig pozitiv, ezért értéke mindig pozitiv X # 2 esetén, emiatt a nevezd
ugy tart 0—hoz, hogy kdzben csak pozitiv értékeket vesz fel. Tehat a tort hatarértéke +oo.
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Fiiggvény végtelenben vett hatarértéke

crer

sorozatokat valasztunk, akkor a fliggvények ,,végtelenben vett” hatarértékét kaphatjuk meg. (Ez szem-
Iéletesen leirja a fliggvény viselkedését, mikdzben a valtozo értéke egyre nagyobb, illetve egyre kisebb
lesz.)

Def: Legyenaz f:R — R fiiggvény értelmezve a [W ,+o0) intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a plusz végtelenben az A szam, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke +oo, az f(x,)

sorozat hatarértéke A. Jelolés: lim f(x)=A.

X—>+00

Def: Legyenaz f :R — R fliggvény értelmezve a (—oo,W] intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a minusz végtelenben az A szam, ha minden (X,) sorozatra, melynek hatarértéke —oo, az f(x,)

sorozat hatarértéke A. Jelolés: lim f(x)=A.

X—>—0

Hasonld definicié mondhato ki a +oo-ben és —oo-ben vett +oo illetve —o hatarértékre:

Def: Legyenaz f :R — R fliggvény értelmezve a [W,+0) intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a plusz végtelenben plusz végtelen, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke +oo, az f(x,)

sorozat hatarértéke +oo. Jelolés: lim f(X) = +o0.
X—>400

Def: Legyenaz f :R — R filiggvény értelmezve a [W ,+<0) intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a plusz végtelenben minusz végtelen, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke +co, az

f(x,) sorozat hatarértéke —oo. Jelolés: lim f(x)=—oo.

X—>+0

Def: Legyenaz f:R — R fiiggvény értelmezve a (—o0,W] intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a minusz végtelenben plusz végtelen, ha minden (x,) sorozatra, melynek hatarértéke —o,az f(x,)

sorozat hatarértéke +oo. Jel6lés: lim f(x) =+oo.
X—>—0
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Def: Legyenaz f:R — R fiiggvény értelmezve a (—o0,W] intervallumon, ahol W € R . Az f hatarér-
téke a minusz végtelenben minusz végtelen, ha minden (X,) sorozatra, melynek hatarértéke —o, az

f(x,) sorozat hatarértéke —oo. Jelolés: lim f(X) =—oo.

X—>—00

Példa:
4 )
Hatarozzuk meg az f(x) = x? fiiggvény eseténa lim f(x), lim f(x), lim f(x) hatarértékeket!
X—>+00 X—>—00 x—0
lim f(x)= lim a2 =+co
X—>+0 n—+o0
a, >+
im £()= im a2 =(lm a, | im a, =0
—0 n—>+c6> —>+00 —>400
a, >
lim f(x)= lim a2 =+o
X—>—0 n—+o0
a, >—0
. J

Kidolgozott feladatok:
2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezd fliggvényhatarértékek!

2 2 2 _
a) lim f(x):w b) lim f(x):w o) lim 4X2+—3X1
X0 X“+Xx+1 X—>—o0 X“+x+1 X>t0 2X° — X +1

Megoldas:

a) A +oo-ben vett hatarérték megallapitasahoz alakitsuk at a fliggvényt!

1+§+£
X2+3x+2 T x x2

. -
X° +x+1 1+£+i2
X X

Ha x tart a +oc0-be, akkor a szamlalé 1-hez, a nevezd szintén 1-hez tart. Azaz a fiiggvény ha-
tarértéke a +oo -ben és a — oo -ben is 1.

b) Hasznaljuk az a) feladat megoldasaban kapott alakot!

1+§+£
X2+3x+2 T x x2

. -
X +x+1 1+£+i2
X X

Ha x tart a — oo -be, akkor a szamlalo 1-hez, a nevez0 szintén 1-hez tart. Azaz a fliggvény hatar-
értéke a —oo-ben is 1.
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4x2 +3x—1 4+*_i2
c) lm ———=1Im X__X_ _2,asorozatokra korabban latott Osszefliggések alapjan.
X—>+00 2)(2 —-X+1 X—>+o0 1 1
2——+—
X X

r

3. Allapitsuk meg az aldbbi hatarértékeket!

a) lim (\/x2+5x—x) b) XHyX+qyXx
X—>+00 X500 {X+1

Megoldas:

a) Mivel mindkét szerepld fiiggvény a végtelenben végtelenbe tart, ezért a kiillonbség hatarértéke
atalakitas nélkiil nem adhat6 meg. Gyoktelenitsiik a kifejezést, majd osszunk a nevez6 dominans
tagjaval, ahogy ezt korabban a sorozatoknal is lattuk!

2 2
m_xz(\/x +5x—xxx/x +5x+x): 5X _ 5
VX2 +5X + X VX2 +5X + X /1+§+1
X

5
A szamlalo 5, a nevezd hatarértéke 2, igy a keresett hatarérték >

b) Haa tortben a szamlalot és a nevez6t is leosztjuk Jx -szel (a nevez6 dominans tagjaval), akkor
az alabbi kifejezést kapjuk:

X | =
xw‘,_\

= -1

>
+
[EEN
H
+
X | =

mert a szamlalo és a nevez6 is 1-hez tart, ha x tart a végtelenbe.

Gyakorlo feladatok:

1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértéket!

2 lim x3 —2x+1 D) lim x4 —2x+1
x>w] 4 x% —2x3 x>-0] 4 x2 —2x3

o lim (ZX=397@ )" g lim XXX
X—> 0 50 e
(2X+1) X—> oo X2+1_’\/;

) X'mo(\/Xﬂ/W—ﬁJ
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IV. Szakadasi helyek vizsgalata

Kidolgozott feladatok:

i 1. Vizsgéljuk meg, hogy az alabbi fliggvények szakadasi helyének jellegét! Vizsgéljuk meg, létezik-e

a fiiggvényeknek hatarértéke a plusz és minusz végtelenben!

3 x—1 2
-7 b = _ (x-2)
) J@=13 ) £0)=5 ) =
2 1 1
I P 3w f) mx)=
) J(x) 23 ) k(x)=3x 1+2%
.
Megoldas:

a) f(x)= il Mivel a szamlal6 és a nevezd mindenhol folytonos, ezért a fliggvény mindenhol
x—

folytonos, ahol a nevez6 nem 0. Tekintsiik az x =1-nél vett jobb-, illetve baloldali hatarértéket!

lim —— = +o0, mert a nevez6 0-hoz tart, és pozitiv. lim —— = —oo, mert a nevezé 0-hoz
x—=>1+0 X —1 x->1-0x -1
tart, és negativ. Tehat a fliggvénynek nincs hatarértéke az 1-nél, igy itt masodfaju szakadasi
helye van.

S . s . 3 N 3 o
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: lim ——=0 és lim —— =0 teljesiil,
X—> +00 X — x—> -0 X —1

mert a nevezd abszolut értéke mindkét esetben végtelenbe tart, a szamlalo pedig véges érték.

b) A szamlalo6 és a nevezd mindeniitt folytonos, ezért a hanyados a nevezd nullhelyei kivételével

mindeniitt folytonos. A fiiggvénynek két szakadasi helye van (a nevez6 két nullhelye), az x =0
SaC R T R
X“—x X(x-1) x

és az x=1. Alakitsuk at a hozzarendelési szabalyt! g(x) =

. .1 .

hato, hogy IImlg(X) = IIml— =1, tehat az x =1-nél megsziintethetd szakadasi helye van, a
X—> x—>1X

g(1) =1 érték megadasaval. Tekintsiik az x =0 -nal vett jobb-, illetve baloldali hatarértéket!

.1 . . S . .
lim = =-+oo, mert a nevezd 0-hoz tart, és pozitiv. lim — = —oco, mert a nevez6 0-hoz tart, és
x—>0+0 X x—>0-0 X

negativ. Tehat a fliggvénynek nincs hatarértéke a 0-nal, igy ott masodfaju szakadasi helye van.

.1 .1 -
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: lim —=0 és lim —=0 teljesil, mert a
X— +0 X X— -0 X

nevez0 abszolut értéke mindkét esetben végtelenbe tart, a szamlalo pedig véges érték.

C) A szamlalo és a nevezd mindeniitt folytonos, ezért a hanyados a nevezd nullhelyei kivételével
mindeniitt folytonos. A fliggvénynek két szakadasi helye van (a nevezé két nullhelye), az x = 2
és az x = 3. Alakitsuk at a hozzarendelési szabalyt!
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d)

—2)?2 _2)2 _
h(x) = gx " _ (=27 _x=2 . Ebbdl lathato, hogy IIm h(x) = lim xz2_ 0, te-
X2 -5x+6 (x-2)(x-3) x-3° x>2 X —3

hat az x = 2 -nél megsziintethetd szakadasi helye van, a g(2) =0 érték megadasaval. Tekintsiik

: : e X—2
az x = 3-nal vett jobb-, illetve baloldali hatarértéket! lim 3 = 400, mert a szamlalo pozitiv
Xx—>3+0 X —

, i g X2

¢s 1-hez tart, a nevez0 pedig 0-hoz tart és pozitiv. I|rT31 %3 = —oo, mert a szamlalo pozitiv és
x—>3-0 X —

1-hez tart, a nevezo pedig 0-hoz tart és negativ. Tehat a fliggvénynek nincs hatarértéke a 3-nal,

igy ott masodfaju szakadasi helye van.

2
X—2 -~
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: lim = lim X —1. Hasonl6 médon
X—>+0 X —3 X—)+ool_§
X
X—2 1-2
kapjuk: fm ~— = lim —X_1,
-0 X—3 x>-x 3
1-2
X

A szamlalo €s a nevezd mindeniitt folytonos, ezért a hanyados a nevezd nullhelyei kivételével
mindeniitt folytonos. A fiiggvénynek két szakadasi helye van (a nevezd két nullhelye), az x =0
és az x = 3. Alakitsuk at a hozzarendelési szabalyt!

oo X2-9  (x=3)(x+3)  x+3
J(X) L2 3 2 3,2 2
X“(x—=3) X“(x—=3) X“(x—=3)
A kapott kifejezés nevezdje tovabbrais 0 az x =0 és az X = 3 helyen. A két helyen a fiiggvény
hatarértékét megvizsgalva azt kapjuk, hogy mindkét helyen a hatarérték plusz végtelen, mert a
nevezod nulldhoz tart és pozitiv, a szamlalo pedig egy pozitiv értékhez tart. Tehat masodfaju
szakadasi helye van a 0-nal és a 3-nél is.

3
X+3 S
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: Im ——— = Iim —Xz =0 és
X—> 40 ¥ (X 3) X—> 400 X(X—3)
3
X+3 1+
= lim X >~ =0, mert mindkét esetben a szamléal6 1-hez, a nevezd abszo-

X—> =0 XZ(X—3)2 X—> —o0 X(X—3)
lat értéke pedig végtelenhez tart.

Az Osszetett fiiggvény folytonossaga miatt a kitevoben levo tort nevezdjének zérushelyét (az
x =—1-et) kivéve az 0sszetett fliggvénylink mindeniitt folytonos. Vizsgaljuk meg a jobb- és bal-

oldali hatarértéket a szakadasi helynél! Kezdjiik a kitevovel: lim o Xl =400, mert a nevezd
Xx—>-1+0 X +

1

0-hoz tart és pozitiv. fgy lim 3%l =400, mert a kitevd plusz végtelenbe tart.

Xx— —1+0

. 1 B , A

lim —— =—oo, mert a nevez6 0-hoz tart és negativ. Igy IIm 3+
x—»>-1-0 X +1 -1-0
nusz végtelenbe tart. Tehat a fliggvénynek a —1-nél nincs hatérértéke, ezért ez masodfaju szaka-

dasi hely.

1
x1 =0, mert a kitevé mi-
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1
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: lim 3** =1, mert a kitevé 0-hoz tart. Ugyan-

X—> +00
1
igy lim 31 =1.
X— —0
f) Az Osszetett fiiggvény folytonossaga miatt a kitevoben levé tort nevezdjének zérushelyét (az
x =0 -t) kivéve a nevezoben szerepld dsszetett fiiggvény mindeniitt folytonos, és mivel sehol
sem 0, ezért a hanyados is mindeniitt folytonos a 0 kivételével. Vizsgaljuk meg a jobb- és balol-

dali hatarértéket a szakadasi helynél! Kezdjiik a kitevdvel: Ilry vl 400, mert a nevezd 0-hoz
x—0+0 X

tart és pozitiv. igy =0. Nézziik a baloldali hatarértéket!

1

li
x— 0+0 x— 0+0 =
1+2x

1
m (1+2XJ=+00, azaz lim

1
.1 , . =
lim —=—o0, mert a nevezd 0-hoz tart és negativ. Igy lim (1+2X ] =1, mert a 2-hatvany
x—0-0 X x— 0-0

T =1.Ez
1+42x
viszont azt jelenti, hogy a fiiggvénynek van bal- és jobboldali véges hatarértéke, &m ezek nem

kitevéje minusz végtelenbe tart, vagyis a 2-hatvany értéke 0-hoz tart. Tehat Iirg .
X— 0—

egyeznek meg, igy a fliggvénynek a 0-nal els6faji szakadasi helye van (ugras).

) 1 o
A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékek: lim = > mert a 2-hatvany kitevdje

X—> 00 1

142%
. , , . . 1 1
0-hoz, igy a 2-hatvany 1-hez tart. Hasonldan kapjuk, hogy lim ==
X— —o0

1

142x

V. Trigonometrikus fiiggvények hatarértéke

Kidolgozott feladatok:

4 B N\
. sin x . .
1. Felhasznalva, hogy Ilmo— =1, vizsgaljuk meg, hogy l1éteznek-e a kovetkezo fiiggvényhatarérté-
x—=0 X
kek!
a) lim sin 3x b) lim sin 2x o) lim s_ln 3X d) lim tg2x
x>0 X x=>0 3X x—=0Sin 2X x>0 X
. J
Megoldas:
2 lim Sin3X _ o (sm 3x ‘3j _3.5im 51 3x _ 3
x>0 X x—0\  3x x>0 3X
. sin2x . sin2x 2 . sin2x 2
b) lim = lim =—-li =—
x=>0 3X x—0 2y § 3 x>0 2X 3
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. sin3x . (sin3x 2x 3x 3 . sin3x .. 2X 3
c) lim— =lim ——— [ =—-lim - lim — =—
x=0SIn 2X  x-0\ 33X Ssin2X 2X 2 x>0 3x x-0sin2x 2
sin 2x
. thX . COS 2X . sin2x .. 1 , . e
d) Iim =—=Ilim ==2=2=2-lim -lim =2, és itt felhasznaljuk, hogy cos2x folyto-
x—0 X x=0 X x=>0 2X  x—0C0S 2X

nos és cos0=0.

2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezo fliggvényhatarértékek!

a) lim ﬂ By I & c) Iim0(2x - ctg 3%)
x-0 Sin X x=0 sin 3X - COS X x>
Megoldas:
a) lim—X —3.5im % 3.
x—0 Sin X x—0 Sin X
sin 2x
b) fim — 92X _jim_Cos2x _ppSn2x g, 01
x=>08Jn 3X-COS X x—=0SiN 3X-COSX x—0S8in 3X x—=0C0S2X - COoS X
. sin2x .. 3x 2 . 1 2 1 2
=lim -lim — —tm —- - =11.—-——=—.
x=>0 2X  x-0SIn 3X 3 x-0C0S2X - COS X 311 3

(Itt ismét felhasznaltuk a cos x fliggvény folytonossagat és azt, hogy és cos0=0.)

S f o SINXL
C) A kifejezés atalakitasaval visszavezethet6 a lim —— hatarértékre:
x=0 X

lim (2x - ctg3x) = lim

x—0 x—0

2x-C_033X =lim _2X - lim cos 3x = lim _3X -E-Iim0033x=1-g-1=2.
sin3x ) x-0sin 3x x-0 x>08in 3X 3 x-0 3 3

3. Allapitsuk meg az alabbi fiiggvényhatarértékeket!

2
a) lim 1Y+ b) lim —>
x>0  sin X x—=>01—CO0S X
Megoldas:

a) A szamlaldban és a nevezOben all6 fiiggvény is folytonos a 0-ban, de mindkett6 helyettesitési
érteke 0, igy at kell alakitanunk a képletet. Alakitsuk at a szdmlalot gyoktelenitéssel!

C1-Teax o f-ieaxfue Vi 2x)
m = lim

li = lim = lim

1-(1+2x) : 2x

x=>0  sin X x>0 sin x(1+ N1+ 2x) x>0 gin x(1+ N1+ 2x) x>0 gjn x(1+ N1+ 2x)

. . sin X
Végezziink tovabbi atalakitast tigy, hogy a IImO— =1 hatarérték felhasznalhato legyen!
X—> X
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lim 2x —Iim[ x 2 j—1-3—1
x>0 gjn x(1+\/1+2x) x=>0( Sin X 1+ +/1+2x 2

b) A szamlaloban és a nevezdben allé fuggvény is folytonos a 0-ban, de mindketté helyettesitési
sin X

értéke 0, igy at kell alakitanunk a képletet. Célunk, hogy az atalakitas utan a lim —— =1 ha-
x=0 X

tarérték felhasznalhato legyen. Ehhez a szamlalot és a nevez6t is szorozzuk meg 1+ cos x -szel!

. x? : x2(1+cosx) _ x*(1+cosx) ?
lim = lim = lim =lim|| ——| -(1+cosx)|=1-2=2
x>01-cosx x>0(1—cosx)1+cosx) x>0 1-cos®x x>0l \sin x

Gyakorlo feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezd fiiggvényhatarértékek!

. sin 2x . Sin4x . Sin 3x
a) lim b) lim c) lim —
x—0 X x—0 5Xx x—0Sin 7X
d) fim 9% &) lim 98X
x—0 3X x—0 Sin 3X
2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezo fliggvényhatarértékek!
3sin? X 1—cos X T
a) lim b) fim — ¢) Imd-x)tg7x
x—0 X
_ J1-cos2x . sin 2 5x
d) lim ——— e) Im-————
x—0 X x—0 COS4X —COS6X
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A gyakorlo feladatok megoldasa

I. fejezetben Kkitiizott gyakorlé feladatok megoldasa

1. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!

) Iim[ 2 3 j b) !@0(1+x)(1+2;()(1+3x)—1

x->U1-x? 1-x°
3 3
X*=2x+1 . X7 =3x-2
c —— d) lim ——
) x>11 4 x? — 2x° ) x->2x* ~10x + 4
Megoldas:

a) Alakitsuk at a kifejezést, mert a két tortnek kiilon-kiilon nincs hatarértéke!

2 3 2 3 2L+ x+x%)=31+x)
1-x2 1-x° (1-X0+X) @-x)0+x+x3) @+0)l-x)0+x+x2)
~ 2x% —x-1 B (2x+1)(x-1) o —(2x+Y)
L)@ = )0+ X+ %2 L+ 0)@= )@+ X+ x2) L+ X)L+ X+ x2)

Tehit nm( 2___3 j:nm @) 81

U 1-x2 1-x3) o1(1+x)1+x+x*) 6 2

b) Behelyettesitéssel a szamlalo és a nevez6 hatarértéke is 0-nak adodik, ezért alakitsuk at a tortet

a zarojelek kibontasaval és kiemeléssel, majd egyszerisitéssel!

_ _ 3 2
A+x)A+2x)1+3x) -1 (1+x)A+2x)A+3x) -1 _ 6x” +11x" +6x _ 6x2 +11x+ 6
X

X X

im L+ X)L+ 2)(A+3%) =1 im (6x° +11x+6) =6
X— X X—>

C) A szamlaldba és a nevezbbe 1-et helyettesitve mindkét esetben 0-t kapunk, igy at kell alakita-

. XX —2x+1  (x-D(x*+x-1) —-(x*+x-1)
nunk a tortet: 5 7 = 5 = 5
1+x°=-2x" (L-x)(2x°+x+1)  2x“+x+1

3_ _ 2 _
Tehdt lim 22X FL _jjp X1 1

114 x2 —2x3 %ol 2x% +x+1 4

d) Alakitsuk at itt is a szamlalot és a nevezot!

x*-3x-2  (x=-2)(x*+2x+1)  x®+2x+1
x* —10x+4  (x=2)(x®+2x* +4x-2) x}+2x® +4x-2

x}-3x-2 . x> +2x+1 9

Tehat lim 2 = lim — > =—,
=2 X* 10X +4 x-2x° +2X°+4x-2 22
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I1. fejezetben Kkitlizott gyakorlo feladatok megoldasa

1. Meg tudjuk-e valasztani A és B értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen a teljes ér-
telmezési tartomanyan?

2 J—
)2(+—X6,hax¢2ésx¢—7
X°+5x-14
f(x)=
A hax=2

B,hax=-7

Megoldas:

x> +x-6 _ (Xx-2)(x+3) x+3

Alakitsuk at a fliggvény hozzarendelési szabalyat! —
X +5x-14 (xX+7)(Xx-2) x+7

. Ennek a

. 5 5 L
hatarértéke a 2-nél 1étezik, és értéke s Tehat A= 3 valasztassal a 2-nél folytonos lesz a fiiggvény.

A fiiggvény hatarértéke —7-nél azonban nem létezik, mert ha x feliilrdl tart —7-hez, akkor a nevezd
pozitiv és 0-hoz tart, a szamlalo pedig —4-hez tart, igy a fiiggvény jobboldali hatarértéke —oo. Ez mar
onmagaban nem teszi lehet6vé a folytonossagot. (A fiiggvény baloldali hatarértéke egyébként +o0.)

2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kovetkezo6 fiiggvényhatarértékek!

Vx? -4 Vx? -4

a) lim b) lim

X3 X=2 +Ux% —3x+2 X220 X —2 +4/x% —3x+2

— 2 —
0 fim =X d) fim YX+8-3

X
x—>l\/; /2 —x x—1 x-1

Megoldas:

a) A szamlaloban és a nevezdében is folytonos fiiggvényeket latunk. A szamlalo hatarértéke 3-nal
J5
1+42

b) A szamlaldban és a nevezdben is folytonos fiiggvényeket latunk. Ha a szamlalo és a nevez6
hatarértékét behelyettesitéssel meghatarozzuk, akkor mindkét esetben 0-t kapunk, igy at kell
alakitanunk a kifejezést. Vegyiik észre, hogy a szamlaloban és a nevezdben a gyok alatt allo
kifejezések szorzatta alakithatok, igy kiemelésre adodik lehetdség:

Vx? -4 _ JX=2)(x+2) _ IX=2-x+2 _ Ix+2
IX—2+40x2=3x+2  Ix=2+J(x-1)(x-2) \/x—2~(1+\/x—1) 1++/x-1

V5 , a nevezo hatarértéke 1+ \/E , tehat a vizsgalt hatarérték 1étezik, és értéke

[gy mér a hatarérték kiszamithato, felhasznélva, hogy a szamlaloban és a nevez6ben is folytonos
fiiggvényeket latunk: a szamlald 2-h6z, a nevezd pedig szintén 2-hoz tart, igy a keresett jobbol-
dali hatarérték 1.
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c) A folytonossagot felhasznalva behelyettesitéssel kapjuk, hogy a szamlalo és a nevezd hatarér-
téke is 0 az X = 1-nél. Alakitsuk at a tortet! A szamlalot szorzatta alakitassal, a nevezot gyokte-

lenitéssel tudjuk tovabbvihet6 alakra hozni:

1-x2 (1= x)(1+x) ‘ ) Q=0+ WX +v2=x)

Ix=V2-x  (x-2-x}Vx++2-x) Wte2=x)- 2x-2 B
@+ x)(\/;+\/2— x)

2
A szamlaloban allo fliggvény folytonos, igy hatarértéke az 1-nél 4, tehat a keresett hatarérték

-2.

d) A folytonossagot felhasznalva behelyettesitéssel kapjuk, hogy a szamlalo és a nevez6 hatarér-
téke is 0 az X = 1-nél. Alakitsuk 4t a tortet! A szamlalot gyoktelenitsiik:

Jx+8-3 (Ix+8-3fVx+8+3) 1 x-1 1 1
x—1 x-1 Vx+8+3 x-1 x+8+3 /x+8+3

A kapott kifejezés folytonos az 1-nél, igy hatarértéke % .

I11. fejezetben kitilizott gyakorlé feladatok megoldasa

1. Hatarozzuk meg a kdvetkezo hatarértéket!
_ m20 30
im (2x-3)7 (3x+2)

3 fo2x+1
. oxX°=2x+1 .o X X+
a) Im —— b) I'nj 14 w2 _9y3 2 X—> 50
x>+ x2 —2X x> -] 4 X7 —2X (2x+1)
4[.3
g i _Vf & lim (,/HWf fj
X—> o0 X2 +1-—+X X—>+00
Megoldas:
a) Osszuk le a szamlalot és a nevezot is a nevezé dominéns tagjaval, azaz x*-nal!
2 1
1-—+—
. X3 -2x+1 . X2 X3 1
lim = lim =—=
Xaml+x2_2X3 X—> 0 i+£_2 2
x* X

mert a szamlalo 1-hez, a nevezd pedig —2-hoz tart.

b) Osszuk le a szamlalot és a nevezét is a nevezd dominans tagjaval, azaz x* -nal!

« 2 N 1
. x* —2x+1 X2 x
lim = | = +0o0
x—>7c>o]__|_X2 2X3 x— -0 1 1

S+ =2

X X

mert a szamlalo —o-hez, a nevezd pedig —2-hoz tart.
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¢) A szamlaloban és a nevezében is a legnagyobb foku tag x>, osszuk tehét ezzel a szamlalot és
a nevezOt is (tényezOnként elvégezhetd az osztés):

3 20 2 30
(2x —3)%(3x +2)® (2_xj (3+x)
lim = lim

X—> 00 (2X +1)50 X—> 00 [ 1)50

2+—
X

A szamlaléban levd kifejezések hatarértéke 2%, illetve 3%, a nevezdben levd kifejezés hatar-

20 30 30
értéke pedig 2°° . Tehat a keresett hatarérték Tj’ = Gj .

d) A nevezdében a dominans tag X-es nagysagrendi, igy osszuk el a szamlalét és a nevez6t is X-szel:

mert a szamlaloban levo fliggvény hatarértéke —1, a nevezdé pedig 1.

e) Gyoktelenités utan az alabbi kifejezést kapjuk:

, / \/—_\/—: \/X-i-\/; .
e VX+VX+\/; +\/;

Itt a szamlalot és a nevezdt v/ -szel leosztva a kifejezés hatarértéke meghatarozhato:

1+\/T
X 1

%_
2

1+ 1+ ia+1
X X

mert a szamlalé 1-hez, a nevez6 2-hoz tart.

IV. fejezetben kitiizott feladatok megoldasa:

1. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kdvetkezd fiiggvényhatarértékek!

2 lim sin 2x b) lim sin 4x ¢ lim s!n 3X
x=0 X x—>0 5X x—0SIn 7X
d) fim 9% &) lim 9%
x>0 3X x-0 sin 3X
Megoldas:
a) fim SN2 _ Iim(sm 2X -2):1-2:2
x>0 X x=>0\  2X
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b) "msm4x:I sin4x 4 =1ﬂ=ﬂ
x=>0 Bx x—>0\  4X 5 5 5
o lim s!n3x= im(sme. _7x .§)=1'1§=§
x->08iIN7X x>0\ 3X sin7x 7 7 7
d) fim 92X _SNAX g (sindx 4 4, 4 4
x>0 3X  x->0C0S4X-3X x>0 4X  3-c0S4X 31 3
&) lim t.g8x _ S|n8?< _iim sin 8x '3x 8 :1‘1‘i=§
x->08in 3X x-0Cc0s8x-sin3x x—0 8X sin3x 3-cos8x 31 3

2. Vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kovetkezo fiiggvényhatarértékek!

., X _
~3sin? b) lim 12C0SX ¢ lim(1—x)tgZ x
a) lim x— 0 X x—1 2
x—>0 X
_ \1-cos2x . sin % 5x
d) lim ——— e) lm-————
x—>0 X x—0 C0S 4X — COS 6X
Megoldas:
3sin2 ~ 3sin2 * sin * 3sin * 3.0
a) lim = lim —lim| —2%. 4 |-1.2"_9¢
x—>0 X x>0 X x—0 5 4 4
4 4
o) lim 270X _ i (I-cosx)l+cosx) . 1-cos’x sin®x
x>0 X x>0 X(1+cosx) x>0 X(1+cosx) x>0 x(1+cosx)
_ sin X sin x 21.9:0
x>0 X 1+c0sX 2
€) Alkalmazzunk olyan atalakitast, hogy a sin X és az X jellegli kifejezések szorzata helyett a ha-
nyadosuk szerepeljen! Ehhez a tangens fliggvényt alakitsuk at kotangenssé!
. T . T . T
>I<I£>n1(1_ x)tg > X = leinl(l— X)- ctg(a 3 x] = leinl(l— X) - ctg(E 1- x)]
Ha most bevezetjilk az y =1— X jeldlést, akkor
T
lim (1- x)-ctg E(1—x) =lim| y-ctg Ey = lim| cos Ey -E—y-— —1-1-3——
Xx—1 2 y—0 2 y— 0 2 . (TC j T T T
sin| —y
2
Vi- J1I-(1-2sin?x) _  +/2sin? A2 [sinx
d) fim Y1C052X _ p V1 ) _ i Y28 X _ L N2 e kel vigs-
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

galnunk a jobb-¢és baloldali hatarértéket.
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\/5- sin x .Sj
#: lim m:\/}; lim
X x— 0+0 X x— 0-0

\/§.|jinx|: i ﬁ-(;sinx):_ﬁ

x— 0-0

lim
X— 0+0

Ebbdl latszik, hogy a kétoldali hatarértékek nem egyeznek meg, igy a vizsgalt hatarérték nem
létezik.

e) Alkalmazzuk a nevezében szerepld kiilonbségre az addicios tételt!

) sin % 5x ) sin % 5x ) sin 2 5x
Ilmo—: lim 1576 A6k - im - - =
x>0 C0S4X —COS6X x>0 g TXHOX o 4X—0X x>0 2sin 5xsin(—2x)
2
. sin5x . (sin5x 2x 5 5 5
x=>02sin2x x»0{ 5x sin2x 4 4 4
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Fiiggelék

Polinomosztas

A szamok osztasahoz hasonldan algebrai kifejezéseket is oszthatunk egymassal maradékosan. A mod-
szert az egyik konkrét kittizott feladat szamitasanak elvégzésével szeretnénk bemutatni.

A polinomosztas felhasznalasahoz elézményeként még egy tételt meg kell emliteniink:

Tétel: Ha a p(x) valos egyiitthatos polinom gydke az a valos szam, akkor a polinom felirhato
p(x) = (x+a)-q(x) alakban, ahol q(x) egy megfeleld valos egylitthatos polinom.

Lassuk tehat a polinomosztast!
Tudjuk, hogy az x* —x* —7x+3 polinomnak az x = 3 gyoke, tehat oszthaté (x —3)-mal.
Kezdjiik el az osztdst ugy, mint a szamoknal!

(X =x2=7x+3):(x-3) =

Most egy olyan x-hatvanyt kell talalnunk, amellyel (x —3)-at megszorozva x° is keletkezik, ez az x?

lesz. Végezziik el a visszaszorzast, és vonjuk ki a kapott polinomot az eredetib6l:
(X3 =x* =7x+3):(x=3) = %
—(x®-3x%)
2x2 —7x+3

Most folytassuk tovabb a megfelelé x-hatvany keresését, olyat kell talalnunk, mellyel (x —3)-at meg-

szorozva 2x? is keletkezik:

(X} =x* —7x+3):(x-3) = x*+2x

—(x*-3x%)
2x* —7x+3
—(2x* —6X)

—-X+3

Befejezo 1épésként mar nyilvanvaléan —1-et kell irnunk a hanyadosba:
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(X} —x®=7x+3):(x=3) =x*+2x-1

—(x3-3x%)
2x% —7x+3
—(2x? -6x)
-X+3
—(—x+3)
0

El6fordulhat, hogy a polinomosztas soran maradék 1ép fel. Az osztast csak addig tudjuk végezni, amig
a visszaszorzas utan kapott polinom fokszama kisebb nem lesz, mint az oszt6¢. Ha nem fogy el egyszerre
minden tag, akkor maradék keletkezik (pont tigy, mint a szamok maradékos osztasanal). llyenkora p(x)

polinom q(x) polinommal torténé osztasa utan a p(Xx) = h(x)-qg(x)+r(x) alakot kapjuk, ahol r(x)

polinom fokszama kisebb, mint q(x) fokszama.

V1. Definiciok az I. fiiggvényhatarérték definicionak megfelelo
megfogalmazasban és kornyezetben

Jobb- és baloldali hatarérték

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a,a + o) intervallumon [a tetszbleges valds szam,
o tetszéleges pozitiv valos szam]. Az f figgvénynek 1étezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez A valos
szam, ha minden & >0 val6s szamhoz létezik olyan & >0 valés szam, hogy minden esetben, amikor
0<x—a<3 teljesil, fennall | f(x)— Al <e is. Jeldlés: lim f(x)=A.

x—a+0

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a —w,a) intervallumon [a tetszbleges valds szam,

o tetsz6leges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban baloldali hatarértéke és ez A valos
szam, ha minden € >0 valds szamhoz létezik olyan & > 0 valos szam, hogy minden esetben, amikor

0<a-x<3 teljesiil, fenndll | f (x)— Al<e is. Jelolés: lim . f(x)=A.
X—a—|

A végtelen mint hatarérték

-
Def. Legyen az f : R — R fiiggvény értelmezve az (a—,a+w)\{a} halmazon [a tetszéleges valds
szam, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke €s ez plusz végte-
len, ha minden K valds szamhoz létezik olyan & > 0 valos szam, hogy ha 0 < |X = a| <0 teljesiil, fennall
K < f(x) is. Jelolés: lim f(X)=+co.

. x—>a
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Def. Legyen az f :R — R fiiggvény értelmezve az (a —m,a+ ) \{a} halmazon [a tetsz6leges valos
szam, o tetszbleges pozitiv valds szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarértéke és ez minusz vég-
telen, ha minden K valos szamhoz 1étezik olyan & >0 valos szém, hogy ha 0<|x—a|<3d teljesiil,

fennall K > f(x) is. Jelolés: lim f(X)=—o0.
X—a

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a,a + ) intervallumon [a tetszbleges valds szam,
o tetszbleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez +oo, ha
minden K val6s szamhoz 1étezik olyan & >0 valos szam, hogy minden esetben, amikor 0 < X—a <8
teljesiil, fennall f(x)> K is. Jellés: lim f(X)=+o0.

x—a+0

Def. Legyenaz f :R — R fliggvény értelmezve az (a,a+ o) intervallumon [a tetszdleges valos szam,
o tetszéleges pozitiv valds szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez
—0, ha minden K val6s szamhoz létezik olyan 6 >0 valos szam, hogy minden esetben, amikor
0<x—a<3d teljesil, fennall f(x) <K is. Jelolés: lim . f(X) =—0.

X—>a+H

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a —w,a) intervallumon [a tetszbleges valds szam,
o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f figgvénynek 1étezik a-ban baloldali hatarértéke és ez +oo, ha
minden K val6s szamhoz 1étezik olyan & >0 valds szam, hogy minden esetben, amikor 0 <a—Xx <8
teljesiil, fennall f(x)> K is. Jelolés: lim f(Xx)=-+o.

x—a—0

Def. Legyenaz f :R — R fiiggvény értelmezve az (a—w,a) intervallumon [a tetsz6leges valds szam,

o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez —oo, ha
minden K val6s szamhoz 1étezik olyan & >0 valds szam, hogy minden esetben, amikor 0 <a—Xx <8
teljestil, fennall f(x) <K is. Jelolés: lim . f(X) =—o0.

X—a—

Végtelenben vett hatarérték

Def. Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve a [W,+0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt
mondjuk, hogy f hatarértéke a plusz végtelenben az A valos szam, ha minden € >0 valés szamhoz léte-
zik olyan K valés szém, hogy minden esetben, amikor K < X teljesiil, fennall | f (x) - Al <& is. Jel6lés:

lim f(x)=A.
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Def. Legyen az f :R — R filiggvény értelmezve a (—oo,W] intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt
mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben az A valos szam, ha minden & >0 valés szamhoz
létezik olyan K val6s szam, hogy minden esetben, amikor K > x teljesiil, fennall | f(x)— A| <g Is. Je-

161és: lim f(x)=A.

X—>—0

Def. Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve a [W,+0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a plusz végtelenben plusz végtelen, ha minden N valos szamhoz 1étezik
olyan K valdés szam, hogy minden esetben, amikor K < x teljesiil, fennall f(x)>N is. Jelolés:

lim £ (x) = +oo.

X—>+0

Def. Legyen az f :R — R fliggvény értelmezve a [W,+0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a plusz végtelenben minusz végtelen, ha minden N val6s szamhoz 1étezik
olyan K valés szam, hogy minden esetben, amikor K < x teljesiil, fennall f(x)<N is. Jelolés:

lim f(x)=—o0.

Def. Legyen az f :R — R fiiggvény értelmezve a (—o0,W] intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben plusz végtelen, ha minden N valés szimhoz 1étezik
olyan K valés szam, hogy minden esetben, amikor K > x teljesiil, fennall f(x)>N is. Jelolés:

lim f(x) = +oo.

X—>—0

Def. Legyen az f :R — R filiggvény értelmezve a (—oo,W] intervallumon, ahol W € R . EkKkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben minusz végtelen, ha minden N valds szamhoz 1étezik
olyan K valos szam, hogy minden esetben, amikor K > x teljesiil, fennall f(x)<N is. Jelolés:

lim f(x)=—o0.

X—>—00
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