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A differencial- és integralszamitas alapjai

I. Differencia- és differencialhanyados

Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a—m,a+w) intervallumon. Legyen X tetszéleges eleme az

. f(x)-f(a . :
(a—o,a+ ) intervallumnak. Az -1 hanyadost az f a-ban vett differenciahanyadosanak vagy
X—a

kiilonbségi hanyadosanak nevezzik.

Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a—m,a+ o) intervallumon. Az f fiiggvény az a-ban differen-

cialhato[derivalhaté], ha 1étezik a lim L;(a) hatarérték [a differenciahanyadosok hatarértéke].
X J—

X—a
X#a

Ezt a hatarértéket az f a-beli differencialhanyadosanak vagy derivaltjanak nevezziik. Jelolése: f'(a)

df
vagy _d (a).
X

\_

Megjegyzések:

1. Sok esetben megkonnyiti a szamolast, ha a differenciahanyadosokat az x =a+h jelolés bevezetésé-

el f(a+hz—f(a) f(a+hr)]—f(a)

alakban irjuk fel. Ekkor a differencialhanyados a !]imO hatarérték-

h=0
kel egyenlé [amennyiben létezik]. Természetesen h pozitiv és negativ értékeket is felvehet, annak meg-
felel6en, hogy x >a vagy x<a.
fx)-f@) .. . .
hatarérték kiszamitasakor a g(x) = ————— fliggvény hatarértékét keressiik

x>a  X-—a X—a
X#a

2. A lim10=f@)

f(a+h)-f(a)
h

kiszamitanunk a 0-ban. [Természetesen ¢(X) nincs értelmezve a-ban, g(h) nincs értelmezve 0-ban.]

az a-ban, az 1. pontban szerepelt alak esetén pediga g(h) = fliggvény hatarértékét kell

Ezért a differencialhanyados meghatarozasanal alkalmazhatjuk a fliggvények hatarértékére vonatkozo
definiciokat és tételeket.

3. A tovabbiakban nem fogjuk kiirni, hogy X #a illetve h 0. Ez Gigyis magatdl értetédd, mert 0-val
nem oszthatunk, tehat ezeken a helyeken a differenciahdnyadosok nincsenek értelmezve.

-
Példak:
1. Legyen f(x)=c, c eR.EKKkor az f fiiggvény minden a-ra a-ban derivalhato, és a derivaltja min-

deniitt 0. Ugyanis lim T=-1@) —im <= —jmo=o.

X—a X—a Xx—=>a X—a X—a

2. Legyen f(x)=x”.Ekkor f minden a-ra a-ban derivalhato, és a derivaltja:
_ 2.2
m f(x)-f(a) _jim X=@

X—a X—a x=»>a X—a

=lim(x+a)=2a
X—a




Legyen a > 0. Ekkor Iimf(x) f(a)_l ) 1) = lim |X“|_|a|=lim X”_azl.

X—a X, —>a Xn —a X,—>a Xn —a X,—>a Xn —a

- Xp[—lal L X, —a . e . :
[A lim M = lim ———— egyenldség azért 4ll fenn, mert ha x, —>a és a >0, akkor véges
Xp—>a XI"I - a Xp—>a Xn - a

sok kivétellel x, >0 teljesiil, viszont véges sok tag elhagyasa nem befolyasolja a hatarértéket.]

. . . f(x)-f . —X,+a
Ha a <0, akkor a fentiekhez hasonloéan kapjuk, hogy lim ()= 1(a) = lim ——=-1.

X—>a X—a X,—>a Xn —a
Tehat a fuggvény a >0 illetve a <0 esetén a-ban derivalhato, és a derivaltja az els6 esetben 1, a
masodikban —1.

/ 3. Legyen f(x) =| X| . Ekkor a fiiggvény a 0 kivételével mindeniitt differencialhato. \

. X
Ha a=0, akkor x, —>a+0 esetén Ilim -0 _ im %=1, x,—>a-0 esetén
X—0+0 X—0 xna0+0 X,
lim f(x) i@ _ = lim i=—1. Tehat a lim ———= 1= 1@ hatarérték nem létezik, mert az
x—0-0 Xx—0 X—0-0 X x—0 X—0
fFO-f0) o . . , o . , ,
0 fiiggvény jobb- és baloldali hatarértéke nem egyezik meg a 0O-ban. Igy tehat az
X_
\ f (x) =| x| fiiggvény a 0-ban nem differencialhato. /
Gyakorlo feladatok

1. A differenciahanyadosok vizsgalataval dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvények differencialhatok-e a
megadott pontban!

a) f(x)=x>+5x,a=2 b) f(x)=+vx+1,a=0
x—1 ¥ +lLhax<l
= = — = ’ :1
0 Jx) P 2 RS {3x—1,hax21’a

Jobboldali és baloldali differencialhanyados

A ﬁiggvények jobb- illetve baloldali hatérértékéhez valamint a jobbrél illetve balrol folytonosség de-

s

( )
Def. Legyen f :R — R értelmezve az [a,a+ ) intervallumon. Az f fiiggvény az a-ban jobbrol diffe-
rencialhatd, ha létezik a  lim OM hatarérték (a differenciahanyadosok jobboldali hatarértéke).

X—a+ X—a
Ezt a hatarértéket az f a-beli jobboldali differencidlhdnyadosanak [derivaltjanak] nevezziik. Jel6lése:
f/(@).
. J




Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a—w,a] intervallumon. Az f fiiggvény az a-ban balrél diffe-

rencidlhato, ha létezika fim 09— (@)

o x_a hatarérték (a differenciahanyadosok jobboldali hatarértéke).
X—>a— =

Ezt a hatarértéket az f a-beli baloldali differencialhanyadosanak [derivaltjanak] nevezziik. Jelblése:
f'(a).

A fiiggvény-hatarértékekr6l mondott korabbi tétel kovetkezménye:

Tétel: Legyen f :R — R értelmezve az (a—w,a + o) intervallumon. Az f differencialhat6 a-ban akkor
és csak akkor, ha f jobbrol és balrdl is differencialhato a-ban és f/(a) = f'(a)

Def. Haaz f:R —» R értelmezve van az (a,b) intervallumon ¢és az f differencialhaté (a,b) minden
pontjaban, akkor azt mondjuk, hogy az f differencialhat6 az (a,b) intervallumon.

Def. Haaz f :R — R értelmezve van az [a,b] intervallumon és az f differencialhato (a,b) minden

pontjaban, valamint a-ban jobbrol, b-ben balrol differencialhato, akkor azt mondjuk, hogy az f differen-
cialhat6 az [a,b] intervallumon.

Def. Ha f differencialhat6 az (a,b) intervallumon, akkor a g:(a,b) > R, xa f'(x) fiiggvényt az f

derivaltfiiggvényének vagy derivaltjanak nevezziik. Jelolése: f'(x) vagy ((;I_f .
X

Példa:
A korabban latott példak alapjan az f(x)=c fiiggvény derivaltfiiggvénye az f'(x) =0 fiiggvény, a
g(x) = x* fiiggvény derivaltja a g’(x) =2x fliggvény.




A legegyszeriibb elemi fiiggvények derivaltja

A legegyszerlibb elemi fiiggvények derivaltjait az alabbi tablazatban foglalhatjuk 6ssze:

f(x) f'(X) f(x) f'(x)
c,ceR 0 COS X —sin X
1
x%, a eR a-x&! tg x c0s2 x
1
e* e* ctg x TSinZx
_ 1
a* a¥-lna arcsin x 1—X2
1 3 1
In X M arccos X Y
1 1
log, x xIna arctg x 1o %2
1
sin x COS X arcctgx | T2

Megjegyzés:

A hatvanyfiiggvény derivaltjahoz elég a bal oldali tablazatrész masodik soraban all6 altaldnos alakot
megjegyezni és hasznalni. Ugyelni kell azonban arra, hogy az altalanos alak esetén sziikségszerti, hogy
a hatvanyalap pozitiv legyen. Azonban ha olyan gydkfiiggvényrdl van szd, amely a valtozé negativ
értékeire is értelmezve van, akkor a derivalt a fenti masodik tablazat alapjan a valtozd negativ értékeire
is 1étezik, de nem irhato fel az altalanos, tortkitevdji hatvanyalakban. Ezért az altalanos képletet sokan
formalisan, azaz ugy hasznaljak, hogy atmenetileg attérnek a tortkitevoji hatvanyalakra, ennek segitsé-
gével elkészitik a derivaltfiiggvényt, majd a tortkitev6ji hatvanyt visszaalakitjak gyokos alakra. Altala-
nos szabaly ebben az esetben, hogy ahol a derivaltfiiggvényre kapott kifejezés értelmezve van, ott a
derivaltfiiggvény is létezik, és megegyezik a kapott fliggvénnyel.

A gyakran hasznalt esetekre a hatvany- és gyokfliiggvények derivaltjat kiilon 6sszefoglalhatjuk:

T(x) F'(x)

x", neN n-x"t

X—ln, neN r?+1
X

N -
\/;,neN n_r{/F




1. Miiveletek differencialhato fiiggvényekkel.
A differencialhatosag és a miiveletek kapcsolata.

Osszeg és kiilonbség derivaltja

Tétel: Legyen f ¢és g differencialhatd a-ban. Ekkor f +g is differencialhatd a-ban, és
(f +9)'(@)=f'(a)+g'(a). Haf és g differencialhato az | intervallumon, akkor f +g is differencial-
hat6 itt, és a derivaltfiiggvénye (f +g)'(x)=f'(X)+9'(X).

Tétel: Legyen f ¢és g differencialhatd a-ban. Ekkor f —g is differencialhatd a-ban, és
(f —g)' (@)= f'(a)—g'(a). Haf és g differencialhato az | intervallumon, akkor f —g is differencial-
hat¢ itt, és a derivaltfiiggvénye (f —g)'(x)=f'(x)—g'(x) .

Kidolgozott feladat

1. Hatirozzuk meg az f(x)= x® +sin x+2 fiiggvény derivaltjat az a=2 helyen!
g ggveny

Megoldas:

Mivel f(x)=g(x)+h(x)+k(x),ahol g(x)=x°, h(x)=sin x és k(x) =2 ésg, h, kminden pontban
derivalhatoak, ezért f is mindeniitt derivalhato ¢és f'(x)=g'(x)+h'(x)+k'(x), azaz
f'(x) =6x> +cosx+0. Tehat f'(2)=6-2° +c0s2=192 +c0s2.

Szorzat derivaltja

Tétel: Legyen f és g differencialhatdo az a pontban. Ekkor fg is differencialhatd a-ban és
(fg)'(@)= f'(a)g(a) + f(a)g'(a) . Ha f és g differencialhat az | intervallumon, akkor fg is differen-
cialhato itt, és a derivaltfiiggvénye (fg)'(x)= f'(x)g(x)+ f(X)g'(x).

Kovetkezmény L.: A fenti tételb6l g(x) =c, ¢ € R helyettesitéssel kapjuk, hogy ha f differencialhato
a-ban és Ce R, akkor c- f is differencialhato a-ban és a derivaltja (cf)'(a) =cf '(a).

Kovetkezmény Il.: A szorzat derivaltjara vonatkoz6 tétel elsé kdvetkezményébdl, illetve az Osszeg
derivaltjara vonatkoz6 tételb6l kapjuk, hogy ha p(x) n-edfoki polinomfiiggvény, azaz

p(x)=a,x" +a, ;X" +..+a,, akkor p(x) mindeniitt differencialhat6, és a derivaltja:

'x)=na.x"*+(n-Da, x"?+..+2a,x+a,.
p n n-1 2 1




Kovetkezmény III: A tétel alkalmazhato nemcsak két, hanem tobb tagbdl allo szorzat derivalasara is.
Harom fiiggvény esetén példaul az alabbiakat kapjuk:

Legyen f, g és h differencialhat6 az a pontban. Ekkor fgh is differencialhat6 a-ban és
(fgh)'(@) = (fg)'(@)h(a) + f (@)g(@)h'(a) =(f'(@g(a) + f (2)g'(@)h(a) + f (2)g(a)h'(a) =
= f'(@g(@)h(a)+ f(a)g'(a)h(a) + f (a)g(a)h’(a)
Ennek alapjan altalanosan is fel tudjuk irni egy K tényez6s szorzat derivaltjat:

(f,f,...T,)'(@) = £,(a) f,(a)...T, () + 1,(a) F,(@)...F, () +...+ T,(a) F,(a)...F, (a)

p
Példa:

A szorzat derivaltjara vonatkozo6 tétel alkalmazasaként elkészithetjiik az f(x)=x", ne N fiiggvény
derivaltjat. Lattuk korabban, hogy ha f(x)=x, akkor f'(x)=1. Legyen f(x)=x*. Alkalmazzuk a
szorzat derivaltjara vonatkozo tételt! f'(x)=(x-Xx)"=(x)"-x+Xx-(X)"=x+x=2x. Ezt folytathatjuk

is, a fenti k tényez6s szorzat derivaltja alapjan hasonloan megkaphatjuk, hogy (x")"=nx"".

Kidolgozott feladatok

7

2. Hatarozzuk meg az alabbi szorzatfiiggvények derivaltjat!

a) f(xX)=(x+3)(x*+5) b) g(x):ﬁ~(x2+2x) C) h(x)=«/§~sinx
d) k(x)=sin x-(2cos x +1) e) n(x)=2"-sinx f) m(x) =(x+1)(x+2)(x+3)

Megoldas:

a) F'(X)=(x+3)(x*+5)+(x+3)(x* +5)" =1-(x* +5) +(x+3)-2x =3x* +6X+5

b) g’(x)z(\/;)' (X% +2%) + X - (X2 +2x)’=%-(x2 +2x)+\/;-(2x+2)=gx\/;+3\/;
X
C) h’(x)z(\/;)’ -sin x+\/;-(sin x)' :L-sin X ++/X - C0OSX

2x

d) Kk'(x)=(sin x)"-(2cosx+1) +sin x-(2cosx +1)" = (cosx)- (2cosx +1) +sin X - (—2sin X) =

=2¢c0s> X —2sin? X +CoS X

!

e) n'(x)= (2") -sin X +2% - (sin x)' =In2-2%-sin x+2" - cosx
) m'(x)=(XxX+1)'(x+2)(Xx+3)+(X+1)(x+2)'(Xx+3) + (X +D)(x+2)(x+3)' =

=1- (X+2)(X+3) + (X +1)-1- (X +3) + (X +D)(x +2) -1=3x? +12x +11



Hanyados derivaltja

Tétel: Ha a g fiiggvény differencialhat6 a-ban és g(a) =0, akkor az L fiiggvény is differencialhaté a-
g

g9'(a)

9°(a

ban, és a derivaltja — . Ha a g fiiggvény differencialhato az | intervallumon és itt g(x) =0, akkor

. . 1 !
az L fiiggvény is differencialhat6 az | intervallumon, és a derivaltfiiggvénye (aj x)=- gz((x)) .
g g°(x

Tétel: Ha f és g differencialhato a-ban és g(a) # 0, akkor az i fiiggvény is differencialhato a-ban, és
g

f'(a)g(a)- f(a)g'(a)
9°(a)

akkor az il fiiggvény is differencialhat6 az | intervallumon, és a derivaltfiiggvénye:
g

a derivaltja . Ha az f és g differencialhat6 az | intervallumon és itt g(x) =0,

4

H (= 109809 - {()9'()
g 9°(x)

\

Kidolgozott feladatok:

x3 -1

3. Mennyiaz f(x)=
y (x) 3X+2

fiiggvény derivaltja az a=1 helyen?

Megoldas:

Mivel a szamlalo, h(x) = x® —1 és a nevez6, g(x) =3x+2 mindeniitt differencialhaté és a nevezd x
= 1 esetén nem 0, ezért f is differencialhaté az 1-ben. h'(x) =3x*, g'(x) = 3, ezért a hanyados deri-

M@®e@ -h@M)g'@®) _3
9°() 5

valtjara vonatkozé szabaly értelmében f'(1) =

4. Legyen f(x)=tg x.Hatarozzuk meg az f derivaltfiggvényét!

Megoldas:

. sin X . , o : , o
Mivel f(x)=——, tovabba sin X és cos X mindentitt derivalhato, ezért f mindeniitt derivalhato, ahol
COSX

anevezO nem 0, azaz X = 5 +kz, k € Z kivételével mindeniitt derivalhato. Itt a derivéltja a hanya-

dos derivaltjara vonatkozo szaballyal szamithato ki:

F1(x) = (sin x)"cos x —sin x(cos x)’ _ COS X €0S X — Sin X(—sin X) 1
c0s® X cos® X c0s? X



Gyakorlo feladatok:

1. Hatarozzuk meg az alabbi hanyadosfiiggvények derivaltfiiggvényét! Allapitsuk meg azt a halmazt
is, melyen a fiiggvények differencialhatok!

x? -1 X2 +2X+3 X2 —2x+3
5 b) g(x)= ) h(X)=——F7—
X°—3X+2

y T=e el

Osszetett fiiggvény derivaltja

Tétel: [Lanc-szabdly] Tegyiik fel, hogy g differencialhato a-ban, h differencialhaté g(a)-ban. Ekkor
f(x) =h(g(x)) is differencialhato a-ban, és f'(a)=h’(g(a))-g'(a). Ha g differencialhat6 az | inter-
vallumon, és h differencialhat6 g I intervallumhoz tartozo értékkészletén, akkor f(x)=h(g(x)) is dif-
ferencialhat6 az | intervallumon, és f'(x)=h'(g(x))-g'(Xx) .

.

Megjegyzés:

A tételt alkalmazhatjuk tobbszorosen Osszetett fliggvényekre is. Természetesen a derivalhatosag felté-
telét vizsgalni kell, a menetkozben kapott derivaltak 1étezése alapfeltétel.

Kidolgozott feladat:

5. a) Hatarozzuk meg az f (x)=sin(x*> —3) fiiggvény derivaltjat!
ggveny j

b) Hatarozzuk meg az f(x) = (x? +3x+2)* fiiggvény derivaltjat!

Megoldas:
a) Mivel f(x)=h(g(x)), ahol h(x)=sinx és g(x) = x> -3, és g, illetve h mindeniitt differenci-
alhatd, ezért f is mindeniitt differencialhato és T (x) = h'(g(x))- g'(x) = (cos(x* —3))- (3x2).

b) Mivel f(x)=h(g(x)),ahol h(x)=x* és g(x)=x*+3x+2, és g, illetve h mindeniitt differen-

cialhato, ezért f is mindeniitt differencidlhato és
£/(x) = h'(g(x))- g'(x) = (4- (x> +3x+2)*)- (2x +3)

Megjegyzések:

Sokszor nehéz atlatni egy-egy (akar tobbszordsen) Osszetett fliggvény szerkezetét és derivaltjanak elké-
szitését. Az Osszetett fliggvényekkel vald banasmod soran nagyon fontos, hogy jol ismerjik fel az 6sz-
szetételben szereplo fiiggvényeket, és jol allapitsuk meg, hogy melyik a kiilsé és melyik a bels6 fligg-
veény az Osszetételben. FO szabalyként azt érdemes megjegyezni, hogy a derivalas soran , kiviilrdl befelé”

haladunk, és az a fiiggvény van legkiviil, amelynek értékét utoljara szamitjuk Ki. Pl. a sin x* fiiggvény
esetén a kiilsd fiiggvény a sin x, és a belsé az x? (mert utoljara a sinus értéket szamitjuk ki), de a sin? x
fliggvény esetén a kiilsé fiiggvény az x?, és a belsé a sin x, mert utoljara négyzetre emeliink. Ennek

megfelelden (sin x?)’ = sin x* - 2x , mig (sin? x)’ = 2sin X-COS X .

8



Gyakorlo feladatok

2. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat!

a) f(x)=(x+1)-(x+2)*-(x+3)* b) g(x)=(1-x)-1-x%)*-(1-x*)?
_ 2
&) h(xX) =X+ x+vx A J00-Ts

3. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat!

a) f(x)=cos2x—2sin x b) g(x)=sin(cosz[tg3x])

4. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fliggvények derivaltjat!
a) f(x)=log,x+2*+log, 2" b) g(x)=logs(5* +1)

) h(x)=2.3% +547 _px+dxi d) k(x)=(log, x)-8"

5. A differencialési szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvény derivaltjat!

a) f(x)=In(In(In x)) b) g(X)=M—In(1+ x+1)
c) h(x)=ln(arccos%j d) k(X)=In(eX " /1+ezx)
X

Magasabb rendi derivaltak

Def. Legyen f differencialhat6 az (a —®,a + o) intervallumon, legyen itt a derivaltfiiggvénye f'(x).Ha
f'(x) differencialhaté a-ban és itt a derivaltja (f')'(a), akkor azt mondjuk, hogy az f kétszer differen-
cialhat6 a-ban. Az (f')'(a) szamot az f a-beli masodik derivaltjanak nevezzik, és f "(a)-val jelljik.

Megjegyzés:
Hasonloan definialhat6 az a-beli n-edik derivalt (ne Z") az (n—1) -edik derivalt segitségével [,,de-
finicio teljes indukcidval”]. A jeldlése: az els6, masodik, illetve harmadik derivaltat rendre f'(a),

f"(a), f"(a)-val, az n-edik derivaltat, ha n >4, f™(a)-val jeldljiik.

Def. Legyen H azon valés szamok halmaza, melyekben az f fiiggvény kétszer differencialhat6. Ekkor a
g:H—->R, xa f"(x) figgvényt az f masodik derivaltfiiggvényének vagy roviden f masodik derivalt-

janak nevezziik, és f "(x)-szel jeloljik.

Megjegyzés:

Hasonloan definialhato az f fiiggvény n-edik derivaltfiiggvénye [n-edik derivaltja].

9



Vs

Példa:

\_

Lattuk mar, hogy (x")'=n-x"". Ebbdl kapjuk, hogy x" kétszer is differencialhaté minden pontban,
és a masodik derivaltja (x")" =n(n—1)-x"2. Teljes indukcioval belathaté, hogy X" akarhanyszor dif-

ferencialhato, és a k-adik derivaltja:

n!

-k

x"* hak<nés (x")®=0,hak>n.

( )(k)

Kidolgozott feladatok:

7

6. Készitsiik el az alabbi fiiggvények masodik és harmadik derivaltjat!

a) f(x)=x+x2 b) g(x)=cos2x
c) h(x)=x-sinx d) I(x)=Inx-2%

Megoldas:

’

a) f'(x)=%+2x; f"(x)=(%J +2=(1-x2j +2=[—%)-x2+2:— Y

1 1 ) 3 .~ 3 .
f"(x)=|— =|-=-X 2| ==-X 2 =—— a derivalhatosag az R™ szamhalmazon
( ax® ] ( 4 J 8 8Vx°

all fenn mindkét derivaltra vonatkozoan.
b) g'(x)=-2sin2x; g"(x) =-4co0s2x; g"(x)=8sin 2x
c) h'(x)=1-sin X+ X-COSX;

h"(x) =cosx+(X-cosX)" =CcosX +1-CosX+ X - (—sin X) =2C0SX — X - Sin X
h"(x) =—2sin X —(x-sin X)" =—-2sin X — (- sin X+ X - C0SX) = —3sin X + X - COSX

d) I’(x)=£-2X+In x-In2-2%;
X

X
1"(x) = (—i 2X+— n2.2" j ( -In2-2"+|nx-|n22-2"j=—2—2 +2M2 o nxen?2.2*
X X X

A harmadik derivalthoz érdemes a masodik derivaltat szorzatta alakitani:
1"(x) = 2" -(—%+£+ In x-In? 2)
X

X

2In2
X

|"'(x)=|n2-2x.(—i2+
X

+Inx-|n22j+2X-[2-i3 2In2 1 .In?2 j_

X x? x
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2
=2" ‘[_In_2+2ln 2 x-In32+2-i——2|22+1-ln22J=

x2 X x3 X X

3 2

2 3ln2 3Ih?2
- +
X X X

=2x -(In x-n®2+-=

7. Hatarozzuk meg a sin x fiiggvény 2018-adik derivaltjat!

Megoldas:
(sin X)' =cosx; (sin X)" =—sin x; (sin x)" =—cosx; (sin x)® =sin x

Lathato, hogy innen el6lrél kezdédik, tehat a sin x fiiggvény minden negyedik derivaltja 6nmaga
lesz. Mivel 2016 oszthato 4-gyel, ezért a 2016-ik derivalt is sin x . A 2018-ik derivalt tehat a masodik
derivalttal, azaz —sin x -szel egyezik meg.
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I1l. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

A derivalas bizonyos értelmli megforditasa soran arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott fiiggvény
melyik fiiggvény derivaltjaként allithato eld.

Def. Ha F differencialhat6 az (a,b)-n, és itt F'(x)= f(x), akkor F-et az f (a,b)-hez tartozo primitiv

fliggvényének nevezziik.

Def. Ha F differencialhat6 az [a,b]-n, és itt F'(x) = f(x), akkor F-et az f [a,b] -hez tartozo primitiv

fliggvényének nevezziik.

Megjegyzés:

Ha az f fiiggvény esetén egyértelmii, hogy melyik intervallumon teljesiil F'(x) = f(x) Osszefiiggés,

akkor a mindennapos gyakorlatban F-et roviden f primitiv fiiggvényének nevezziik (az intervallum
megjeldlése nélkiil).

Ezek utan rogton a kovetkezd kérdések meriilhetnek fel:
1. f milyen tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy van primitiv fliggvénye?

2. Ha f-nek tobb primitiv fliggvénye van, akkor ezek milyen kapcsolatban vannak egymassal?

Tétel: Ha f-nek van primitiv fiiggvénye [a,b] -n, akkor f rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal, azaz f
minden f(a) és f(b) kozti értéket felvesz az [a,b] intervallumon.

Megjegyzések:
1. Ha f nem rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal egy intervallumon, akkor azon az intevallumon nincs
primitiv fiiggvénye.

2. A Darboux-tulajdonsag sziikséges, de nem elégséges feltétel a primitiv fiiggvény létezéséhez. Legyen
ugyanis a [-2, 2] intervallumon f a kévetkez6képpen értelmezve:

X—2,ha0<x<2
f(x)=
X+2,ha-2<x<0

Nyilvanvalo, hogy f a [-2,2] intervallumon minden f(-2) és f(2) ko6zé es6 értéket felvesz, mert
f(-2)= f(2) =0, igy itt rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal. Viszont ha lenne olyan F fiiggvény,
melyre F'(x) = f(x) a [-2, 2] intervallumon, akkor F'(x) = f(x) teljesiilne példaul a [-1, 1] interval-
lumon, azonban nyilvanvald, hogy f itt nem rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal, mert itt f(-1)=1
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és T (1) =-1 kozé eso értékeket egyaltalan nem vesz fel. Tehat f-nek nem Iétezik primitiv fiiggvénye a

[-2, 2] intervallumon.

Tétel: Ha f folytonos [a,b] -n, akkor[a,b] -n van primitiv fiiggvénye.

Megjegyzés: A folytonossag elégséges, de nem sziikséges feltétele a primitiv figgvény 1étezésének.

Tétel: Legyen F az f fliggvény primitiv fliggvénye az [a,b] intervallumon. G primitiv fiiggvénye f-nek
az [a,b] intervallumon akkor és csak akkor, ha van olyan ¢ konstans, hogy az [a,b] intervallumon
G(x)=F(Xx)+c.

A tételbdl lathato, hogy f primitiv fliggvényei csak egy konstansban térhetnek el egymastol, tehat ha f
egy primitiv fliggvényét meghatarozzuk, megkaphatjuk az 6sszes primitiv fliggvényét ennek segitségé-
vel.

Def. Az f | intervallumhoz tartozé primitiv fliggvényeinek Osszességét az f hatarozatlan integraljanak

nevezzik, és I f (x)dx -szel vagy roviden J. f -fel jeloljiik.

A tovabbiakban azokat a fliggvényeket, amelynek egy adott | intervallumon létezik primitiv fiiggvénye,
az adott | intervallumon integralhat6 fiiggvényeknek fogjuk nevezni.

A hatérozatlan integral megadasa szigoriian véve az alabbi formaban torténik:
j f()dx=1{F (x) | F'(x) = f(x)}.

Mivel tudjuk, hogy a primitiv fliggvények csak egy ¢ kontansban térnek el egymastol, ezért ezt igy is
irhatjuk f(X) egy tetsz6leges F(x) primitiv fiiggvény segitségével:

jf(x)dx:{F(x)+c|ceR},r6videnjf(x)dx:F(x)+c, ceR.

A kitlizott és gyakorlo feladatok megoldasaban az egyszeriiség kedvéért az utobbi alakot fogjuk hasz-
nalni, és nem irjuk ki, hogy ceR.

Megjegyzés:

A ,primitiv fliggvény” elnevezés sokakban azt a téves képzetet keltheti, hogy a primitiv fiiggvény vala-
milyen egyszerisitett valtozata a vizsgalt fliggvénynek. A sz6 jelentése azonban a pro primo, prima
kifejezésekben is szerepld ,.elsd, eloszor 1étezd” jelentésti szora vezethetd vissza; primitiv fiiggvény
egyszerlien annyit tesz: az a fliggvény, ami elészor volt, és amibdl derivalassal (,,szarmaztatassal’) kap-
tuk az altalunk vizsgalt fliggvényt.

A primitiv fiiggvény keresését a tovabbiakban a hatarozatlan integral kiszamitasanak, roviden integra-
lasnak is fogjuk nevezni.
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Alapintegralok

Az n. elemi fiiggvények differencidldsi szabalyainak ismeretében kapjuk az un. alapintegralokat, me-
lyeket az elemi fliggvények derivaltjaihoz hasonldan tablazatba foglalhatunk [a tablazatban a primitiv
fiiggvény mellett fel van tlintetve az az intervallum, melyen a primitiv fliggvény érvényes]. A hataro-
zatlan integralokat minden esetben egy tetszdlegesen valasztott primitiv fiiggvény és egy tetszdleges C
konstans (valds szam) 6sszegeként adjuk meg.

f(x) j f (x)dx
a+l
X%, o #—1 1 +c, | < x* értelmezési tartomanya
1
X In| x|+c, I =(—0,0) vagy | = (0,+o)
1

arctg x+c, | , 00
1+ x? g < (—90,40)

arcsin x+¢, | =[-1,1]

1

\ 1-x2
1

1412 arshx+c=ln‘x+w/ x? +1 ‘—i—C,IC(—oo,-I—OO)
1

arch x+c:|n‘ X+4 X2 -1 ‘+c, | < (14+00) vagy | < (—o0,—1)

x? -1
e* e*+c, | < (—o0,+©)
a* +c,a>0,l < (—o0,+x)
Ina
sin x —COSX+C, | < (—o0,40)
COS X sin x+c¢, | < (—o0,+x)
1 i i
5 tgx+c, l | (2k-1)—=,(2k +1)—
CO0S” X 2 2
sh x ch x+c, | < (—o0,+x)
ch x sh x+c, | < (—0,+0)
1
ch?x th x+c, | < (—o0,+00)
1
sh2x -cth x+¢, | < (—00,0) vagy | < (0,40)
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IV. Integralasi modszerek

A primitiv fiiggvény keresése sok kérdést vet fel. Lathattuk a derivalas kapcsan, hogy viszonylag bo-
nyolult fiiggvényeknek is lehet egyszerii a derivaltja, és viszonylag egyszerl fliggvényeknek is lehet
bonyolult a derivaltja. A primitivfiiggvény-keresés soran mindenképpen jol kell tudnunk derivalni, jol
kell ismerniink a derivaldsi szabalyokat, és sok esetben azt is el kell képzelniink, hogy milyen tipust
fliggvény derivaltja lehet az a fiiggvény, amelyet éppen vizsgalunk.

A hatarozatlan integral keresésének néhany modszerét szeretnénk bemutatni a tovabbiakban.

Primitiv fiiggvények és miiveletek kapcsolata

A derivalasi szabalyok néhany egyszerli kovetkezménye megfogalmazhatd, amely a segitségiinkre van
a primitiv fiiggvények keresésében.

Tétel: Ha f integralhat6 az | intervallumon és c tetsz6leges valos szam, akkor cf is integralhaté az |

intervallumon és I(Cf )(X)dx =c- j f(x)dx.

Tétel: Ha f és g integralhato az | intervallumon, akkor f + g is integralhat6 az | intervallumon és

j(f +g)(x)dx=j f(x)dx+jg(x)dx.

Tétel: Ha f és g integralhato az | intervallumon, akkor f —g is integralhato az | intervallumon és

j(f —g)(x)dx =I f(x)dx—jg(x)dx.

Sajnos hasonl¢ altalanos tétel nem mondhato ki szorzat- és hanyadosfiiggvény, illetve Osszetett fligg-
vény integraljara. A késobbiekben azonban latjuk majd, hogy specidlis esetekben talalhatunk kiutat eb-
bol a szituaciobol.
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Integralas a vizsgalt fiiggvény atalakitasaval és alapintegralokra visszavezetéssel
A kidolgozott és gyakorlo6 feladatok megoldasaban egyarant szerepelni fog a mar korabban em-
litett ,,+C”, azaz egy primitiv fliggvényt adunk meg, és a +C jelzi, hogy ehhez tetszéleges kons-

tanst adva megkapjuk az 6sszes primitiv fiiggvényt.

Kidolgozott feladatok:

-
1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!
1-x 1-x)* Vx4 +x7*
a) (3-x2)° b) ( j c) % d) #
X X3/ X X
X2 2 2
g 2* +3" tg“x
Eve f (2*+3") 0) g
\
Megoldas:

a) Végezziik el a kobre emelést!

I(3—x2)3dx=j(27—27x2 +9x* —xs)dx=27x—9x3 +§x5 —%x7 +C

b) Végezziik el a négyzetre emelést, osszunk le tagonként!

1-x 1-2x + x? 1 2 1
j( . ]d _J.de=j(7—;+1]dx=—;—2|n|x|+x+c

C) Végezziik el a kobre emelést és osszunk le tagonként!

J~(1—x)3 dx=.[1_3xxf§/_);2_xa dx:j[W—T+3 x? - \/_}

_ g 1 9329
_3W2x+5\/— \/—+c

d) Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet van!

Im JA\/ +x7? J x dx = j()l( X_15j 11

dx:ln|x|—Z-—4+c
X

2

X 1
e) J.1+x2 dx:J.[l—lerzj dx = x—arctg x+c

f) Végezziik el a négyzetre emelést!

j(zus*)zdx:j(m 126" +9X)dx=ﬁ-4x+ﬁ-6x+%-9x s
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1—cos® x 1
tg’x dx = |———"dx = —1 |dx=tgx—x+cC
9 J.g I cos% X J.( cos? X j g

Gyakorlo feladatok:

1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

X+1 x* +3
a) (A-x)1-2x)(1-3x by ——
) (@—=x)( X ) ) x ) 1
2x+l_5x—1 e3x +1
d ——— e f) ctg?x
) 10~ ) e’ +1 ) o

Linearis belsé fiiggvénnyel rendelkezo osszetett fiiggvény hatarozatlan integralja

Tétel: Ha f integralhato és a =0 és b tetszbleges valos szam, tovabba I f (x)dx = F(x)+c akkor

f (ax-+b) is integralhatd és [ f (ax +b)dx = é F(ax+b)+c.

Megjegyzés: A tétel kimondasakor nem jeldltiikk meg az integralhatdsag intervallumat. Természetesen,
ha f az | intervallumon integralhato, akkor f(ax+b) integralhatosaga olyan intervallumra vonatkozik,
hogy ax+b az I intervallumba essen. (I lehet zart és nyilt intervallum is.)

Kidolgozott feladatok:

7

2. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

a) f(x)=(2x-3)* b) g(x)="%1-3x
1
0 1 d ——
2 4 3x2 sin2(2x+2j
\
Megoldas:

a) j(2x—3)1°dx_ (2% - 3)“+c—— (2x-3) +c

1,
11
b) '[3\/1—3x dx:% ( j 3 (1-3x)* +c:—%%/(1—3x)4 +C
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1 1 1 1 |2 3 1 3
c dx==| —————dx==-./—=-arct \/:x +C¢=——"-arct \/:x+c
) I2+3x2 2j 2 \E 92 76 932

d) ! dx=—l-ctg (2x+ j c
i 2
sin‘| 2x+—
%)
Gyakorlo feladatok:

2. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

2i5x ") 1 2
(5x-2)?

f(g(x))- g'(x) alaku fiiggvények integralasa

Kidolgozott feladatok:

~
3. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat! A megoldas soran alkalmazzuk az
Osszetett fliggvényre vonatkozé derivalasi szabalyt!
a) X b) x2.31+x3 c) S
2 ) X“-V1+X 3%
X 1
d 6) _ ) 5
) 4+X4 X - X2—1 f) g
\ J
Megoldas:

1
a) Azintegrandus f'-f 2 alakra hozhato: .[ X =

el e

1
b) Azintegrandus f'- f? alakra hozhato:

Ix2-3V1+x3dx= I x2 -1+ %3 dx_% %(3\/1+x3)4+c=%-(3\/1+x3)4+c
c) Az integrandus f’-l alakra hozhato: I— :——J‘ —4x :—lln‘3—2x2‘+c
f 3 3-2x? 4
. , 1 .
d) Az integrandus f'- P alakra hozhat6:
+
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X X 1 X 1 2
J.4+X4 dX=Ide=ZJ‘7dX=Z-arctg7+c
14{}

2

e) A gyok alol x-et kiemelve f'- alakra hozhato:

1- f?

1 1 1
- — dx=-arcsin=+c.

fﬁ/z—_ldxz‘f 2 ﬁ X

f) Azintegrandus f'-e’ alakra hozhato: Ix e Xdx= —%J.— 2x-e X dx = —%exz +c

< |

Gyakorlo feladatok:

3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

X 1 .1 e
) > b) —-sin— c
(1+x2)z x? X ) 2+e*

Trigonometrikus fiiggvények integralasa

Kidolgozott feladatok:

4. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény hatarozatlan integraljat!

a) sin?x b) sin 3x-sin 5x ¢) sin®x
cos’ x
d) sin*x e —
sinx
&
Megoldas:
a) Isinz X dx=J‘% dx =2 x—Lsin2x+c
2 2 4

b) .[sin 3x-sin 5x dx = %I(cos(Sx—3x) —cos(5x +3x)) dx = %I(cos 2x—c0s8x) dx = %sin 2X—%Sin 8X+C

c) Isin3 X dx=Isin x-(1-cos? x)dx=j(sin X —sin X - cos” x)dx=—cosx+%cos3 X+C

d) Alakitsuk at az integrandust kisebb hatvanyu kifejezéssé a cos2x -re vonatkozo addicios tétel
segitségével!
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Isin4xdx=j(sin2x)2 dx:I(l costj dx:jl 2C0S2X + C0S” 2X dx =
2 4
J-l cos2Xx cosdx+1 1 1. 1 . 1
=== + dX==X—-=sin2X+—sSin4Xx+=X+C=
4 4 32 8

4 2 8

3 1 . 1 .
=—X——SIn 2X+—sin 4x+c¢
8 4 32

3  ain2
J.C(?S X dXzICOSX (? sin” ) dx:j(ﬂ—sin xcost dx:j(ﬂ—lsin ZX) dx =
sin X sin X sin X sinx 2

=In | sin x |+%0052x+c

7

\
5. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!
1 N5
b) sin” x-cosx
1+cosx
) 1 0) ——
c X ———
g sin? x-4/ctg x
. J
Megoldas:
2 J- 1 e 1—cosx dx=j 1—coszx dx:J.l__C?Sde=J.( _12 B (?‘oszxj(JIX=
1+cosx 1+ cosx)(1—cosx) 1-cos” x sin © x sin“x sin“x

1 . . . B
= —Ctgx+ —— +C. (Az utols6 integrandus méasodik tagja f'- f 2 alaku)
Sin X

b) Azintegrandus f'- f° alaku: J.sins X-COSX dx:%sin6 X+C

¢) Az integrandus r alakra hozhato: I tgx dx =— I —sinx
f COSX

dx=—In|cosx |+c

!

d) Az integrandus 4f— alakra hozhato:

JT

1 1 1 4
—_— T dX= |- dx = ——-4/ctg®x +¢
J.sinzx-“,/ctgx -[ sin®x 4/ctg x 3 Vel
Gyakorlo feladatok:

4. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

a) cos® X b) cos®x c) cos®x
1

d) ctg® e) ——— ctgx
) clgx ) sin? x-cos? x h ctg
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Racionalis tortfiiggvények integralasa

Kidolgozott feladatok:

7

6. Keressiik meg az 2;2 fiiggvény hatarozatlan integraljat a [2,00) intervallumon!
X"+ X—

[az egyszerliség kedvéért valasztottuk pont ezt az intervallumot; mashol a modszer hasonloan miikodik]

Megoldas:

A nevezd szorzatta alakithato: x* +x —2 = (X +2)(x—1) . A nevezd szorzatalakjat felhasznalva a tor-

tet két tort Osszegére tudjuk bontani: — 1 =l 1t 1
X“+x-2 3(x-1 x+2
Tehat I— =—j ————|dx== In(x—l —lln(x+2)+c.
X“+X-2 x-1 x+2 3 3

Hasonldan kaphatjuk meg olyan racionalis tortfiiggvények hatarozatlan integraljat, melyek nevezdje
masodfoku és két valds gydke van, a szamlaloban pedig egy konstans all. [A két valos gydk esetébe
a kettOs gyokot is beleértjik. |

2X+ . . .
7. Keressik meg a 2—52 fliggvény hatarozatlan integraljat a [2,00) intervallumon!
X° +

Megoldas:
frjuk fel a tortet két tort Gsszegeként:

2x+5  2x+5  2(x+2)+1 2 N 1
X2 4x—2 (x+2)(x-1) (x+2)(x=1) x-1 (x+2)(x-1)

Az eléz6ekben mar lattuk, hogy

—%In(x—l)—%ln(x+2)+c és I(x2—1) dx =2In(x—1)+c.

——
(x+2)(x-1)
Ebbd] azt kapjuk, hogy

2X+5 1 1 7 1
—— dx=2In(x=-D)+=In(x=-D—-=I(x+2)+c=—=In(x-1)—=In(x+2)+c
[ (x=1)+ZI(x-1)~ (X +2)+6 = I(x~1) = In(x+2)

Hasonléan kaphatjuk meg olyan racionalis tortfiiggvények hatarozatlan integraljat, melyek nevezoje két
valds gyokkel rendelkez6 masodfoka, a nevezdje pedig elsé foku polinom. [A két valos gydk esetébe a
kettés gyokot is beleértjiik. |
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X+2 . .
8. Keressiik mega ———— fiiggvény hatarozatlan integraljat!
X“+x+1

Megoldas:

A nevezdnek nincs valos gydke, ebben az esetben tehat nem miitkddik az el6zéekben alkalmazott
modszer. Alakitsuk at ugy a tortet, hogy a szamlaloban a nevezd derivaltja szerepeljen!
x+2 1 2x+1+3 1 2x+1 3 1

2 52 52 to 2 .
XT+X+1 2 X +x+1 2 X +x+1 2 x°+x+1

Konnyen ellendrizhetd, hogy jﬂ dx=In(x*+x+1)+c.

Meg kell tehat hatdrozni ; hatarozatlan integraljat. Ehhez alakitsuk 4t a tortet!

X2 +x+1
_4 ! _4 !
x+x+1( j23 34[ 1)213(2 1j21
- — | X+=] + ——X+—F= +
4 3 2 J3© 3
Tehat j = 4. J dx. Az integrandus linearis belsé fiiggvénnyel rendel-
x? +x+1 3

[JE Ja] *1

kezd Osszetett fliggvény, a belso fliggvény 2 X+ 1 . Ennek eredményeképpen azt kapjuk, hogy

V3~ 43

E.J‘—l dx = ﬂi arctg 2 —arctg
3 [2 1]2 1 3 i \/_ \/_ \/_ \/_ \/_
RN V3
Tehat a végeredmény: J XX;)(Zl In( X2+ X+1)+ V3. arctg( \/_ \/_j
+ X+

Hasonloan lehet kiszamitani olyan racionalis tortfiiggvény hatarozatlan integraljat, melynek nevezo-
jében olyan mésodfoku polinom all, melynek nincs valds gyoke, és a szamlalo elsé vagy masodfoku
polinom.

9. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

1 x° X2 (4-x)?
a) b c d
2-3x? ) x8 -2 ) 1+ X ) 4-x*
Megoldas:

a) Parcialis tortekre bontassal:

J-l dX:I 1 dle'f( 11 jdx=
2 -3x° («/E—ngxxﬁ—\@x) 272 T\V2-3x V2 +4/3x
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1 1 1
= | —— -2 -\3x|+ ——-In|2 +/3x| [+ ¢
(- i
b) A nevezét parcialis tortekre bontjuk ugy, hogy a szamlaloban a nevezdék derivaltja jelenhessen
meg!

3 3 X

X X 1 x3 3
Imdxzj-(x“—\/iXx“h/E)dX:Zﬁj(x“—ﬁ_x‘%ﬁ}dxz

:8\15].[)(44_)(15— x44ri/§]dX:8\1/§(ln ‘ x* =2 ‘—In ‘ x* +/2 ‘ )+c

¢) Atalakitassal vagy polinomosztassal redukalhatjuk a szamlalot:

2

2
I X dx:J-X _1+1dx=I(x—1+ijdx=1x2—x+|n|x+1|+c
2

1+x 1+x 1+x

d) A szamlalét négyzetre emelés utan polinomosztassal redukaljuk, majd a maradék tagot parcialis
tortekre bontjuk:

(4-x) dx:jx 8x+16dX:I(_1 Mde:j(—1+i+i)dx=

+
4-x? 4-x? (2-x)(2+X) 2-X 2+X
=—x—In|x=2|+In|x+2|+c
8420 kifejezés parcialis tortekre bontasanak menete:
(2-x)(2+x)
friuk fel -8x+20 _ A N B _ A2+x)+B(2-X) _ (A-B)x+2A+2B alakban.
2-X)(2+x) 2-x 2+X (2-x)(2+x) (2-x)(2+ X)

Ekkor a szamlaloknak azonosaknak kell lenniiik, azaz A—B=-8 és 2A+ 2B =20. A kapott
egyenletrendszert megoldva A=1és B =9 adodik.
Gyakorlo feladatok

5. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

X3 (1+x)?
a b
) 3+ X ) 1+ x?

1 1

) e Y e e )
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A parcialis integralas modszere

Tétel: [Parcidlis integradlds szabdlya] Ha f és g differencialhaté az | intervallumon, és itt fg" primitiv

fiiggvénye létezik, akkor f§ primitiv fliggvénye is 1étezik és j fg="fg —I fg'.

Kidolgozott feladatok:

10. Hatarozzuk meg X -sin X hatarozatlan integraljat!

Megoldas:
Legyen f(x)=-cosx és g(x)=x. Ekkor f'(x)=sinx, g'(x)=1, tehat a fenti jel6lésekkel

jxsin xdx:—xcosx—j(—cosx)dx=—xcosx+sin X+cC.

11. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

I 2
a) x-e* b) x%.e7 c) Inx d) (%)

Megoldas:
a) A parcidlis integralas modszerével: f'=e™, f =—™,g=x,9'=1

Ix e ¥dx=—-xe " + je’xdx =—xe*-e " +¢c

b) A parciélis integraldas modszerével: f'=e?*, f = _Ee_x’ g=x%g" =2x

Ixz e dx = 1 x2e 2 +.|.xe‘2de
2

Ez utobbit folytatva a parcialis integralas modszerével: f'=e™*, f = - e?*,g=x,09"=1
Ix = — S xe +J.le‘2"dx _ e Lo
2 2 2 4

. , 1 ne . , _ 1 1 _
Ezt visszairva a korabbi kifejezésbe, a végeredmény: — > xe ¥ —Zxe ¥ — Ze X 4c

c) A parcialis integralas modszerével: f'=1 f =x,g=Ihx,g'==
X

IInxdx:_[l-Inxdx:xln x—J-x-ldx=xIn X—X+C
X

2
d) J.(InTXj dx = J. X—lz(ln x)2 dx A parcialis integralas modszerével:
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X
1 2 ) 1
—(Inx)"dx=—=-In“x+2| = In x dx
J.xz( ) X J‘xz
Ez utobbit folytatva a parcialis integralas modszerével:
f’:i, f=—=,g=hxg'==
X
Iizln X dx:—lln X+Ji2dx=—lln x—1+c
X X X X X

Ezt visszairva a korabbi kifejezésbe, a végeredmény: —=In% x—=Inx—=+c
X X X

12. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

a) XCOosX b) x?-sin2x
c) arctg x d) x-arctgx
Megoldas:

a) A parcialis integralas modszerével: f'=cosx, f =sinx,g=x,g9'=1

Ixcosxdx:xsin x—J.sin X dX = XSin X+CcosSX +¢C

b) A parcialis integralas modszerével: f'=sin2x, f =— Cos2x ,g=x%,9"=2x
X2
Ixz -sin 2x dx = —7COSZX +Ixc052x dx
i e L, , , sin 2x ,

Ez utdbbit folytatva a parcialis integralas modszerével: f’'=cos2x, f = ,0=X%x0=1

Ixcost dx = 230 2X —Ilsin 2 dx = 2 sin 2x + cos2x
2 2

? COS2X

. e \ , X X .
Ezt visszairva a korabbi kifejezésbe, a végeredmény: — > C0S2X + ESIn 2X +

C) A parcialis integralas modszerével: f'=1, f =x, g =arctg x, g’ = 12
+ X

1
Iarctg xdx=.[1-arctg X dx=x-arctg x—J.l X > dx=x-arctg X—Eln (1+x2)+c
+X

2

d) A parcialis integralas modszerével: f'=x, f = > g=arctg x,g9' = 1
+ X
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2 2 2
Ix-arctgxdx:x—-arctg x—1 X 2dx:X—-arctg x—1 1- ! > |dXx =
2 291+X 2 2 1+x

x? 1 1
=—-.arctg x+=arctg x—=x+¢
2 2 2

Gyakorlo feladatok:

6. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

a) e b) x-Inx c) x*-Inx d) vx-In?x

Integralas helyettesitéssel

Tétel: [Helyettesitéssel valo integrdlas modszere] Ha g(x) differencialhato az | intervallumon, f(x)
primitiv fliggvénye 1étezik g(1)-nésez F(x)+c, akkor f(g(x))-g'(x) primitiv figgvénye is 1étezik

I-n és If(g(x))-g’(x)dx= F(g(x))+c.

Megjegyzés: A tételt kétféle modon hasznalhatjuk fel. Egyszer ugy, hogy valamely f fiiggvény primitiv
fiiggvényét keresve egy olyan g fliggvényt keresiink, melyre az f(g(x))-g'(x) primitiv fiiggvénye
konnyen megadhato, és ebbe g inverzét irva megkapjuk a keresett, f-hez tartozo primitiv fiiggvényt.
Masodszor pedig ugy, hogy adott valamely f fiiggvény, melynek ismert a primitiv fliiggvénye, és az
f(g(x))-g'(x) figgvény primitiv fliggvényét keressiik.

Kidolgozott feladatok:

13. Hatarozzuk meg / 1—x? primitiv fiiggvényét a [0,1] intervallumon!

Megoldas:

Legyen f(x)=+1-x* és g(x)=sinx [g(x) a [0,%} intervallumon valtozik, ha f(x) a [0, 1]

intervallumon]. Ekkor f (g(x))-g'(x) =+ 1—sin® x -cosx =cos® X.

' 2sin x4/ 1—sin? x
Icosz de=j1+0032xd X sin 2x X

X=—+ +C=—+ +c=F(g(x))+c
2 2 4 2 4 (90
Ahhoz, hogy f primitiv fiiggvényét megkapjuk, az F(g(x)) -be g~'(x)-et, azaz jelen esetben x he-

. 2
arcsin x Xy 1—x
+

lyébe arcsin x -et kell irnunk. Ekkor az F(x) = 5

+ ¢ fliggvényhez jutunk.
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Megjegyzés: A szabaly latszolag bonyolult, nem talzottan kovethetd. Viszont a modszer egyszerlsit-
het6 bizonyos technikai trilkkkokkel, melynek végén a helyes eredményt kapjuk. [Ez az un. ,,fizikus mod-
szer”, mert a fizikusok a gyakorlati szamitasok soran ezt alkalmazzak.] Lassuk tehat, hogyan lehet egy-
szerlisiteni a szamolast!

I,/ 1—x? dx értékét kell kiszamitanunk. Vezessiink be 0j véltozét, x =sint helyettesitéssel. Ekkor

mindkét oldalt ,,differencialva” a % =cost egyenldséget kapjuk, az egyenldség mindkét oldalat dt -

vel ,,megszorozva” dx = costdt. Ezt visszairjuk X, illetve dx helyébe, és ekkor az alabbi format kapjuk:

2sin ty 1-sin* t i Xy 1-x?
I 1-x2 dxzj,ll—sinzt costdt:_[cosztdt=%+ o= eSnx, ‘e

4 2 2

Lathat6 tehat, hogy egyrészt az 01j valtozd bevezetésével sokkal attekinthetobbé valik a szamolas, mas-
részt az alkalmazott technika jobban kdvethetové teszi, hogy az egyes kifejezések hogyan valtoznak a
szamolas soran, illetve ennek segitségével allapithatjuk meg, hogy egyaltalan mit is kell csinalni.

Nagyon fontos azonban megjegyezni, hogy ez itt pusztan szimbolikus szamitasi modszer, a
dx

dt fiiggvény dt-vel valé , megszorzasanak” illetve a dt-vel vald ,egyszeriisitésnek” konkrét
matematikai jelentése nincs. Az egyszerlisége €s attekinthetdsége azonban amellett sz6l, hogy
alkalmazzuk, és hasznaljuk a kozépiskolas feladatmegoldds esetén is. Az alkalmazéisa sordn

azonban mindig hangsulyozni kell a szimbolikus jellegét, csakugy, mint példaul a ,,végtelen”

szimbolumanak bevezetésekor.

14. Hatarozzuk meg az alabbi hatarozatlan integralt!

j(x-JZ——5><)dx

Megoldas:

2
Alakitsuk at vV2-5x =y (X = ZTy, dx = —% ydy) helyettesitéssel:

Ix vJ2-5x dx——j(y -2y )dy_—y ——y :—,/(2 5x)° ——w/(2 5x)% +¢

125 125

X _ a2X

€ © . . .
15. Keressiik meg az T o fiiggvény hatarozatlan integraljat a (0,00) intervallumon!

Megoldas:

1
Helyettesitsiink t =e* -et! Ekkor x=Int, dx = Idt )
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1
—dt=In(1+t)+c=In(1+e¥)+c
@ (1+1) ( )

X A2X 42 _
J'e 62 dx—J.t tz-}dtz M.}dtz
1- e 1-t% t A-t)(L+t) t

Megjegyzés: Ha e* racionalis tortfliggvényét kell integralni, akkor a t =e* helyettesités racionalis tort-
fiiggvény integralasara vezet.

Gyakorlo feladatok:

7. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

X
Q) —— 33 2
) T3¢ b) x*-31+x

c) x*-31-x d) x3-(1—5x2)10

A gyakorlo feladatok megoldasa

Az 1. fejezetben Kitiizott gyakorlo feladatok megoldasa:

1. A differenciahanyadosok vizsgalataval dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvények differencialhatok-e a
megadott pontban!

a) f(x)=x>+5x,a=2 b) f(x)=+vx+1,a=0
3
x—1 x +1lLhax<l
c x)= ,a=-2 d f(x)= ’ ,a=1
A x+1 S 3x—1Lhax2>1
Megoldas:
2 o 2 _ _ _
2) X°+5x—4 10=x 4 +5x 10=(x 2)(X+2)+5(x 2)=x+2+5=x+7
X—=2 X—=2 X—=2
IimzL;(Z) = Iimz(x +7) =9. Tehat f differencialhat6 a 2-ben, és f'(2) =9.
X—> X — X—>
b) VX+1-1 X B 1
X x(\/x+1+1) Vx+1+1
f'(O):Iimwzlim;zl
x—0 X x=0  x+1+1 2
x-1 -3
0 x+1 -1 Xx-1-3(x+1) -2x-4 -2

X+2  (Xx+2)(x+1)  (x+2)(x+1) x+1
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f2) = lim ~X=FCE2) oy =2
X—>—2 X+ 2 x>-2X+1
dy dim SO=IT@ oy X122 X2l ki =3
Xx—1-0 X—=1 x-1-0  x-—1 x-1-0 X —1 x—1-0
im SO F@ ey 3X=122 X8 53
X—1+0 X—=1 x->14+0 X —1 x=1+0 X —1 X—1+0

Mivel a jobb- és baloldali differencialhanyadosok megegyeznek, a fiiggvény differencialhat6 az
1-ben, és f'(1)=3.

A I1. fejezetben Kitiizott gyakorloé feladatok megoldasa

1. Hatirozzuk meg az aldbbi hanyadosfiiggvények derivaltfiiggvényét! Allapitsuk meg azt a halmazt
is, melyen a fliggvények differencialhatok!

a) f(x)=

X2 -1 x? +2x+3 x? —2x+3
b) 9()=—=—— ) h(x)=5—"—"
x? +1 Jx +1 ) 09 X2 —3x+2

Megoldas:

a) Mivel a szamlal6 és a nevez6 mindeniitt értelmezve van, és a teljes értelmezési tartomanyan
derivalhato, tovabba a nevezdben levo fliggvény mindig pozitiv, ezért a hanyadosfiiggvény min-
deniitt derivalhato, és derivaltja

(x2 1) (x? +2) = (<@ 1) (x2 +1) - (x?+1)-2x—2x-(x* —1) _ 4x

f’ =
) (x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2

b) A hanyadosfiiggvény értelmezési tartomanya a négyzetgyok miatt: R\R™. A szamlalo min-
deniitt, a nevez6 a R™ halmazon derivalhato. A nevezé ezen a halmazon pozitiv, ezért a hanya-
dosfiiggvény itt mindenhol derivalhato.

(\/;+1)-(x2 +2x+3), —(\/;+1)' -(x2 +2x+3)
(Vx +1f

1 (2
Vx+1)-(2x+2)- - (x? +2x+3
:( 1) (@) 24/x b+ 2xs )_3x2+4x&+2x+4&—3

(\/; + 1)2 B 2Jx (\/; + 1)2

9'(x)=

C) A szamlalé mindeniitt pozitiv és derivalhato, a nevezé mindeniitt derivalhato, de 2 és 1 zérushe-
lyei, vagyis itt a hanyadosfiiggvény nincs értelmezve, emiatt a 2-nél és az 1-nél nem is derival-
hat6. Mindenhol mashol viszont derivalhat6, és a derivaltja:

h,(X):(xz—3x+2)-(x2 —2x+3) - (x? —3x+2)’-(x2—2x+3)=
(x? =3x+2)?

(X2 =3x+2)-(2x-2) - (2x=3)- (x* =2x+3)  —x® —2X+5

- (x? —3x+2)? (X2 -3x+2)°

29



2. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat!

a) f(x)=(x+1)-(x+2)*-(x+3)* b) g(x)=(1-x)-1-x%)*-(1-x*)?
2

&) h(x) = x+yx+Jx A J00-Ts

Megoldas:

a) Hasznaljuk a szorzatfiiggvény derivaltjara vonatkoz6 osszefiiggést!

f/(X) = (X+D)[(x+2)2(x+3)° 1+ (X +D[(x + 2)*(x +3)°] =
=(x+2)2(x+3)* + (x+D[2(x + 2)(x +3)® + 3(x + 2)* (x + 3)*] =
=(Xx+2)2(x+3)° +2(x +D(x + 2)(x + 3)> +3(x + D)(x + 2)*(x + 3)?
b) Hasznaljuk a szorzatfiiggvény derivaltjara vonatkozo 6sszefiiggést!
9'(x) = (@1=x)TA-x*)*1-x*)*1+@1-[A1-x*)*(1-x%)°] =
= —(1-x?)2(1-x*)® +(1-x)[20 - x*)(=2x)(1- x*)® + (1 - x?)? -3 - x*)?(-3x?)] =
=—(1-x%)%(1-x*)® —4x1-x)A-x)A-x3)* —9x*(1- x)1—x*)? (1 - x3)?
€) Hasznaljuk az Osszetett fiiggvény derivaltjara vonatkozo Gsszefiiggést!

1 2 1 T 1
' 1 2 1 2 2 1 2
h'(X)=||| X2 +X| +X =5 XZ+X| +X| || X2+X| +X]| =
_ L 1
) 1 2 L 1 L ’
(.3 1 5 1.,
=3 X2 +X| +X -1+E X2 + X X2 +x| =
] I ]
1 2 2 1 -~ 1
= 2 = 2 il
:% [xz +XJ +x| - 1+%{x2 +xj [lx 2 +l}=

QX=X (= x+Xx7) = (L+x—x%) - (L-x+x%)"
- (1—x+x?)? -

d) J'(x)

C(1-2x) - (L-x+x*)—(L+x—x%)-(-1+2x) _ 2(1-2x)
- (1-x+x?)? C(L-x+x%)?
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3. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat!
a) f(x)=cos2x—2sin x b) g(x) =sin(cosz[tg3x])

Megoldas:

a) f'(x)=-2sin2x—2cosx =—4sin XCOSX —2C0SX = —2c0sX(2sin X +1)
b) g'(x) = coslcos?[tg*])- cos? [tgsx])’ — coslcos?[tg®x ) 2codtg?]- (cos[tgsx]), =
= coslcos? [tg3x])- 2cosltg®x]-(sin [tg3x])- [tg3x], =

= os(cosz[tg3x])-2cos[tgg’x]-(—sin[tgsx])-Btgzx-Cosl2 - —3cos(cos [tg x]) (sm[Ztg x])

cos” x

4. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fliggvények derivaltjat!

a) f(x)=log,x+2*+log, 2" b) g(x)=logs(5* +1)
) h(x)=2.3% +54%7 _x+3xi d) k(x)=(log, x)-8"
Megoldas:
1 1 X X
a) f'(X)=—-=+In2-2" +1 (az utolso tag esetén a log, 2" = x atalakitast hasznalva, vagy az

Osszetett fuggvény derivaltjaval)

1 ' 1 1 5%
b - — (5% +1) =—. In5.5* =
) 9'(x) In5 5% + 1( ) In5 5% +1 5% +1

0) h(x)=2-N3-3+IN5-5%7 . (4x+7) = In 2. 253 (x2 +3x +1) =

=2In3-3* +4In5.5%7 —|n2. 23 (2% 4. 3)

d) K(x) = (1 )1() 8" +(log, x)-I8-8*

5. A differencialasi szabalyok segitségével allapitsuk meg az alabbi fiiggvény derivaltjat!

b) g(x)=+x+1- (1+\/_1)

c) h(X)=|n(arccos%] d) k(x):m(ex n /1+e2x)
X

a) f(x)=h(n(n x))

Megoldas:

2) f,(X)Z(In[lnx]) 1 (In )’ = 1

In[inx] In[in x] In X In[In x]-In x-x
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1 1 1 1 1 1 1 1
b) g'(x)==- - 1+4/x+1) == - i =
') 2 Jx+1 1++/x+1 ( ) 2 X+1 1++/Xx+1 2 x+1

1 (1 J_l.
Jx+1 1+/x+1) 2 1++/x+1

1
2

h’(X)—;.(arccosi] — 1 . -1 (LJ —
arccosi Vx arccosi 1_[ 1 Jz Vx

Jx Jx
c)

1 / X 1 1
\/_ -1 2\/_ arccos—— \/_ ZXM

arccos——
X X

,—’ 2X
d) k'(x):;(eX+ 1+e2x) 1 Je,l = =
eX +1+e* X +/1+e2 2 x

. e e Nl e
e + 1+ e V1+ e V1+ e

IV. fejezetben kitiizott gyakorlé feladatok megoldasa

1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

x+1 x* +3
a) (1-x)1-2x)1-3x b) — c
) @-0(-291-3%) 7 )
X+l gx-1 3x
d) 2 5 &) e’ +1
10* X +1
Megoldas:

a) Végezziik el a beszorzast!

1-x)(1-2x)1-3x)dx = [ (1-6x+11x% —6x3 dx:x—3x2+Ex3—§x4+c
3 2

b) Osszunk le tagonként!

o[ Vo o= 200 2

jdx I( jdx X+2In| x=1|-2In|1+x|+c

c) I ); tidx = J'(l+
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d) Osszunk le tagonként!

1
X+l gx-1 2'2X—*-5X
Iidx=j—5dx=j(2-5‘x _l.z—xjdx=_i.5—x ST S
10% 10% 5 In5 5In2

e) Alkalmazzuk az a® +b® =(a+b)(a® —ab +b?) algebrai azonossagot!

Ie‘“’x +1O|X:J'(eX +1Xe2X —e +1)dX=I(92X _eX +1)o|x:1e2X —e* +x+c
e* +1 e’ +1 2

2. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

2 2i5x ) 1 >
(5x-2)2

Megoldas:

1
a dx=2-| —=|-vJ2-5x+Cc=—=-4J2-5x +cC
) -[\/2—5x [ j

1 2) 1 3 1
b) I 5 d —(—EJ-E(SX—Z) 24C=——- ER

(5x—2)? (5x—2)?

3. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

X 1 .1 eX
Q) —— b) —-sin— c
(12 e )

Megoldas:

a) Azintegrandus f’-f 2 alakra hozhaté: I% dx=£IL2 dx=—1« L > +C
(1+x2) 2 (1+x2) 2 1+x

b) Azintegrandus f’-sin f alakra hozhato: Iiz-sin 1 dx = —J.—i-sin % dx = cosi2 +C
X X

X X2

. f’ e*
c) Az integrandus — alaku:
) g f J‘2 +e*

dx =In (2+eX )+c

4. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat!

a) cos’x b) cos®x c) cos’x
d) ctg®x e) ; f) ctgx
sin? x-cos® x
Megoldas:
a) '[cosz xdx=_[M dx =L x+ Lsin2x+c
2 2 4
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b) Icos3 X dx=‘fcosx-(l—sin2 x)dx='|.(cosx—cosx-sin2 x)dx:sin x—%sin3 X+C

c) Alakitsuk at az integrandust kisebb hatvanyu kifejezéssé a cos2x -re vonatkozo addicios tétel

segitségével!

Icos“ X dx:j(cosz X)z dX:J‘(HCSSZXT dX:J‘lJr2c0522+cos2 2X dx =

_J-(l cos2x  cos4x+1

+ + dx:lx+lsin2x+isin4x+lx+c=§x+lsin2x+isin4x+c
4 2 8 8 4 32

1-sin? x 1
d) Ictg X dx = I Sn?y dx =J.(Sinzx—1)dx=—ctgx—x+c

1 sin® X +cos” X 1 1
e) IﬁdX=J‘ﬁdX:J‘( st jdx=tgx—ctgx+c
SIn” X-C0oS™ X SIn™ X-COS™ X COs" X SIn" X

f) Az integrandus fT alak: Ictg X dx = J'% dx=1In|sinx|+c

5. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

x3 (1+x)?
a b
: 3+X ) 1+ x?

1 1

Ll e o Y )

Megoldas:

a) Atalakitassal vagy polinomosztassal redukalhatjuk a szamlalot:

| X’ dx=IXS+27_27dx=J.(X+3)(X2_3X+9)_27dx=f( 3x+9—£)dx=
3+X X+3 X+3

=1x3—§x2+9x—27ln|x+3|+c

b) A szamlalobol levalasztjuk a nevez6t a négyzetre emelés utan, a maradék pedig f '-%alakﬁ:

(L+x)° dx = J‘Md _J‘( zxzjdx:x+ln(1+x2)+c
1+ x2 1+ x2 1+x

c) Bontsuk parcialis tortekre:

I— dx:lj(i—ij dx:lln | x—1|—lln | x+3|+c
(x=1)(x+3) 47\x-1 x+3 4 4
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d) Bontsuk parcialis tortekre:

1 1 1 1 1 1
j(x2 +1)-(x2+2)dxz'[(x2+1_ x? +2JdX:J‘[X2+1_E'(\/§x)Z +de=

=arctg x — L arctg («/Ex)+ c

272

6. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

a) x.e b) x-Inx c) x*-Inx d) vx-In?x

Megoldas:
a) A parcialis integralas modszerével: f'= X-e_xz, f = —%e‘xz, g=x%9"=2x

Ix3 e X dx= j x2 . xe X dx = 1 x2e ™ +Ixe‘x2dx _ 1 x2e ™ —le‘X2 +c
2 2 2

2
b) A parcialis integralas modszerével: f'=x, f = X?, g=Ihxg'= 1
X

X?_ 2

2 2
jx-lnxdx:x—ln x—J.X—-ldx=—In x—X—+c
2 2 X 2 4

3
C) A parcialis integralas modszerével: f'=x%, f = 3 g=Inxg'==
X

3 3 3 3
Ixz-lnxdx=x—ln x—J.X—-ldx=X—In X—>_4¢
3 3 X 3 9

d) A parcialis integralas modszerével:
fr=4x, f =§\/? g=I?x,9'=2In x-1
X

2 4
J.\/;- In? x dx=§\/?ln2 X—EJ‘\/;In X dx
Ez utobbit folytatva a parcialis integralas modszerével:

f’=\/§, f =§\/?,gzlnx,g’=§
J.\/;Inxdx=§\/ﬁln x—%j&dx=§\/ﬁln X—g\/?-i-c

2 1
Ezt visszairva a korabbi kifejezésbe, a végeredmény: 3 \/? In?x— g \/? In x— 2—673 \/? +C
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7. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

X
a 3 31, o2
) 313 b) x°-31+x
c) x*-%1-x d) x*(1-5x2)°
Megoldas:

3

a) Alakitsuk 4t az integrandust a ¥/1-3x =y [x 1 —3y ,dx= —yzdyj helyettesitéssel:

X 1 1 1 1 1
Is—m dx=§J.(y4 — y)dy:Ey5 —Eyz +C=E~°§/(1—3x)5 —€~°§/(1—3x)2 +C

2
L dy} helyettesitéssel:
-1

b) Alakitsuk at 3/ 1+ x? _y[x_ y®—1,dx= =
2

Ixs 1+ x? dx:EJ.(y6 - y3)dy=i y’ 23 y* +C=%3\/(1+ x2)7 —23\/(1+ x2)4

2

) Alakitsuk at az integrandust a ¥1-x =y (X =1-y3 dx= —3y2dy) helyettesitéssel:
Ixz R1-x dx=J‘(—3y9 +6y° —3y3)dy:—%yl° +$y7 —%y“ +c=

(i/ﬂ)lo +$(§/1—_x)7 —%(3 1—x)4 +C

3

10

d) 1-5x"=y|x 1=y dx _ dy |helyettesitéssel:

- = = ,dx =— elyettesitéssel:
"5 275 \1—y

Ix3-(1—5x2)10dx=%.[(y“—ym)dyz%-y12—%-y“+c=

=$-(1—5x2)12 —%-(1—5#)“%
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