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Matematika szakkor a 9. évfolyamon

Hogyan valogassunk feladatokat egy szakkorre?

Szakkdrre azok a tanuldk jarnak, akik tehetségesebbek, érdeklodobbek az atlagnal. A szakkort nem
kotelezd valasztani, szabad dontés hozza erre a foglalkozasra a gyerekeket. Ez a két tény befolyasolja a
feladatsorok Osszeallitasat:

1.

2.

3.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok matematika feladataibél valogathatunk. Osztonozziik a
pontversenyben valé részvételt.

A www.komal.hu honlapon ismerkedhetiink a lappal. A KoMal torténetérél rovid ismertetd
olvashaté a honlap ezen oldalan: https://www.komal.hu/info/miazakomal.h.shtml . A pontversenybe
digitalisan lehet benevezni.

A kilencedikes tanulokat a K és a C feladatok bekiildésére buzditsuk. Természetesen a B feladatokkal
is foglalkozhatnak, de a K és B pontversenyben egyszerre nem vehetnek részt. Az A feladatok pedig
csak a legelszantabbaknak valok.

Foglalkozzunk a bekiildott dolgozatok formai kdévetelményeivel is. Beszéljiink az internetes
munkafiizetrol.

Megemlithetjik a TeX matematikai szovegszerkesztot. Egy ,,minitanfolyam” itt nézhet6 meg:
https://www.komal.hu/munkafuzet/munkafuzet.cgi?a=tk .

Korabbi években ennek a korosztalynak Gyakorlatok néven tiizott ki feladatokat a KoMal. Sok
érdekes, nem is olyan nehéz feladat van ezek kozott, hasznos ezekbdl is valogatni.

Késziiljiink az adott korosztaly versenyeire.
A versenyeket harom tipusba sorolhatjuk:

a) Arany Daniel Matematikaverseny egyéni verseny. A verseny harom forduldjaban kitiizott
feladatok megoldasat szovegesen indokolni kell. Arra szoktatja a tanuldkat, hogy nem elég
raérezni a megoldasra, kovetkezetes logikaval indokolni is kell minden gondolatot.

b) Egyéni tesztversenyek. A Zrinyi Ilona Matematikaverseny kétfordulds, a Nemzetk6zi Kenguru
Matematikaverseny egyfordulds. Ezeken a versenyeken a konnyebb feladatoktol a nehezebb
feladatokig halad a feladatsor, igy tobb feladatban az a tanuld is sikeres lesz, aki nem feltétlentil
nagyon j6 matematikabol, de érdeklddik a tantargy irant.

c) Csapatversenyek. Ilyen példaul a Bolyai Matematika Csapatverseny, ahol 13 tesztfeladatot és
egy, a megoldas indoklasat is kéré feladatot kell megoldani. A megadott valaszlehetéségek
kozott tobb j6 is lehet. Ez a verseny a kozosségépités terepe is, hiszen a kdzos munka sziikséges
ahhoz, hogy az adott iddben mindegyik feladattal érdemben lehessen foglalkozni.

A tanérai anyagot mélyebb szinten, nehezebb feladatokon keresztiil kozelithetjiik meg.

Mind a tankdnyvekben, mind a feladatgyiijteményekben vannak olyan feladatok, amelyek a heti 3-
4 o6raban nem targyalhatok. A szakkor ezekre a feladatokra is lehetOséget ad. Az adott témaban
valogathatunk régebbi versenyfeladatokat, érettségi feladatokat is.
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4. Legyenek iinnepi alkalmak jatékos feladatokkal, logikai problémakkal.
Ezeken az alkalmakon lazithatunk az indoklés szigorisagan, elfogadhatjuk a megérzésbol otleteket.
5. Ismerkedhetiink a matematikai szakirodalommal, feladatgyiijteményekkel.

Vannak olyan kiadvanyok, amelyek a versenyek feladatait és megoldésait tartalmazzak, példaul
Zrinyi llona Matematikaverseny, Bolyai Matematika Csapatverseny. Korabbi években jelentek meg
egy-egy témakort feldolgozo ,,szakkori fiizetek™ is. Erdemes ezeket akar konyvtarbol is elékeresni.
Az 5. feladatsor hét kiilonbozé kdnyvbol tartalmaz valogatast egy kotetlenebb foglalkozasra.

6. A tanulék tudasahoz illessziik a valogatasunkat. A leggyengébb résztvevének is legyen
megoldhat6 feladat a foglalkozéson, a legtehetségesebb is kapjon jdonsagot. Mindenkinek legyen
kihivas a feladatsor, de ne legyen nyomaszté teher.

Ez az anyag ot szakkori Osszeallitast tartalmaz, amely egy-egy szakkor anyaga lehet a kiilonbozo
cé¢loknak megfelelden Osszeallitva. A feladatok elészor megoldassal szerepelnek. A dokumentum végén
pedig megoldas nélkiil megtalalhatoak a feladatsorok, igy nyomtathatok egy-egy szakkorre.

I. Valogatott feladatok a K6Mal-bol:

1. Andi mosogépe a program lejarta utan még 5 percig zarva tartja az ajtot, és csak ezutan lehet
kinyitni. Andi ezt tudja, igy a mosasra szant idébe ezt is bekalkulalja. Amikor a mosoégép kijelzdjén
az latszik, hogy a program id6tartalmabol 90% mar eltelt, Andi mosasra szant idejének még a 20%-a
van hatra. Hany perces a mos6gép programja?

KoMal 2016. december; K.524.
Megoldas:

A mosdgép programja t perces, mosogép t + 5 perc millva all le. A program idétartamanak 90%-a
Andi mosasi idejének a 80%-a:

0,9t = 0,8(t + 5).
Az egyenletet megoldva t = 40, tehat a program 40 perces.
Ellenérzés:

Ha a mosasi id6 90%-a eltelt, akkor 36 perc eltelt, tehat 4 perc van hatra. A leallasig még 9 perc
van hatra, ami a 45 percnek valoban a 20%-a.

2. Melyik szorzat a nagyobb:

555555555553 - 666 666 666 669 vagy 555555555557 666 666 666 6647

KoMal 2011. november, C.1095.
Megoldas:

Vezessik be azn = 111111 111 111 jelolést. Ekkor a bal oldali kifejezés:
(5n—2):(6n+3) =30n%+3n—6.

A jobb oldali kifejezés:
(5n+2)-(6n—2)=30n%+2n—4

A baloldali kifejezés n —2 = 111 111 111 109-cel nagyobb.



3. Pistike eredeti médon szamlal az ujjain. 1-gyel kezdi a hiivelykujjan, ezutan a 2-t, és a 3-at a
mutatoujjan, a 4-et, 5-6t és a 6-ot a kdozépsd ujjan, a 7-et a gylriisujjan, a 8-at és a 9-et a kisujjan.
Ezutan visszafelé folytatja, a 10-et, 11-et, 12-t megint a gylrisujjan, 13-at a kozépson, 14-et és 15-
Ot a mutaton, 16-0t, 17-et, 18-at a hiivelykujjan, 19-et ismét a mutatoujjan és igy tovabb. Melyik
ujjan szamolja a 2004-et?

KéMal 2004. oktober,; C.775.
Megoldas:

A leirtak szerint 3 ujjon 6-ot szamol Pistike. 2004: 6 = 334, tehat 334 ilyen periodus torténik a
szamoldas soran, egy ilyen szakaszban 3 ujjon megy végig. igy az a kérdés, hogy a 3 - 334 = 1002.
ujj melyik. Egy kézen igy megy végig Pistike:

hiivelykujj; mutatoujj; kdzépso vjj; gytirtsujj; kisujj; gytirtisujj; kozépsd ujj; mutatoujj.
Most egy 8 hossziisagi periodust kaptunk. 1002 nyolccal osztva 2-t ad maradékul. fgy a mutatéujjan
szamolja a 2004-et Pistike.

4. Osszeragasztottunk 125 db 1 cm élhosszasagn kockat egy nagyobb, tdmor kockava, majd a nagy
kockaba az oldallapjaira merdlegesen négyzetes keresztmetszeti lyukakat fartunk ugy, hogy a
lyukak teljesen atmennek a kockan. A lyukak elkészitése utan a kocka minden lapja igy nézett ki (a
fekete négyzetek jelolik a lyukak helyét):

A lyukak elkészitése utan az egész megmaradt testet piros festékbe martottuk.
a) Hany cm? a kapott test térfogata?
b) Héany cm? lett piros festékes?

KoMal 2011. marcius; K.291.
Megoldas:

a) Szamoljuk Ossze rétegenként a testet alkoto kis kockakat:

Az els6 abranak megfelel6 rétegekben, ilyen harom van, 21 kocka maradt. A masodik abran
pedig 9 darab (két ilyen réteg van). Igy a test térfogata 3 - 21 + 2 -9 = 81 cm?®,

A felso ¢és az also réteg (az elsé abra szerint) 21 +4-5+4-4 =57 festett kis négyzetet
(1 cm?) tartalmaz. A kdzépsé rétegen csak a széle és négy lyuk festett: 45 + 4 - 4 = 36 cm?.
A masodik abra szerinti két rétegen a széleken 3-3 négyzet, beliil pedig a csillaggal jeliilt



,»hianyz0” kockak négy oldala festett, igy 6sszesen 4 - 3 + 12 - 4 = 60 festett négyzet talalhato
ezekben a rétegekben.

Osszesen 2+ 57 + 36 + 2 - 60 = 270 cm? festékes.

5. Egy dobozban piros és sarga golydk vannak. ha kivennénk 1 piros golyodt, akkor a bennmarado
golydk hetedrésze lenne piros. Ha ehelyett kivennénk 5 sarga golyot, akkor a bennmaraddk
hatodrésze lenne piros. Hany goly6 van a dobozban?

KoMal 2012. szeptember; K.301.
Megoldas:

A piros golyok szama p, a sarga golyok szama s.
Ha egy piros golyot kivesziink, akkor:

p—1 =%(p+s—1),innens=6p—6.
Ha kivesziink 5 sarga golyot:

p=%(p+s—5),azazs=5p+5.

A két egyenlet alapjan:
6p—6=5p+5
p=11
s = 60.

A dobozban 71 goly¢ van.
Ellenérzés:

Ha egy pirosat kivesziink, a dobozban marad 10 piros és 60 sarga. Ekkor valoban az egy heted rész
lesz piros. Ha kivesziink 5 sargat, akkor 11 piros és 55 sarga lesz a dobozban, azaz a golydok egy
hatod része lesz piros.

6. Egy apa jelenleg 6t évvel idosebb, mint harom fia egyiittvéve. Tiz, hisz, illetve harminc év mulva
az apa életkora a legidésebb, a masodik, illetve a harmadik fia életkoranak kétszerese lesz. Hany
éves most az apa €s hany évesek a fiai?

KoMal 2016. marcius, C.1343.
Megoldas I.:

Az apa életkora a év, a fiainak az életkora b, ¢, d.
a=b+c+d+5

10 év mulva:

a+10=2(b+10)
20 év mulva:

a+ 20 =2(c+20)
30 év mulva:

a+30=2(d+ 30)
Fejezziik ki a gyerekek életkorat az apa életkoraval:
_a+10 _a+20 _a+30

5 -10; ¢ = 5 —20; d=

b - 30



Helyettesitsiik be az els6 egyenletbe:

a+ 10 a+ 20 a+ 30
a= > — 10+ 20 +

—-30+5

3a+ 60
a=

—55

2a =3a+60—-110
a=>50
b=20; ¢c=15; d=10.
Az apa 50 éves, a fiai 20, 15 illetve 10 évesek.
Megoldas I1.:
Most is ezzel az egyenletrendszerrel indulunk:

a=b+c+d+5
a+10=2(b+10)
a+20=2(c+20)
a+30=2(d+ 30)

Adjuk 0ssze az egyenleteket:
4a+ 60 =3b+ 3c +3d +125
Felhasznalva az els6 egyenletet:
4a + 60 =3a+ 110
Innen:
a=50; b=20; ¢c=15; d =10.
Az apa 50 éves, a fiai 20, 15 illetve 10 évesek.

7. Janos, Péter, Tamas, Gyuri, Istvan testvérek. Egyszer valamelyikiik betort egy ablakot. Apjuk
kérdésére, hogy ki volt a tettes, a kovetkezOket mondtak:

Janos: Péter vagy Tamas volt.

Péter: Sem Gyuri, sem én nem voltam.

Tamas: Mindketten hazudtok.

Istvan: Nem, az egyik koziiliik igazat mond, de a masik nem.
Gyuri: Nem, Istvan, nincs igazad.

Anyjuk ehhez hozzatette:
Fiaim kozil 3 valoban igazat mondott, de abban, amit a masik ketté mondott, nem
bizom.

Ki torte be az ablakot?

KoMal 1981. oktober; Gy.1922.
Megoldas |.:

Allapitsuk meg a valaszok igazsagtartalmat annak fiiggvényében, hogy ki lehet a tettes:



A valaszok
igaz vagy
hamis volta

A feltételezett tettes

Janos

Péter

Tamas

Istvan

Gyuri

Janos

H

Péter

Tamas

I T

Istvan

I T

Gyuri H H I H |

A tablazatbol lathato, hogy az anya allitasa csak abban az esetben igaz, ha Tamas a tettes, a tobbi
esetben harman hazudnéanak.

Megjegyzés:

A feladat szovegébdl nem kovetkezik, hogy pontosan ketten hazudnak, az is lehetne, hogy egy vagy
egy sem hazudik a fitk koziil.

Megoldas II.:

Istvan és Gyuri allitasa ellentmond egymasnak, igy az egyikiik hazudik. Ha Taméas igazat mondana,
akkor Janos és Péter is hazudna, igy harman hazudnanak. gy Tamas hazudik és Istvan és Gyuri koziil
az egyik szintén nem mond igazat, tehat Janos és Péter igazat mond. Péter szerint 6 nem volt, ezért
Janos allitasa miatt csak Tamas lehetett.

A 7-tel oszthat6 K szam kettes szamrendszerbeli alakja a kdvetkezo:
K =10110101010101xyz110.

Hatarozzuk meg az x, y, z szamjegyeket.

KoMal 1991. oktober; Gy.2718.
Megoldas:

A K szam értéke tizes szamrendszerben:
219 4217 4216 4 214 4 212 4 210 1 28 £ 26 5 - 25 +y - 2% + 223 + 22 + 2,

Nézziik meg, hogy a 2-hatvanyok milyen maradékot adnak 7-tel osztva. A maradékok az alabbiak
szerint periodikusan ismétlédnek:

20 =1; 23; 26... 23" maradéka 1;
21 =2; 2%4; 27, 23"*1 maradéka 2;
2% = 4; 25; 28... 232 maradéka 4.
fgy a K szam maradéka megegyezik a
244+2+4+1+2+4+1+4x+2y+z+6=4x+2y+2z+21+5
kifejezés 7-es maradékaval. Tehat a 4x + 2y + z + 5 kifejezésnek kell 7-tel oszthatonak lennie.

x,y,z értéke 0 vagy 1 lehet, igy 5 < 4x + 2y + z+ 5 < 12. Ebben a tartomanyban csak a 7 felel
meg, tehat 4x + 2y + z=2. Ez éppen a 2 szam felirasa kettes szamrendszerben, tehat

x=0y=1z=0.



Az Arany Daniel Matematikaversenyre késziiliink

1. Hanyféleképpen olvashato ki Arany Daniel neve az alabbi abrarol, ha az olvasas soran csak jobbra

és lefelé haladhatunk?

A R A N
R A N Y
A NY DANI E L
A N1 E L
N I E L
I E L
E L
L
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2016/2017. 1. fordulo, Kezddk, I-11. kategoria
Megoldas I:
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10 10 10 10 10 10

10 20 30 40 50
10 30 60 100

10 40 100
10 50
10

Minden beti helyére irjuk be, hogy hanyféle moédon tudunk oda eljutni az olvasas soran. Az indul6
A betiihdz 1-et irunk. Minden bet(ih6z a t6le balra és a felette 1évo helyrdl 1éphetiink, igy az itt 1évo
szamok Osszege adja meg, hogy hanyféle Gton juthatunk az adott helyre. A kiolvasast az L betiinél

végezhetjiik, igy 10 + 50 + 100 + 100 + 50 + 10 = 320-féle modon olvashatd ki Arany Daniel
neve.

Megoldas I1:

A D betiiig 3-at 1épiink jobbra és kettét lefelé tetszoleges sorrendben. Ezt 3?—;' = 10 féle médon

tehetjiik meg. Ezutan minden 1épésnél két iranyba, jobbra és lefelé Iéphetiink. {gy 5-6t 1épiink, ezt
25 = 32 féleképpen tehetjiik meg. Minden egyes D-hez vezetd utat 32 féle modon folytathatunk, igy
10 - 32 = 320 —f¢le kiolvasas van.

Egy osztalyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikara,13-an
fizikara és 11-en kémiara. Azok szama, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak éppen négyszerese
azok szamanak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak mindharom szakkdorre és
mennyi az osztalylétszam, ha az osztalyba jaro fiuk egyharmad része szemiiveges, valamint a nem
szemiiveges fiuk szama egyenlo a lanyok szamaval?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013. II. fordulo, Kezdok, I-11.kategoria
Megoldas:

Ha az osztalyba jard fitk egyharmad része szemiiveges, akkor a filk szdma oszthaté harommal.
Jeloljik a fiuk szamat 3x-el. A nem szemiiveges fiuk szama igy 2x, ami megegyezik a lanyok
szamaval. Az osztalylétszam ezek szerint 5x, ami azt jelenti, hogy oszthat6 5-tel.

Ha a mindharom szakkorre jarok szama y, akkor a pontosan kétféle szakkorre jarok szama 4y. Ha
Osszeadjuk a szakkorre jarok szamat: 17 + 13 + 11 = 41, akkor ebben a két szakkorre jarokat



kétszer, a harom szakkorre jarokat haromszor szamoltuk. Az osztalylétszamot akkor kapjuk meg, ha
a két szakkorre jarokat egyszer, a harom szakkorre jarokat kétszer levonjuk:

41 — 4x — 2x = 41 — 6x.

Ennek a kifejezésnek 5-tel oszthatonak kell lennie. Ez x = 1 és x = 6 esetében teljesiil. x = 6 esetén
a pontosan két szakkorre jarok szdma 24 lenne, ami nem lehet, hiszen egy szakkorre maximum 17-
en jarnak.

Igy az osztalylétszam 35, és 1 diak jar mindharom szakkorre.

Az alabbi halmazibra mutatja, hogy ez megvalosulhat (A pontosan két szakkorre jarok eloszlasa
tobbféle modon is megvalosulhat):

matematika fizika

kémia

3. Az ABC haromszog A csucsanal 1évo szoge 70°. A B és C csucsnal 1évo szogek szogfelezdinek
metszéspontja legyen D. Mekkora a C csticsnal 1év6 szég, ha AD = BD?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1981/1982. 1. fordulo, Kezdok
Megoldas:

L —

A B

A haromszog belsd szogfelezdi egy ponton mennek at, Igy az AD szakasz a BAC4 szogfelezbje,
DAB4 = 35°. AD = BD , tehat az ABD haromszog egyenl6 szart, az alapon fekvo szdgei egyenlok:
DAB4 = 35° = DBA4. Ebbdl kovetkezik, hogy ABC4 = 70° és a haromszog harmadik szoge
ACB4 = 40°.



4. Hatarozza meg azokat a valos szamparokat, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlet:
x* 4+ 6x3 +9x% + |y? —x?| = 0.
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1996/97. 1. fordulo, Kezddok I-11-111. kategoria
Megoldas:
Az egyenletet irhatjuk ebben az alakban:
(x2+3x)2+ |y —x?| =0.

Egy szam négyzete és abszolut értéke sem lehet negativ, igy az Osszegiik csak igy lehet nulla, ha
mindkét tag nulla:

x2+3x=x(x+3)=0
y2 _ X2 =0
Az els6 egyenlet x = 0 és x = —3 esetben teljesiil.

Ha x = 0, akkor y = 0. Ha x = —3, akkor y = +3 vagy —3. Igy az egyenletnek harom megoldasa
van:

x=0y,=0 x,=-3;y,=-3 x3=-3;y;=+43.
5. Az x,y, z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 N 1 N 1
xy+z—1 yz+x—-1 zx+y-—1

0sszeg egy primszam reciprokaval egyenld. Melyik ez a primszam?

Arany Ddaniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013. I11.(dént6) fordulo, Kezdék Il kategoria
Megoldas:
Az x+y+z=2 feltétel miatt x —1=1—-y—z, y—1=1—-x—2 z—1=1—-—x—y. Ezt
felhasznalva fenti kifejezés igy irhato:

1 1 1
+ + :
xy—x—y+1 yz—y—z+1 zx—z—x+1

A nevezoket szorzatta alakitjuk és kdzos nevezore hozunk:

1 4 1 4 1 _
x-Dy-1) G-DE-1) E@-D&x-1)
z=14+x-14+y—-1 x+y+z-3 -1

G-DO-DE-1D G-DO-DE-D G-DO-DE-1
Legyen ez a tort a p primszém reciproka, ekkor
x-Dy-D(E-1)=-p.
Ez csak akkor teljestil, ha a tényezék valamilyen sorrendben 1, —1,p vagy 1,1, —p vagy —1, —1, —p.
Az els6 esetben szimmetria miatt tegyiik fel, hogy
x—1=1, y—-1=-1;, z—-1=p,

ekkor x =2; y=0;, z=p+1.Azx+y+z=2feltétel miattp + 3 = 2, p = —1, de ekkor p
nem primszam.



A masodik esetben:
x—1=1, y—-1=1, z—-1=—p,

ekkor x=2; y=2; z=1—-p. Az x+y+z=2 feltétel miatt 5—p =2, p=3,ez
megoldas, ekkor z = —2.

A harmadik esetben
x—1=-1, y—-1=-1;, z—1=-p,

ekkor x =0; y=0; z=1—p. Azx+y+z=2 feltétel miatt 1 —p = 2, p = —1, tehat ez
nem megoldas.

Osszefoglalva x, v, z koziil kettének az értéke 2, a harmadik —2. Ezekkel az értékekkel a kifejezés
értéke a 3 primszam.
Ellendrzés:

1 N 1 N 1 1 N 1 N 1 B
xy+z—1 yz+x—1 zx+y—-1 4—-2—-1 —4+2-1 —4+2-1

:1— — =

1
3

W] =
W] =

Val6ban a 3 reciprokat kapjuk.

Az ABC haromszog C cstcsanal levo szoge derékszog. A CAB és ABC szogek belsd szogfelezoi a
szemkOzti oldalakat a P és Q pontokban metszik. A P és Q pontokbol az AB oldalra allitott
mer6legesek talppontjai legyenek az M és N pontok. Hatarozzuk meg az MCN sz6g nagysagat!

Arany Ddaniel Matematikai Tanuloverseny 2015/2016. II. fordulo, Kezdok I-11. kategoria
Megoldas I:

p. 7\
A4 . - - v

A N T M B

Az AP szogfelezo, ezért P a szdgszaraktol egyenld tavol van, PC = PM. A PMC haromszog két
oldala egyenld, ezért egyenld szaru, az alapon fekvd szogei egyenlok: MCP#A = PMC4 = ¢.
Hasonl6an indokolhato, hogy QCN4 = QNC4 = ¢.

Megrajzoljuk a haromszég CT magassagat. CT || PM, mert mindkettdé mer6leges AB-re. Ezt
felhasznalva TCM4 = CMP4 = ¢, mert valtoszogek. Hasonloan igazolhatd, hogy QNC4 =
NCT4 = e.

ACB4 =90° = 2¢ + 2¢, tehat € + ¢ = 45°. Ebbdl megkapjuk, hogy NCM4 = ¢ + ¢ = 45°.
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Megoldas I1:

.

A N M B

Az AMP és APC haromszogek egybevagodak, mert az AP oldaluk kozds és két-két szogiik egyenld.
Ezért az AMPC négyszog deltoid, az 4tloi merdlegesek: AP L CM. Hasonlbéan igazolhato, hogy
NC L BQ.Tehataz MCN4 ¢és a BDP4 merdleges szaru hegyesszogek, tehat egyenlok.

Az ABC haromszog derékszogili, ezért a két hegyesszog Osszege 90°. A szogfelezés miatt
DAB# + DBA4 = 45°. Az ABDA Xkiils6 szoge egyenld a vele nem szomszédos két belsd szog
Osszegével, tehat BDP4 = 45°. Igy az MCN4 = 45° is teljesiil.

Legyenek a és b paratlan egész szamok, melyek relativ primek, azaz (a, b) = 1. Bizonyitsa be, hogy

22008 _ b22008

azA=a szamnak legalabb 2008 kiilonb6z6 primosztoja van.

Arany Ddaniel Matematikai Tanuloverseny 2007/2008. II.(déontd) fordulo, Kezdok Il kategoria
Megoldas:

Tobbszor alkalmazzuk az x2 — y? = (x + y)(x — y) azonosséagot, szorzatta alakitjuk a kifejezést:
a22008 _ b22008 — (a22007 _ b22007) i (a22007 + b22007) —
— (a22006 _ b22006) . (a22006 + b22006) . (a22007 + b22007) — ...
w=(a—b)-(a+b) (@ +b?) - (a¥” + b)) (@ + ¥
fgy egy 2008 tényez6s szorzatot kaptunk.
Egy paratlan szam négyzete és minden paros kitevdji hatvanya 4-gyel osztva 1-et ad maradékul.
Ezt az allitast a binomialis tétel alapjan igy bizonyithatjuk:
21 2, (2 21-1 21 21—i
@k + D2 = @+ () @A 4t () @OH 202k 1
A felirasbol lathato, hogy minden tag oszthatd 4-gyel, kivéve az utolsot, igy a maradék valdban 1.

Két ilyen szam Osszege 4-gyel osztva 2-t ad maradékul. A fenti szorzat utols6 2007 tényezdjére ez
teljestil. Ezért ezeknek van paratlan primosztojuk. Megmutatjuk, hogy ezeknek a tényezéknek nem
lehet azonos paratlan primosztojuk.

Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy p a (azk + bzk) ésa (azl + bzl) kdz0s osztoja, ahol
k < L. EKkor (azk + bzk) (azk - bzk) = (azk+1 — b2k+1) is oszthato p-vel. fgy tovabb lépegetve
megkapjuk, hogy (azk+2 - bzk”) (azl - bzl) is oszthato p-vel.
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Ekkor p [a?' + b2 + a?' — b2’ = 2 a?'. Amibél kovetkezik, hogy p|a, de akkor p|b is teljesiil. a és
b relativ primek, igy ellentmondasra jutottunk.

Tehat a fenti szorzat utolsd 2007 tényezéjének killonbozdek a paratlan primosztoik. fgy kapunk
legalabb 2007 darab kiilénb6z6 paratlan primosztot. A szorzat tényezdi parosak, igy a 2-es primszam
is a szorzat egyik osztdja. Ezzel valoban talaltunk 2008 kiilonbdz6 primosztot.

Tesztversenyre késziiliink — algebra és szamelmélet feladatokkal

Mennyi az n értéke, han! = 215-36.53.72.11-13?
(n!'=1-2-3-...-(n—1)-n, azaz n! az n darab legkisebb pozitiv egész szimszorzata.)

(4) 13 (B) 14 (€) 15 (D) 16 (E) 17

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2008, 9-10.0sztaly
Megoldas:

Gondolatban bontsuk fel az n! tényezdit primtényezokre. Ebbol kapjuk a 25 -3¢ -53-72.11-13
szorzatot. A 11 és 13 szerepel a szorzatban, ezért n > 13. 72 az jelzi, hogy két 7-tel oszthatd szam
van 1 és n kozott, ezek a 7 és 14. Az 53 azt jelzi, hogy harom 5-tel oszthaté szdm van a tényezok
kozott, ezek az 5,10, 15. A 17 nem szerepel a tényezok kdzott, ezek alapjan 15 < n < 17. Két esetet
kell megnézniink, a 15-t és a 16-0t.

A 15!-ban minden masodik tényez6 paros, tehat tartalmaz egy 2-es primszamot, minden negyedik
tartalmaz két 2-est, minden nyolcadik pedig harmat. igy 15!-ban a 2-es kitevéje:

[15]+[15]+[15]-7+3+1—11
2 4 8] S

A feladatban szerepl6 szorzatban 16 a kitevd, igy még 4 kettes hianyzik, ez csak n = 16 esetében
teljesiil. Még ellendrizziik a 3 kitevojét:

5 [5]- 016

Ez megfelel a fenti primtényezds felbontasnak, tehat valoban n = 16. A helyes valasz D.

Hany szamjegy szerepel a tizedesvesszo utan az szam tizedestort alakjaban, az utolso értékes

1024000
jeggyel bezarolag?
(4) 10 (B) 12 (C) 13 (D) 14 (E) 15
Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2013, 9-10.0sztaly
Megoldas:

1024 = 2% 1000 = 23-5%, igy 1024000 = 213-53. A tortet uigy kell bdviteniink, hogy a
nevezdben egy 10-hatvany legyen:

1 1 5%
1024000 213.53 1013

Ez azt jelenti, hogy 5'°-t 13-szor osztottuk 10-zel, a tizedesvesszd 13 hellyel balra keriil. Tehat a
tizedesvessz6 utan 13 jegy szerepel. A jo valasz C.
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3. Az a,b,c,d pozitiv szamokra teljesil, hogy a +5 = b>’—1=c?+3=d—-4. Az a,b,c,d
szamok koziil melyik a legnagyobb?

(4) a (B) b ) c (D) d

(E) Nem lehet egyértelmiien megallapitani.

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2016, 9-10.osztaly
Megoldas:

d =a+9,tehit a és d koziil d a nagyobb. b? = ¢? + 4, azaz b és ¢ koziil a b a nagyobb. Azt kell
eldontentink, hogy b és d koziil melyik a nagyobb.

d? = a? + 18a + 81, b? = a + 6. b és d pozitiv szamok, ezért az a kérdés, hogy mikor lesz
a’+18a+81>a+6
a*+17a+75>0

Az a?+17a+ 75 = (a +8,5)% + 2,75 kifejezés mindig pozitiv, igy a négy szam koziil a d a
legnagyobb. A j6 valasz D.

4. Mennyi az % + g — ab miuveletsor eredménye, ha a és b nullatol kiilonb6z6 szamokra ab = a — b?
1 1 1
A) =2 —= - - E) 2
(4) (B) -3 © 3 D) 3 (E)

Zrinyi llona Matematikaverseny 2015, 9. osztaly megyei fordulo

Megoldas:

a+b _c12+b2—a2b2_a2+b2—(a—b)2_a2+b2—a2—b2+2ab_2ab_2
b a av = ab B ab B ab T ab
A jo valasz E.

5. Mennyivel egyenld x3 + x—13, ha x +§ =3?

(4) 15 (B) 18 (©) 20 (D) 24 (E) 27

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009, 9. osztdly megyei fordulo

Megoldas:
1\’ 1 1 1 1 1 1
27=(x+—) =x3+3-x2-—+3-x-—+—=x3+—+3-<x+—>=x3+—+3-3
X X x?  x3 x3 X x3
Tehét x° + — = 27 — 9 = 18,
A jo vélasz B.
. 5 5 5
S T S S ?
6. Mennyiaz —+ ——+ - + - 0s52€Q"
25 2005 2006 2007 (E) 1
_ - c) —— D) ———
A) 26 (B) 2006 ©) 2007 () 2008

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008, 9. osztdly orszdgos fordulo
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Megoldas:

% - ﬁ = :J(r;;:) = (:;5) Osszefiiggés alapjan atalakitjuk a kifejezést:
S5 .5 oy rrr 1
1-6 6-11 2001 -2006 6 6 11 2001 2006
Az Osszevonds utan csak az els6 és utolso tag marad meg:
L _2005
2006 2006
A jo valasz B.

2
Héany olyan n egész szdm van, amelyre az % kifejezés helyettesitési értéke is egész szam?
4) 4 (B) 6 7 (D) 8 (E) végtelen sok

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010, 9. osztdly orszdagos fordulo
Megoldas:
5n*+13n 5n®+15n—2n—6+6 6
= =n—-2+——
n+3 n+3 n+3

5n — 2 mindig egész, ezért azt keressiik, hogy % mikor lesz egész. Ekkor n + 3 osztoja 6-nak. A

lehetséges értékek:

n+3=6; —6;3; —3; 2;-2;1; —1.
Ebbdl nyolc megoldas adodik:

n=3;-9; 0,—6; —1; —5; —2; —4.
A j6 valasz D.

Az alabbiak koziil k mely értéke esetén lesz 16 — k és k2 — 16 ellentétes eldjelii?

(A) —10 (B) =5 (c) -3 (D) 5 (E) 20
Bolyai Matematika Csapatverseny 20135, korzeti fordulo
Megoldas:

Megtehetjiik egy tesztversenyen azt, hogy az 6t értéket behelyettesitjiik és eldontjiik, hogy megfelel-
e. Most legyiink ,,igényesebbek”. Alabbi szamegyenes mellett abrazoljuk 16 — k és k? — 16 eléjelét.
A folytonos vonallal a pozitiv értéket, a szaggatott vonallal a negativ értéket jeldljiik.

16—k>0

O = ===

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k*—16>0
Leolvashatjuk az abrarol, hogy a két kifejezés ellentétes el6jelii, ha
—-4<k<4 vagy k> 16.

A megadott szamok koziil —3 és 20 esik ebbe a tartomanyba. Tehat a j6 megoldas C és E.
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|b] || IabCI

9. Az alabbiak koziil mennyi lehet % ot értéke, abc # 07

4) -2 (B) -1 <)o (D) 1 (E) 2

Bolyai Matematika Csapatverseny 2017, korzeti fordulo
Megoldas:

bl | lel _ labc]

Hamac>QanEh~—+ —14+141-1=2
a b abc

Ha a, b, c koziil kettd pozitiv, egy negativ, akkor % + lZ—l + l—z| Izzzl =1+1-14+1=2.
Ha a, b, ¢ koziil egy pozitiv, kettd negativ, akkor M + M + ﬂ - lzzzl =1-1-1-1=-2.
Haa,b,c <0,akkor 401l 10— g _3_949-—2

Tehat a j6 megoldas A és E.

b+b
10. Az a, b, c egész szamok olyanok, hogy az % tort értéke egész szam. Bizonyitsatok be, hogy
a?+b%+c? . . ,
ekkor is egész szam!
a+b+c
Bolyai Matematika Csapatverseny 2016, orszagos donté
Megoldas:

_<a+b+c>2_a2+b2+cz+2ab+2bc+2ac
“\a+b+c/  (a+b+c)? (a+ b+ c)?

Szorozzuk meg az egyenletet (a + b + c)-vel:

a® 4+ b%+c? 2ab+ 2bc + 2ac

at+b+c= +

a+b+c a+b+c
a® 4 b? + c? ab + bc + ac
—=a+b+tc—-2-———
a+b+c a+b+c

A jobb oldal két egész szam kiilonbsége, tehat a bal oldal is egész.

A haromszogek beirt és hozzairt korei

1. A haromszog oldalainak hossza a, b, c. Mekkora részekre osztjak az oldalakat a haromszog

beirhat6 korének érintési pontjai?

Megoldas:
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A kiilsé pontbol a korhdz hiuzott érintészakaszok egyenldk. Az abran ezeket a szakaszokat x,y, z
jeloli.

BC=a=y+z
AC=b=x+z
AB=c=x+y

Az egyenleteket Osszeadva:
a+b+c=2x+2y+2z
A kertilet felét jeldljiik s-sel, igy:
2s=a+b+c=2x+2y+2z = s=x+y+z
a=y+z,ezértx =s—a.Hasonldbany =s—b, z=5—c.

Bizonyitsuk be, hogy a hiromszog egy hozzairt kore a meghosszabbitott oldalakat azok
metszéspontjatdl fél keriiletnyi tavolsagra érinti. Milyen messze vannak az érintési pontok a
haromszdg masik két csucsatol?

Megoldas:

A B R
A kiils6 pontbdl a kdrhoz huzott érintdszakaszok egyenlok, ezért:
AR = AQ, BP =BR és (CQ =CP.
Ezt felhasznalva a haromszog keriilete:
AB+BC+CA=AB+BP+PC+CA=AB+BR+CQ+CA=AR+ AQ.
Ha a haromszog fél kertiletét s-sel jeloljiik és figyelembe vessziik, hogy AR = AQ, akkor:
AR = AQ = .
A haromszo6g oldalait a szokasos médon a, b, c-vel jeldlve:
BR=BP=AR—-AB=s—cg,
CQ=CP=CQ—-AC=s5-b.
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3. Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg ugyanazon oldalat a beirt és hozzairt kdr egy-egy csticstol azonos
tavolsagra érinti, €s az érintési pontok tavolsaga a masik két oldal kiillonbségével egyenld!

Megoldas:

A haromszog oldalait szokdsos modon jelolve az 1. és 2. feladat alapjan:
BP=BR=s—c, CG=s—c,
igy a két érintési pont a B és C csucstol valoban egyenld tavol van.

GP=CB—-CG—BP=a—-2(s—c)=a+2c—2s=a+2c—a—b—c=c—b. Ez az abra
azt az esetet mutatja, amikor ¢ > b. Ha ¢ < b, akkor az abra alapjan igy szamolhatunk:

A F B R

BP=s—b, CG=CQ=s—h,
GP=CB—-CG—BP=a-2(s—-b)=a+2b—2s=a+2b—a—-b—c=b—c.

(Ezt az esetet arra hivatkozva is belathattuk volna, hogy betlicserével nyilvanvaloan ezt fogjuk kapni.
Meégis érdemes megnézni, hogy a b és ¢ nagysagrendjének valtozasaval hogyan valtozik az érintési
pontok sorrendje.)

Ha b = c, akkor a két érintési pont egybeesik, igy tavolsaguk 0.

Ezzel belattuk a feladat allitasat.
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4.

5.

Szerkessziink haromszdget, ha adott a keriilete, a beirt kor sugara és az egyik szoge!

Megoldas:

& G 4

27 A F B
Megrajzoljuk az adott BACZA-et. A beirhatd kor kozéppontja a szogfelezOn van, ezért
megszerkesztjiik az f szogfelez6t. A kor kozéppontja a szogszaraktol az adott sugarnyi(r) tavolsagra
van, ezért az AB szogszartdl r tavolsagra parhuzamost szerkesztiink (g). Az f és g egyenesek
metszéspontja a beirt kor kézéppontja (0). Az O pont koriil r sugarral megszerkesztjiik a beirt kort.

-7 A F B R

Tudjulz, hogy a CB oldalt érintd hozzairt kor az A ponttol s téglolségra érinti a szogszarakat
(3.feladat), és kozéppontja a szogfelezon van. Ezért megfelezziik a keriiletet, és az A cstcstol
felmérjiik az AB félegyenesre, igy megkapjuk a hozzairt kor érintési pontjat, R -et. Ebben a pontban
mero6legest allitunk a szdgszarra. Ez az m merdleges a szogfelezobdl kimetszi a hozzairt kor O,
kozéppontjat. O, kozéppontl, O, R sugart kort szerkesztiink, ez a haromszdg hozzairt kore.

A haromszog BC oldala a két kor kdzos belso érintdje. A szokasos modon szerkessziik meg a kozos
belsd érint6t, ami kimetszi a sz0g szaraibol a B és C pontokat. A két k6z0s belsé érint6 két egybevagd
haromszdget hatdroz meg, igy elég az egyiket megszerkeszteniink.

Igazoljuk, hogy derékszogli haromszogben

a) a beirt kor atmér6jének és az atfogonak az 6sszege a befogdk Gsszegével egyenld!
b) az atfogdhoz irt kor atmérdje a haromszog keriiletével egyenld!

c) az atfogohoz tartozo hozzairt kor és a beirt kor sugaranak kiilonbsége az atfogo!
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Megoldas:

a) A haromszog befogoi a és b, az atfogo c.

b—r A

Az érintési pontba hiizott sugar meréleges az érintdre, ezért a CEOD négyszdg négyzet, minden
oldala a beirt kor sugaraval, r-rel egyenl6. Ekkor AF = b —r, BD = a — r. A koérhoz htuzott
érintdszakaszok egyenlok: AF = AG =b—1;BE =BG =a-—r.

Ezek alapjan AB=c=a—7r+b —r = a + b — 2r, atrendezve c + 2r = a + b.

b) Az alabbi abran az atfogdhoz irt kor sugara R.

R ¢}

B

A Q

CQO.P négyzet, szogei derékszogek €s oldalai a hozzairt kor sugaraval egyenlok. A kiilsd
pontbol a korhéz hiizott érintészakaszok egyenlok: AR = AQ, BR = BP. A haromszog kertilete
CA+AR+RB+BC=CA+AQ +BP +BC =CQ+CP =2R.

c) Az a) feladatrész alapjan 2c + 2r = a+ b + ¢, tehat c + r = s. Az b) szerintR = s.
Ezeket az Osszefiiggéseket felhasznalva R = ¢ + r, igy R — r = ¢ valdban teljesiil.

6. Szerkessziink derékszogii haromszoget, ha adott az atfogéhoz irt kor sugara, tovabba az egyik
hegyesszog!

Megoldas:

Az 5.feladat alapjan szerkessziik meg a CQO,.P négyzetet a megadott sugar segitségével.
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c

CAB4 = RO.Q4 = a, mert mer6leges szar(i hegyesszogek. AQO.R deltoid, ezért AO, felezi az
RO,Q4-et. igy az 0.Q szakaszra az O, pontban felmérve az a/2 szoget, megkapjuk a CQ szakaszon
az A pontot. A CA befogéra ramérve az a szoget megszerkesztjiik a derékszogli haromszog atfogojat.

7. Legyen P az ABC szabalyos haromszog egy belsé pontja, D, E, F pontok pedig a P-b6l a BC,CA
és AB oldalakra allitott mer6legesek talppontjai. Bizonyitsuk be, hogy a PAE,PBD, PCF, illetve
PBE, PCD, PAF haromszogek beirt koreinek sugarait dsszegezve ugyanazt az értéket kapjuk!

o]

> g

B

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014. I1. (dontd )fordulo, Kezdok Il kategoria

Megoldas:

A derékszogl haromszogekbe irt korok sugarat az 5. feladat a) része alapjan hatarozzuk meg. Ha a

derékszogi haromszog oldalai a, b, ¢, a beirt kor sugara r, akkor r = %(a +b—o).

Felirjuk ezt a feladatban szerepl6 hat haromszdgre:
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1 1 1
ry+ 75+ 75 =5 (AE + EP — AP) + 5 (BD + DP — BP) + 5 (CF + FP — CP)

1 1 1
41+ =§(BE+EP—BP) +§(CD +DP—CP)+E(AF+FP—AP).
Azt kell belatnunk, hogy

1 1 1
5 (AE + EP — AP) + 5 (BD + DP = BP) + 5 (CF + FP — CP) =

1 1 1
=§(BE+EP—BP) +§(CD + DP — CP) +E(AF+FP — AP).
Atrendezve:

AE + BD + CF = BE + CD + AF Q)

A P ponton keresztiil hizzunk parhuzamosakat a haromszdg oldalaival, igy keletkezik harom ujabb
szabalyos haromszog az ABC haromszogon beliil.

C

A nagy haromsz6g szimmetriaja miatt AG = CJ, Bl = AL,CK = BH.
A szabalyos haromszog magassaga felezi az oldalt. Ezt felhasznalva: GE = EH; ID = DJ,KF = FL.
Ezekkel a szakaszokkal kifejezziik a (x) egyenletben szerepld szakaszokat:

AE + BD + CF = AG + GE + BI +ID + CK + KF,

BE+CD+AF =BH+HE+C]+JD+ AL+ LF.

Lathatoan a két Gsszeg ugyanazokat a tagokat tartalmazza, igy a (*) egyenldség igaz. Ezzel belattuk
a feladat allitasat.
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V. Lazitsunk egy-egy konnyed szakkoron sziinet vagy iinnep elott

1. Rajzoljuk le egy 6ra szdmlapjat, és kérjiink meg valakit, hogy gondoljon egy egész szdmot 1 és 12
kozott (a hatdrokat is beleértve). Tobbszor egymds utan koppantani fogunk ceruzankkal a
szamlapon, neki minden koppintasra eggyel tovabb kell szamolnia. Ha példaul 8-at gondolt, akkor
az els6 koppintaskor mar 9-re kell gondolnia, a masodik koppantaskor 10-re, és igy tovabb. Amikor
eléri a 20-at, akkor ceruzank a szamlapnak éppen arra a szdmara fog mutatni, amire eredetileg
gondolt. Hogyan koppintsunk, hogy csakugyan igy legyen?

Hodi Endre: Matematikai mozaik cimii konyvébdl
Megoldas:

A 20-at leghamarabb a nyolcadik koppintasra érheti el a jatékosunk, mégpedig akkor, ha a 12-re
gondolt. Ha a 11-re gondolt, akkor a 20-at a 9-edik koppintésra éri el és igy tovabb. igy az elsd hét
alkalommal tetszdleges helyre koppinthatunk, nyolcadikra a 12-re, a kilencedikre a 11-re, a tizedikre
a 10-re ... koppintsunk.

2. Az eszpresszoban

Az asztalnal négyen iilnek: Sandor, Gabor, Laszl6 és Zoltan.

A pincér épp hozza, amit rendeltek: egy pohar bort, egy korso sort, egy meggylét és egy coca-colat,
valamint egy szendvicset, egy tanyéron négy krémest, egy masik tdnyéron harom pogacsat és egy
adag fagylaltot.

—  Ki mit rendelt, uraim? — kérdi, mert a rendelést tarsa vette fel.

— Mindenki ételt és italt, €s mindenki masfélét — mondjak korusban a tarsasag tagjai.

— Ettdl persze nem lettem sokkal okosabb — gondolja a pincér, de azért lendiiletesen elkezdi
sz&tszorni a talcaja tartalmat.

1) —Figyelmeztetem, én antialkoholista vagyok — mondja Zoltan.
2) — Akkor bizonyara nem az 6né a pogacsa sem, hiszen az bor vagy sor mellé valo.
— Pedig én nem ahhoz rendeltem — mondja a tarsasadg Zoltan mellett {il6 tagja, és elveszi a
pogacsat.

3) —En az édes dolgokat nem eszem — jelenti ki Laszl6.

4) — Sajnos, pogicsat elfelejtettem rendelni, de a meggylé az enyém — mondja az egyik vendég.

5) — Nem rendeltem siiteményt — tiltakozik Sandor, és kozben az eléje tett borospoharat is
eltolja.

Meglehetdsen nagy a ziirzavar, de a pincér tiirelmesen és szolgalatkészen probal a vendégek kedvére
tenni — bar némileg tanacstalan.

Tudunk-e neki segiteni?

Bizam Gyorgy-Herczeg Janos Jaték és logika 85 feladatban cimii konyvebol
Megoldas:

Indulasként megallapithatjuk:

Zoltan nem rendelt bort és sort (1) alapjan.

Zoltan nem rendelt pogacsat (2) szerint.

A pogacsat nem a borhoz, nem a sérhoz rendelték. (2)
Laszl6 nem rendelt coca-colat, krémest, fagylaltot. (3)
A pogacsa mellé nem meggylét rendeltek. (4)
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Sandor nem rendelt krémest, pogacsat, bort. (5)

A megallapitasainkat tablazatokban foglaljuk 6ssze. Beszinezziik sziirkével azt a cellat, amely eset
nem valdsithaté meg. Beirjuk azt a szamot is, amire ezt alapozzuk.

bor sor meggylé | coca- szendvics | krémes | pogacsa | fagylalt
cola
Sandor | 5 5 5
Gabor + +
Laszlo 3 3 3
Zoltan | 1 1 2
szendvics | krémes | pogacsa | fagylalt
bor 2
sOr 2
meggylé 4
oo |

fgy jol lathato, hogy pogacsa mellé coca-colat rendeltek. Ebbe a cellaba egy piros + jelet tesziink.
Pogacsa Gaborhoz és Laszlohoz tartozhatna, de Laszld6 nem rendelt coca-colat, igy Géabor rendelt
pogacsat €s coca-colat. ide is piros + jelet tesziink.

meggylé

Laszlo

coca-

szendvics

krémes

pogacsa

fagylalt

Zoltan

szendvics | krémes | pogacsa | fagylalt
bor 2
sor 2
meggylé + 4
&

Gabor nem rendelt mast, és a pogacsa sem tartozhat masféle italhoz. Pogacsat és a coca-colat sem
rendelhet mas. Igy tjabb eseteket tudunk kizarni, ezek a kékkel jeldlt cellak. Innen lathaté, hogy a

Zoltan meggylevet és krémest rendelt.
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bor sor meggylé | coca- szendvics | krémes | pogacsa | fagylalt

Sandor

Laszlo

Zoltan | 1 1 L

szendvics | krémes | pogacsa | fagylalt
bor + 2
sOr 2 +
meggylé + 4

coca- +
cola

Most tovabbi cellakat zdrhatunk ki Zoltan rendelésének ismeretében (sarga szin). Ezek szerint Sandor
fagylaltot és sort rendelt. Ezutan Laszlonak bor és szendvics marad. Ez a harmadik tablazati részben
is megfeleld.

Osszefoglalva: Sandor sort és fagylaltot, Gdbor coca-colat és pogacsat, Laszld bort és szendvicset,
Zoltan meggy levet és krémest rendelt.

Megjegyzés:
Bizam Gyorgy és Herczeg Janos konyvében még egy parbeszéd van a feladatban:

(*)- Nem meleg a s6rod? — kérdi az egyik vendég a masikat. — Csak a te fagylaltod legyen ilyen
hideg — nyugtatja az meg.

Ez azt jelenti, hogy nem ugyanaz rendelte a sort és a fagylaltot. Megoldasunkbol latjuk, hogy ha ezt
a feltételt is teljesiteni akarjuk, akkor ellentmondésra jutunk. Tehat ekkor a pincér nem tudja
teljesiteni a feladatot.

Az asztalra letettiink 10 db egyforma pénzérmét az abran lathatdé modon. Ezekbdl 3 érmét
helyezziink méashova ugy, hogy egy mas helyzeti, az eredetivel egybevagd szabalyos haromszoget
kapjunk.

Roka Sandor2000 feladat az elemi matematika kérébol
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Megoldas:

4. Az A és B pont kdzott 1épesot akarunk épiteni. Az AC tavolsag 4,5 méter, a CB tavolsag 1,5 méter.

Az egyes Iépcsdfokok 30 cm magasak, szélességiik 50 cm egész szamu tobbszordse.
Hanyféleképpen épithetjiik meg a 1épcsot?

[ |

A

o

N.J.Vilenkin Kombinatorika
Megoldas:

1,5 méterben a 30 cm Gtszor van meg, ezért 6t 1épcsoéfokra van sziikségilink. 4,5 méterben az 50 cm
kilencszer van meg, tehat tiz helyen lehet a 1épcs6 emelkedése. Az is lehet, hogy az els6 1épcso ugrasa
nem az A pontban van:

> @
m @

Ebbdl a tiz helybdl kell kivalasztanunk 6t6t Ggy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit.
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Az elso helyet 10, a masodikat 9, ..., az 6tddiket 6 helybdl valaszhatjuk, ez 10 - 9 - 8 - 7 - 6 lehetdség.
Ekkor minden esetet tobbszor kaptunk meg — annyiszor, ahanyszor 6t elemet sorbarendezhetiink. Ezt

10-9:8:7-6 — 259
5!

5-4-3-2-1=5!féle médon tehetjiik meg. Igy a lehetséges kivalasztasok szama
Megjegyzés:

Ha ezt a tortet 5!-al bovitjiik, akkor 51705!' alakban tudjuk irni, erre a (150) jelet hasznaljuk, és binomialis
egyiitthatonak hivjuk.

5. Két oszlopban helyeztiink el szdmokat, mindkét oszlop ugyanazokbol a szamokbdl all. A forma
kedvéért a bal oldali oszlopban elhagytuk a helyi értéket jelz6 nullakat. Példaul a legalsé szam nem
1-et, hanem 100 000 000-t jelent.

Melyik oszlopban nagyobb az 6sszeg?

123456789 1
12345678 21
1234567 321
123456 4321
12345 54321
1234 654321
123 7654321
12 87654321
1 987654321

El6szor csak szemre becsiiljiik meg, azaz 6sszeadas nélkiil probaljuk eldonteni, hogy melyik lehet
nagyobb. A becslés utan végezziik el az Gsszeadast.

B.A. Korgyemszkij Matematikai fejtérék
Megoldas:

Ha figyelmesek vagyunk, az Osszeadas elvégzése nélkiil valaszolhatunk. Hasonlitsuk 0ssze helyi
értékenként a két oszlopot:

Az egyesek helyén bal oldalon 9 van, a jobb oldalon kilenc darab 1-es, ezek egyenl6k.
A tizesek helyén a bal oldalon két 8-as, a jobb oldalon nyolc 2-es, ezek is egyenlok.
A szazasok helyén harom 7-es, illetve hét 3-as, ezek értéke is megegyezik.

Igy folytathatjuk minden helyi értéken, tehat a két 6sszeg egyenld.

6. Egy haj6 a part kdzelében horgonyoz. Oldalrol 10 foku koétélhageso 16g a vizbe. A fokok egymastol
30 cm-re vannak, s az utolso6 fok éppen a viz szinéig ér.

A tenger ma csendes, csak a kezd6d6 dagaly mozgatja a viztiikrot. A dagaly o6ranként 15 cm-rel
emeli a viz szintjét. Mennyi id6 mulva keriil viz ala a hagcs6 harmadik foka?

Roka Sandor Logi-sztorik
Megoldas:

A dagaly a hajot a kotélhagesoval egyiitt emeli, igy mindvégig a 10-ik fokig fog a viz éri. Sosem
fogja elérni a harmadik fokot.
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7. A XIII. szazadban Jang Huj és Csu Si-csie (Kina) mar ismertek olyan eljarast, amely az elsé n
természetes szam négyzetének az Osszegét adta meg. Az alabbi 4bra segitségével adjuk meg a

modszert.

[ ] X * o] [ ]

X X L 4 (o] [ ]

* * L 4 o [ ]

o (o] (o] o ®

e X o | x %X X

X X * X X X

* * * X X X

[ ] X * L 4 * * *

X X * L 4 * * *

e|lo o o o o o o

Dr. Lévardi LaszIo — Sain Marton Matematika-torténeti feladatok

Megoldas:

Az dbran 12 + 22 + 32 + 42 l4that6 a téglalapban kétszer elhelyezve. Azt sejtjiik, hogy a kozépsd
rész teriilete is ugyanennyi.

Szintén az abrarol leolvashato, hogy

12=1
22=1+3
32=1+3+5

42=14345+7

Az 6sszeghez tartozd négy darab 1-es, harom darab 3-as, két darab 5-0s, egy darab 7-es segitségével
a kdzépso rész kirakhato. Meggondolhatd, hogy az altalanosan s igaz:

n?=1+4+3+-+2n-1),
¢s kozépen mindig a kelld szdmu paratlan szamot kapjuk:
n-1, (n—-1)-3, (n—2)'5..

Igy az elsé n természetes szam négyzetének 6sszegét a fenti téglalap teriileténekharmada adja.

n(n+1)

A téglalap egyik oldala az elsé n természetes szam 0sszege, ami
Tehat:

, a masik oldala (2n + 1).

_n(n+1)(2n+1)

124224+ (n— 1% +n? c
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V1. Feladatlapok
feladatlap

=

1. Andi mosogépe a program lejarta utan még 5 percig zarva tartja az ajtot, és csak ezutan lehet
kinyitni. Andi ezt tudja, igy a mosasra szant idébe ezt is bekalkulalja. Amikor a mosogép kijelz6jén
az latszik, hogy a program id6tartalmabol 90% mar eltelt, Andi mosésra szant idejének még a 20%-a
van hatra. Hany perces a mosogép programja?

KéMal 2016. december, K.524.
2. Melyik szorzat a nagyobb:
555555555553 - 666 666 666 669 vagy 555555555557 - 666 666 666 6647

KoMal 2011. november; C.1095.

3. Pistike eredeti médon szamlal az ujjain. 1-gyel kezdi a hiivelykujjan, ezutan a 2-t, és a 3-at a
mutatoujjan, a 4-et, 5-6t és a 6-ot a kozépso ujjan, a 7-et a gyliriisujjan, a 8-at és a 9-et a kisujjan.
Ezutan visszafelé folytatja, a 10-et, 11-et, 12-t megint a gytrisujjan, 13-at a kozépson, 14-et és 15-
0t a mutaton, 16-ot, 17-et, 18-at a hiivelykujjan, 19-et ismét a mutatoéujjan és igy tovabb. Melyik
ujjan szamolja a 2004-et?

KdéMal 2004. oktober; C.775.

4. Egy dobozban piros és sarga golyok vannak. ha kivennénk 1 piros golyét, akkor a bennmarado
golyok hetedrésze lenne piros. Ha ehelyett kivennénk 5 sarga golyot, akkor a bennmaradok
hatodrésze lenne piros. Hany goly6 van a dobozban?

KoMal 2012. szeptember, K.301.

5. Osszeragasztottunk 125 db 1 cm élhossziisagt kockat egy nagyobb, tomdr kockdva, majd a nagy

kockaba az oldallapjaira merdlegesen négyzetes keresztmetszeti lyukakat fartunk ugy, hogy a
lyukak teljesen atmennek a kockan. A lyukak elkészitése utan a kocka minden lapja igy nézett ki (a
fekete négyzetek jelolik a lyukak helyét):

A lyukak elkészitése utan az egész megmaradt testet piros festékbe martottuk.
a) Hany cm? a kapott test térfogata?
b) Héany cm? lett piros festékes?
KoMal 2011. marcius; K.291.

6. Egy apa jelenleg 6t évvel idésebb, mint harom fia egyiittvéve. Tiz, hlisz, illetve harminc év milva
az apa ¢életkora a legidésebb, a masodik, illetve a harmadik fia életkoranak kétszerese lesz. Hany
éves most az apa ¢€s hany évesek a fiai?

KoMal 2016. marcius; C.1343.
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A 7-tel oszthatd K szam kettes szamrendszerbeli alakja a kdvetkezo:
K =10110101010101xyz110.
Hatarozzuk meg az x, y, z szamjegyeket.

KoMal 1991. oktober; Gy.2718.
Janos, Péter, Tamas, Gyuri, Istvan testvérek. Egyszer valamelyikiik betort egy ablakot. Apjuk
kérdésére, hogy ki volt a tettes, a kovetkezOket mondtak:

Janos: Péter vagy Tamas volt.

Péter: Sem Gyuri, sem én nem voltam.

Tamas: Mindketten hazudtok.

Istvan: Nem, az egyik koziiliikk igazat mond, de a masik nem.
Gyuri: Nem, Istvan, nincs igazad.

Anyjuk ehhez hozzatette:
Fiaim koziil 3 valoban igazat mondott, de abban, amit a masik ketté mondott, nem
bizom.

Ki torte be az ablakot?

KoMal 1981. oktober; Gy.1922.
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2. feladatlap

1. Hanyféleképpen olvashato ki Arany Déaniel neve az alabbi abrarol, ha az olvasas soran csak jobbra
¢s lefel¢ haladhatunk?

>0 >

Z> X

<Z>r

rm—z»0<2Z2
—m=

rm=zZ >
rm=—2

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2016/2017. 1. fordulo, Kezddk, I-11. kategoria

2. Egy osztdlyban minden didk jar a haromféle szakkor valamelyikére: 17-en matematikéra,13-an
fizikara és 11-en kémiara. Azok szama, akik pontosan kétféle szakkorre jarnak éppen négyszerese
azok szamanak, akik mindharom szakkoron részt vesznek. Hanyan jarnak mindharom szakkdorre és
mennyi az osztalylétszam, ha az osztalyba jar6 fiuk egyharmad része szemiiveges, valamint a nem
szemiiveges fitk szdma egyenld a lanyok szamaval?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013. II. fordulo, Kezdék, I-11.kategoria

3. Az ABC haromszog A csucsanal 1évo szoge 70°. A B és C csucsnal 1évo szdgek szogfelezdinek
metszéspontja legyen D. Mekkora a C csucsnal 1év6 szog, ha AD = BD?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1981/1982. 1. forduld, Kezddk
4. Hatéarozza meg azokat a valos szamparokat, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlet:
x*+6x3 +9x2 + |y? —x?|=0.
Arany Ddaniel Matematikai Tanuloverseny 1996/97. I. fordulo, Kezdék I-11-111. kategoria
5. Az x,y,z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az

1 N 1 N 1
xy+z—1 yz+x—-1 zx+y-—-1

0sszeg egy primszam reciprokaval egyenld. Melyik ez a primszam?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013. II1.(dontd) fordulo, Kezdok Il kategoria

6. Az ABC haromszog C csucsanal levo szoge derékszog. A CAB és ABC szdgek belso szogfelezoi a
szemkozti oldalakat a P és Q pontokban metszik. A P és Q pontokbol az AB oldalra allitott
merglegesek talppontjai legyenek az M és N pontok. Hatarozzuk meg az MCN szog nagysagat!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2015/2016. 1. fordulo, Kezddk I-11.kategoria

7. Legyenek a és b paratlan egész szamok, melyek relativ primek, azaz (a, b) = 1. Bizonyitsa be, hogy

22()[)8

azA=a — b?***° szamnak legalabb 2008 kiilonbdz6 primosztdja van.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2007/2008. 11.(dontd) fordulo, Kezdok 111 kategoria
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feladatlap
Mennyi az n értéke, han! = 215-36.53.72.11-13?
(n!'=1-2-3-...-(n—1)-n, azaz n! az n darab legkisebb pozitiv egész szimszorzata.)

(4) 13 (B) 14 (€) 15 (D) 16 (E) 17

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2008, 9-10.osztaly

Hany szamjegy szerepel a tizedesvesszd utan az szam tizedestort alakjaban, az utolso értékes

1024000
jeggyel bezarolag?

(4) 10 (B) 12 (©) 13 (D) 14 (E) 15

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2013, 9-10.osztaly

Az a,b,c,d pozitiv szamokra teljesiil, hogy a+5=b?>—-1=c?+3=d—4. Az a,b,c,d
szdmok koziil melyik a legnagyobb?

(4) a (B) b ) c (D) d

(E) Nem lehet egyértelmiien megallapitani.

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny 2016, 9-10.0sztaly

Mennyi az % + g — ab miuveletsor eredménye, ha a és b nullatol kiilonb6z6 szamokra ab = a — b?
1 1 1
A) -2 - = = D) = E) 2
(4) (B) -3 © 3 D) 3 (E)

Zrinyi Ilona Matematikaverseny 2015, 9. osztaly megyei fordulo

Mennyivel egyenld x3 + %, ha x +% = 3?

(4) 15 (B) 18 (€) 20 (D) 24 (E) 27

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009, 9. osztaly megyei fordulo

Mennyi az % b —— Osszeg?

6-11 2001-2006
25 2005 2006 2007 (E) 1
(4) 26 (B) 2006 © 2007 (D) 2008

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008, 9. osztdaly orszagos fordulo

2
Hany olyan n egész szam van, amelyre az Snn:fn kifejezés helyettesitési értéke is egész szam?
(4) 4 (B) 6 ) 7 (D) 8 (E) végtelen sok

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010, 9. osztaly orszagos fordulo
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8. Az alabbiak koziil k mely értéke esetén lesz 16 — k és k% — 16 ellentétes eldjeli.

(4) =10 (B) =5 ) -3 (D) 5 (E) 20

Bolyai Matematika Csapatverseny 2015, korzeti fordulo

9. Az alabbiak koziil mennyi lehet /2 4 21 4 16180 wiape abe = 07
a b c abc
(4) —2 (B) -1 ©)0 (D) 1 (E) 2

Bolyai Matematika Csapatverseny 2017, korzeti fordulo

. . b+b o . . . o
10. Az a, b, c egész szdmok olyanok, hogy az % tort értéke egész szam. Bizonyitsatok be, hogy

a?+b%+c? . , ,
ekkor ————— is egész szam!
a+b+c

Bolyai Matematika Csapatverseny 2016, orszagos donté
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feladatlap

A haromszdg oldalainak hossza a, b, c. Mekkora részekre osztjak az oldalakat a haromszog
beirhat6 korének érintési pontjai?

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog egy hozzairt kore a meghosszabbitott oldalakat azok
metszéspontjatdl fél keriiletnyi tavolsagra érinti. Milyen messze vannak az érintési pontok a
haromszdg masik két csucsatol?

Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg ugyanazon oldalat a beirt és hozzairt kor egy-egy cstcstdl azonos
tavolsagra érinti és az érintési pontok tdvolsaga a masik két oldal kiilonbségével egyenld!

Szerkessziink haromszdget, ha adott a keriilete, a beirt kor sugara és az egyik szoge!

A haromszog BC oldala a két kor kozos belso érintdje. A szokasos modon szerkessziik meg a kozos
belso érintét, ami kimetszi a szog szaraibol a B és C pontokat. A két kozos belsd érintd két egybevago
haromszdget hataroz meg, igy elég az egyiket megszerkeszteniink.

Igazoljuk, hogy derékszdgii haromszogben

a) a beirt kor atméréjének és az atfogonak az 6sszege a befogdk Gsszegével egyenld!
b) az atfogdhoz irt kor atmérdje a haromszog keriiletével egyenld!
c) az atfogbhoz tartozo hozzairt kor és a beirt kor sugaranak kiilonbsége az atfogo!

Szerkessziink derékszogli haromszoget, ha adott az atfogéhoz irt kdr sugara, tovabba az egyik
hegyesszog!

Legyen P az ABC szabalyos haromszog egy bels6 pontja, D, E, F pontok pedig a P-bél a BC,CA
és AB oldalakra allitott mer6legesek talppontjai. Bizonyitsuk be, hogy a PAF,PBD, PCF, illetve
PAE, PBF, PCD haromszogek beirt koreinek sugarait dsszegezve ugyanazt az értéket kapjuk!

c

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2013/2014. I1. (dénté)fordulo, Kezddk 111 kategoria
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5. feladatlap

1. Rajzoljuk le egy o6ra szamlapjat, és kérjlink meg valakit, hogy gondoljon egy egész szamot 1 és12
kozott (a hatarokat is beleértve). Tobbszor egymas utan koppantani fogunk ceruzankkal a
szamlapon, neki minden koppintasra eggyel tovabb kell szamolnia. Ha példaul 8-at gondolt, akkor
az els6 koppintaskor mar 9-re kell gondolnia, a masodik koppantéaskor 10-re, és igy tovabb. Amikor
eléri a 20-at, akkor ceruzank a szamlapnak éppen arra a szamara fog mutatni, amire eredetileg
gondolt. Hogyan koppintsunk, hogy csakugyan igy legyen?

Hodi Endre: Matematikai mozaik cimii konyvebdl
2. Az eszpresszoban

Az asztalnal négyen iilnek: Sandor, Gabor, Laszl6 és Zoltan.

A pincér épp hozza, amit rendeltek: egy pohar bort, egy korso sort, egy meggylét és egy coca-colat,
valamint egy szendvicset, egy tanyéron négy krémest, egy masik tdnyéron harom pogacsat és egy
adag fagylaltot.

—  Ki mit rendelt, uraim? — kérdi, mert a rendelést tarsa vette fel.

— Mindenki ételt és italt, €s mindenki masfélét — mondjak korusban a tarsasag tagjai.

— Ettdl persze nem lettem sokkal okosabb — gondolja a pincér, de azért lendiiletesen elkezdi
sz&tszorni a talcaja tartalmat.

1) —Figyelmeztetem, én antialkoholista vagyok — mondja Zoltan.
2) — Akkor bizonyara nem az 6né a pogacsa sem, hiszen az bor vagy sor mellé valo.
— Pedig én nem ahhoz rendeltem — mondja a tarsasag Zoltan mellett {il6 tagja, és elveszi a

pogacsat.
3) —En az édes dolgokat nem eszem — jelenti ki Laszl6.
4) —Sajnos, pogacsat elfelejtettem rendelni, de a meggylé az enyém — mondja az egyik vendég.
5) — Nem rendeltem siiteményt — tiltakozik Sandor, és kozben az eléje tett borospoharat is
eltolja.

Meglehetésen nagy a zlirzavar, de a pincér tiirelmesen és szolgalatkészen probal a vendégek kedvére
tenni — bar némileg tanacstalan.
Tudunk-e neki segiteni?

Bizam Gyorgy-Herczeg Janos Jaték és logika 85 feladatban cimii konyvébol

3. Az asztalra letettiink 10 db egyforma pénzérmét az abran lathato modon. Ezekbdl 3 érmét
helyezziink mashova ugy, hogy egy mas helyzeti, az eredetivel egybevagéd szabalyos haromszdoget
kapjunk.

Roka Sandor2000 feladat az elemi matematika korébol
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4. Az A és B pont kozott 1épcsot akarunk épiteni. Az AC tavolsag 4,5 méter, a CB tavolsag 1,5 méter.
Az egyes Iépcsdfokok 30 cm magasak, szélességiik 50 cm egész szamu tobbszordse.
Hanyféleképpen épithetjiik meg a 1épcsot?

[ .

A

vy

N.J.Vilenkin Kombinatorika

5. Két oszlopban helyeztiink el szamokat, mindkét oszlop ugyanazokbol a szamokbol all. A forma
kedvéért a bal oldali oszlopban elhagytuk a helyi értéket jelzé nullakat. Példaul a legalsd6 szam nem
1-et, hanem 10 000 000-t jelent.

Melyik oszlopban nagyobb az 0sszeg?

123456789 1
12345678 21
1234567 321
123456 4321
12345 54321
1234 654321
123 7654321
12 87654321
1 987654321

El6szor csak szemre becsiiljiik meg, azaz 6sszeadas nélkiil probaljuk eldonteni, hogy melyik lehet
nagyobb. A becslés utan végezziik el az 6sszeadast.

B.A. Korgyemszkij Matematikai fejtérok

6. Egy hajo a part kdzelében horgonyoz. Oldalrol 10 foku kotélhageso 16g a vizbe. A fokok egymastol
30 cm-re vannak, s az utolso6 fok éppen a viz szinéig ér.

A tenger ma csendes, csak a kezd6d6 dagaly mozgatja a viztiikr6t. A dagaly éranként 15 cm-rel
emeli a viz szintjét. Mennyi id6 mulva keriil viz al4 a hagcs6 harmadik foka?

Réka Sandor Logi-sztorik
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7. A XIII. szazadban Jang Huj és Csu Si-csie (Kina) mar ismertek olyan eljarast, amely az elsé n
természetes szam négyzetének az Osszegét adta meg. Az alabbi abra segitségével adjuk meg a
modszert.

Dr. Lévardi LaszIo — Sain Marton Matematika-torténeti feladatok
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