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Szoveges feladatok

|. Hogyan oldjunk meg szoveges feladatokat?

A szoveges feladatok megoldasi modszerei igen valtozatosak. Egy-egy nehéz feladatnal sokszor egyedi
modon kell a problémahoz hozzaallnunk, egyedi utat kell talalnunk. Ennek ellenére érdemes rutint
szerezniink és rendszerezniink megoldasi Stleteinket. Alljunk gyakorlatiasan a feladathoz:

1. Olvassuk el a feladatot. Ertsiik meg. Allapitsuk meg, hogy mit kérdez.

2. Gondoljuk meg, hogy a feladat szdvege miatt kell-e lényeges kikotést tenniink a varhato
megoldasokra — ha sziikséges, adjuk meg az alaphalmazt, amelyben a megoldast keressiik.

3. Tekintsiik at az adatokat, nézziik meg, hogy milyen osszefiiggések vannak kozottik. Lehet, hogy
egy tabldzat, egy abra segit a megértésben.

4. Valasszunk megoldasi modszert:

a) Eljuthatunk a megoldashoz kiovetkeztetéssel.

b) Gondolkozhatunk visszafelé.

c) Hasznalhatunk egyenletet, egyenletrendszert.

d) Lehet, hogy egy grafikus megoldas konnyebb, kiemelhet Iényeges Osszefiiggéseket.

5. Ha a megoldast kozelité értékkel adjuk meg, figyeljiink arra, hogy milyen pontossaggal érdemes
kerekiteniink.

6. Ellendrizziik a kapott megoldast, az alaphalmaz megszoritasaira is figyeljiink.
7. Valaszoljunk.

Akkor vagyunk jo feladatmegoldok, ha meriink gondolkozni, egyedi utakon is elindulni. Ez azonban
nem zarja ki azt, hogy eszkoztarunkba beépiiljenek a sokszor el6forduld feladattipusokra kialakult
jelolések, megoldasi modok, amelyeket masoktol lattunk, és ilyeneket magunk is alkothatunk. A
kovetkezo fejezetekben példakon keresztiil rendszereziink néhany alkalmas modszert.

A Kidolgozott feladatok fejezet 10 feladatban mutatja be a legfontosabb ismereteket ebben a témaban.
Részletesek az indoklasok, tobb feladat esetében tobbféle megoldas is szerepel. Megmutatjuk azt is,
hogyan ellendrizziik a kapott eredményt. Ennek a fejezettnek a feladatait megoldva, a megoldasokat
figyelmesen atolvasva rendszerezhetjiik, bdvithetjiik az ismereteinket a szoveges feladatok
megoldasaban.

A Gyakorlo feladatok fejezet feladatanyaga — 20 feladat — az elmélyitést szolgalja. Ezeket a feladatokat
onall6 munkdara ajanljuk, ezért ebben a fejezetben csak a feladatok szovege szerepel. A feladatok
szamozasa folytatja a kidolgozott feladatok szdmozasat, igy konnyebb hivatkozni a feladatokra. A
megoldasokat a Gyakorlo feladatok megoldasai fejezetben adjuk meg.



A feladatanyagban tobbek kdzott az alabbi modszerekre mutatunk példat:

1.

8.

9.

A feladat szovegében szerepld Osszefiiggések alapjan el kell végeznilink a megfeleld szamolasi
miiveleteket. Egyenlet felirasara és annak megoldasara nincs sziikség. P1. 1. feladat.

A feladat szovege szerint valtozik egy ismeretlen szam. A végeredményt ismerjik, a szamra
vagyunk kivancsiak. Ilyenkor visszafelé kell 1épkedniink a megoldasban. Pl. 2. feladat; 11. feladat.

Tortrész, arany, szazalék szamitasanak az ismerete sziikséges. Pl. 3. feladat; 19. feladat.
A szamok helyiértékes irasat alkalmazhatjuk. Pl. 7. feladat.

Maradékos osztast végezhetiink. Pl. 22. feladat.

Egyiittes munkavégzésre vonatkozo feladatok. Pl. 8. feladat; 28. feladat.

Keverési feladatok. P1. 9. feladat; 18. feladat.

Mozgasos feladatok. P1. 10. feladat; 23. feladat.

Hany éves, ha...? — tipusu feladatok. P1. 20. feladat.

10. Diophantoszi egyenletek — a megoldast az egész szamok k6zott keressiik. Pl. 6. feladat.

11. Geometriai szamitasok. PI. 21. feladat.

12. Kombinatorikai gondolatok. PI. 3. feladat.

Az egyenletmegoldas modszereirdl itt is olvashatunk:

https://users.itk.ppke.hu/itk _dekani/files/matematika/pdfs/07.pdf 1-3.oldal

Minden olvasot biztatunk arra, hogy ne torekedjen minden aron egyenletek, egyenletrendszerek
felirasara, a logikai kovetkeztetések alkalmazasat is tartsa hatékonynak. Es természetesen gyiijtse sajat

Otleteit és a masoktol latott szép modszereket is.



. Kidolgozott feladatok

ﬂ Egy televizios jatékban 5 kérdést tehet fel a jatékvezets. A jaték soran a versenyzd, ha az elsc’i\
kérdésre jol valaszol, 40 000 forintot nyer. Minden tovabbi kérdés esetén dontenie kell, hogy a
jatékban addig megszerzett pénzének 50, 75 vagy 100 szazalékat teszi-e fel. Ha jol valaszol, feltett
pénzének kétszeresét kapja vissza, ha hibdzik, abba kell hagynia a jatékot, és a fel nem tett pénzét
viheti haza.

a) Mennyi pénzt visz haza az a jatékos, aki mind az ot feltett kérdésre jol valaszol, s batran
kockaztatva mindig a legnagyobb tétet teszi meg?

b) Az a jatékos, aki mindig helyesen valaszol, de 6vatos, és a négy utols6 forduloban pénzének
csak 50%-at teszi fel, hany forintot visz haza?

C) A vetélkedd soran az egyik versenyzo6 az els6 négy kérdésre jol valaszolt. A masodik kérdésnél
a pénzének 100%-at, a 3., 4. és 5. kérdés esetén pénzének 75%-at tette fel. Az 5. kérdésre sajnos
rosszul valaszolt. Hany forintot vihetett haza ez a jatékos?

d) Egy versenyz6 mind az 5 forduloban jol valaszol, és kozben minden forduloban azonos eséllyel
teszi meg a jatékban megengedett lehetdségek valamelyikét. Mennyi annak a valosziniisége,
\ hogy az elnyerheté maximalis pénzt viheti haza? )

Kozépszintii érettségi 2006. mdjus 9.
Megoldas:

a) Az elsd forduldban nyert 40 000 Ft-ot négyszer megduplazza, igy 40 000 - 2* = 640 000 Ft-
ot visz haza a versenyzo.

b) Ha a pénzének az 50%-at teszi fel, akkor ez megduplazodik, 100% lesz és hozzaadodik a nem
kockaztatott 50%-hoz. fgy az adott fordulé utan a korabbi pénzének 150%-aval, azaz
masfélszeresével fog rendelkezni. Tehat ez a jatékos 40 000 - 1,5* = 202 500 forinttal zarja a
jatékot.

€) Ha a jatékos a pénzének a 75%-at teszi fel, akkor nyerés esetén a pénzének az 1,75-szorosaval,

vesztés esetén a pénzének a 0,25-szorosaval fog rendelkezni a forduld utan. igy ez a jatékos
40000-2-1,75%- 0,25 = 61 250 forintot visz haza.

d) Minden forduléban, a masodiktol kezdve, % eséllyel teszi meg a legnagyobb tétet, igy

G) = i ~ (0,0123 valdszinliséggel nyer maximalis Osszeget.

Megjegyzés:

Elképzelhetd, hogy valakinek mindezt kdnnyebb lépésrdl lépésre atgondolnia. Ilyenkor érdemes
tablazatot késziteni. Ezt a ¢) feladatrész esetén mutatjuk meg:

fordulé tét A forduloban nyert 6sszeg | A versenyzo pénze a fordul6 végén
1. 40 000 Ft 40 000 Ft

2 40 000 Ft 80 000 Ft 80 000 Ft

3 60 000 Ft 120 000 Ft 20000+ 120000 = 140 000 Ft
4. 105000 Ft | 210000 Ft 35000+ 210 000 = 245 000 Ft
5 183 750Ft | OFt 61 250 Ft




Ve

2. Egy apa minden pénzét gyermekeire hagyta a kovetkez6 végrendelet szerint:

- alegiddsebb kapjon 10 000 Ft-ot és a maradék egytized részét,
- amasodik kapjon 20 000 Ft -ot és az ) maradék egytized részét,
- aharmadik kapjon 30 000 Ft-ot és az (1j maradék egytized részét, és igy tovabb.

Ily moédon mindegyik gyerek ugyanannyi pénzt kapott. Hany gyermeke volt az apanak?

OKTV 1985. 1. fordulo

A feladat széveget megfigyelve azt kell megérteniink, hogy minden gyerek oroksége ket részbol dll:
valahdnyszor 10 000 forintbol és az uj maradék egytizedébol.

Ennek a feladatnak az alabbi harom megoldasadndl azt is megnézziik, hogyan lehet és hogyan érdemes
az ismeretlent megvalasztani.

Megoldas I:

Ha a gyerekek szamabol indulnank ki, és szigortan a feladat szovegét kovetnénk, akkor nem jutunk
konnyen hasznalhatd Osszefiiggéshez. Ezért az elosztandd pénzosszeg jelolésére vezessiink be
ismeretlent, legyen az 6rokség F forint.

A legiddsebb 10 000 + %(F — 10 000) forintot kap,
a masodik pedig 20 000 + = (F = 10 000 — = (F — 10 000) — 20 000) forintot, és az drikségiik

egyenlo:

1 1 1
10 000+1—0(F—10 000) = 20 000+E<F_ 10 OOO—E(F— 10 000) — 20 OOO)

1 1 1
E(F— 10 000) = 10 000+E(F— 10 OOO—E(F— 10 000) — 20 ooo)
! F —10000) = 10 000 + ! F —10000) ! F—10000)—2000
10( - 10( 100( )

1
— (F —10000) = 8000
100( )

F —10000 = 800000
F =810000

A legiddsebb fiun 10 000 + 1—10 (810000 — 10 000) = 90 000 forintot kap.

fgy 810 000:90 000 = 9 gyermeke volt az apanak.

Ellenorzés:

Az elso6 gyerek kap 10 000 + 1—10 - (810 000 — 10 000) = 90 000 forintot és marad 720 000 Ft.
A masodik gyerek kap 20 000 + 1—10- (720 000 — 20 000) = 90 000 forintot, marad 630 000 Ft.

A harmadik gyerek kap 30 000 + % (630 000 — 30 000) = 90 000 forintot, marad 540 000 Ft.

Mar latjuk, hogy minden gyerek egyforma orokséget kap, a megoldasunk jo.




Megoldas I1:

A masodik megoldasban mégis megprobalunk a gyerekek szamabdl kiindulni. Ne adjuk fel, jeloljiik
a gyerekek szamat n-nel és gondolkozzunk visszafelé:

A legkisebb gyerek n - 10 000 forintot kap, és ezutan nem marad szétosztando dsszeg. Ez az Gsszeg

a1 -eazot korban megel6z6 gyerek esetében a szoveg szerinti maradéknak.

fgy a korban utolsé elétti gyerek 6roksége (n— 1) -10 000 + g ‘n-10 000 forint. A feltételek
szerint:

1
n-10000=(n—l)-10000+§-n-10000

—n—1+=-
n n 971

Az apanak 9 gyermeke volt.

Ellenérzést az els6 megoldas szerint végezziik.
Megoldas I1I:

Talan nincs is sziikség egyenletre.

Az utolso elétti gyerek (n — 1) - 10 000 forintot kap és a maradék egytizedét. Az utolsé gyereknek
n - 10 000 forint jut és nincs maradék. Ha mindketten ugyanannyit 6rokdlnek, akkor az egytized rész
10 000 forint. Az utols6 gyereknek a kilenctized marad, tehat 9 - 10 000 = 90 000 forint. Ebbdl az
is kovetkezik, hogy kilenc gyereke van az apanak.

Most az ellendrzést is érdemes visszafelé végezni:
A 9. gyerek 90 000 forintot kap. Ez az el6z6 maradék 9/10-e.
fgy az egytized rész 10 000 Ft. A 8. gyerek kap 80 000 + 10 000 = 90 000 forintot.

A maradék 9/10-e 2 - 90 000 Ft, tehat az egytized rész 2 - 10 000 forint. A 7. gyerek kap 70 000 +
2-10 000 = 90 000 forintot. Es igy tovabb...

Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha a résztvevok csak feleannyian
lennének, akkor az eredetileg lejatszando jatszmak 24%-ara keriilne sor. Hany versenyz6 indult
eredetileg a versenyen?

Arany Daniel Matematikaverseny 2006/2007, haladok I. kategoria, 1.fordulo

Megoldas:

Jel6ljiik az indulok szamat n-nel (n > 0 egész szam). Ekkor egy versenyz6 (n — 1) masikkal jatszik.

Ha mindegyik jatékost figyelembe vessziik, n(n — 1) jatszma adddna, de ekkor egy jatszmat két

Al . “ .z . . nn-1
versenyzOnél is szamoltunk. Igy a jatszmak szama ( > ),

o)

Ha feleannyi résztvevd lenne, akkor ugyanilyen gondolatmenettel = jatszmat kapunk. A feladat

szerint




%(%2‘ 1 _ 0.24- n(nz— n

n # 0, ezért osztjuk %—Vel az egyenlet mindkét oldalat, majd rendezziik az egyenletet:

n 1—024 1
Z E_' (n )

n—2=096n-0,96
0,04n = 1,04

n =26
Tehat 26 versenyz6 indult.

Ellenorzés:

26 versenyz “=2 = 325 jatszmat jitszik, 13 versenyzd pedig ~— = 78-at. 325-nek a 24 %-a

valoban 78.

Van két gyertyank, az egyik 16 cm magas, a masik 12 cm. Az egyik 4 ora alatt ¢g le, a masik 6 6ra
alatt. Ha a két gyertyat egyszerre meggyujtjuk, mennyi idé mulva lesz a két gyertya egyenlé magas?
(A gyertyak egyenletesen égnek.)

Megoldas I:

Most grafikus megoldas a legrovidebb:

18 {magassag (cm)

o = L] w E= o () ~ @@

éra

NG === - e e e == -

Az elsé gyertya magassagat az id6 fiiggvényében a (0; 16) és (4; 0) pontokat 0sszekotd szakasz, a
masodikét a (0; 12) és (6; 0) pontokat 6sszeko6td szakasz mutatja.

A metszéspont elso koordinataja azt a pillanatot adja meg, amikor a két gyertya azonos magassagu,
tehat a meggyujtas utan két oraval lesz egyenld a két gyertya magassaga.

Ellenorzés:




Grafikus megoldasnal azért ellendrziink, mert sok esetben ilyen mddszerrel csak kdzelitd megoldast
kaphatunk.

Két ora alatt az elsd gyertyanak a fele ég el, igy 8 cm marad beldle. A masodik gyertyanak az
egyharmada, 4 cm ég el, igy 8 cm marad. Valoban azonos a két gyertya magassaga.

Megoldas I1:

Adjunk algebrai megoldast is. A két gyertya t 6ra mulva lesz azonos magassagu.

Az els6 gyertyanak a 45 -ed része, i -16 = 4t cm ég el, marad 16 — 4t cm.

A masodik gyertyanak % -0d része, % -12 = 2t cm égel, marad 12 — 2t cm.
Akkor egyenld a magassag, amikor:
16 —4t =12 -2t
4 =2t
t=2

A meggyujtas utan 2 6raval lesz azonos a két gyertya magassaga.

Az erdégazdasagban haromféle fat nevelnek (fenyo, tolgy, platan) harom téglalap elrendezési
parcellaban. A tolgyfak parcellajaban 4-gyel kevesebb sor van, mint a feny6fakéban, és minden
sorban 5-tel kevesebb fa van, mint ahany fa a feny6 parcella egy soraban all. 360-nal kevesebb
tolgyfa van, mint feny6fa. A platanok telepitésekor a feny6kéhez viszonyitva a sorok szamat 3-mal,
az egy sorban 16v6 fak szamat 2-vel novelték. Igy 228-cal tobb platanfat telepitettek, mint feny6t.

a) Hany sor van a feny6k parcellajaban?

b) Hany platanfat telepitettek?

J

Kozépszintii erettségi 2006.0ktober 25.
Megoldas:

Most tobb ismeretlent kell hasznalnunk. A feladat szovegébdl lathatd, hogy a fenydfakat tartalmazo
parcellat érdemes ehhez alapul venni. Legyen ebben a parcellaban s sor és minden sorban f fa.

Az adatok rendszerezésében pedig egy tablazat fog segiteni:

sor egy sorban ennyi fa van Osszesen
feny6 s f s f
tolgy s—4 f-5 -9 -5
platan s+3 f+2 s+3)(f+2)

A feltételek szerint:
(s—4)(f -5 =s-f—-360
(s+3)(f+2)=s-f+228
Felbontjuk a zardjeleket és rendezziik az egyenleteket:
sf —4f — 55+ 20 = sf — 360
sf+3f+2s+6=sf+228



4f + 5s = 380 /-3 *
3f +2s =222 /4
Az egyenletrendszert az egyenld egylitthatok modszerével oldjuk meg:
12f + 155 = 1140

12f + 8s = 888
Az elsd egyenletbdl kivonjuk a mésodikat:
7s = 252
s =36

Ezt az értéket a * egyenletbe visszahelyettesitve megkapjuk f értékét:
4f +5-36 =380

f =50
Toltsiik ki ezekkel az adatokkal a fenti tdblazatot:
sor egy sorban ennyi fa van Osszesen
fenyo 36 50 36-50 = 1800
tolgy 32 45 3245 = 1440
platan 39 52 39-52 = 2028

A tablazat adatai mutatjak, hogy a feladat feltételei valoban teljesiilnek. Mindegyik parcellaban
ismerjiik a fak szamat, de figyeljiink arra, hogy mi volt a kérdés, arra valaszoljunk:

a) A feny6fak parcellajaban 36 sor van.

b) 2028 platanfat telepitettek.

Egyszer néhany fit horgaszni ment a kozeli tohoz. Egyikiik 6 halat fogott, a tobbiek fejenként 13-
at. Egy masik alkalommal egy masik fiucsapat ment horgaszni, ezuttal egyikiik 5 halat fogott, a
tobbiek fejenként 10-et. Tudjuk még, hogy mindkét alkalommal ugyanannyi halat fogtak, méghozza
100-nal tobbet, de 200-nal nem tébbet. Hainyan mentek horgaszni az els6é alkalommal és hanyan a
masodik alkalommal?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 2008, 8. osztdly, megyei fordulé

Megoldas:

Az els6 alkalommal n, a masodik alkalommal k fit ment horgaszni. A fogott halak szamara az alabbi
feltételek teljesiilnek (n €s k pozitiv egész szamok):

100 < 64 (n—1)-13 <200 = 9<n<15
100 <5+ (k—1)-10 < 200 = 11 <k <20
6+(Mn—1)-13=5+(k—1)-10
Rendezve az egyenletet:

13n—2 =10k




13-nak olyan t6bbszorosét keressiik, amelyekbdl 2-t kivonva tizzel oszthatd szamot kapunk. Ez a
nagysagrendi megkotést is figyelembe véve csak n = 14 és k = 18 esetén teljesiil. Tehat az els6
alkalommal 14-en, a masodik alkalommal 18-an mentek horgaszni.

Egy haromjegyii szam els6 és harmadik jegyének az 6sszege 7, a masodik jegye 6. Ha felcseréljiik
az elso és a harmadik szamjegyet és az eredeti szambol kivonjuk az igy kapott haromjegyili szamot,
akkor 297-et kapunk. Melyik ez a szam?

Megoldas:

Ha a szazasok helyén all6 szdm x, akkor az egyesek helyén 4ll6 szdm 7 — x. Az eredeti és a
felcseréléssel kapott szam értékét felirjuk a helyiértékeket figyelembe véve:

100x + 60+ 7 —x = 99x + 67
100(7 —x) + 60 + x = 760 — 99x.
A két szam kiilonbsége:
99x + 67 — (760 — 99x) = 297
198x — 693 = 297
198x = 990
x=5
Igy a haromjegyii szam 562.
Ellendrzés:

5+2=7,562—265=297. A megoldasunk jo.

Egy medencét két csovon keresztiil 4 ora 48 perc alatt toltenek meg vizzel. Ha csak egy csovet
hasznalnak, akkor az egyik cs6von at 4 oraval hamarabb telik meg a medence, mint a masikon.

a) Mennyi id9 alatt toltené meg kiilon-kiilon a két csé a medencét?

b) Mennyi id6 alatt telik meg a medence, ha a kisebb kapacitasu csapot 2 oraval késébb nyitjak
meg?

Megoldas:
a) Az els6 csovon keresztiil x ora alatt, a masodikon keresztiil x + 4 o6ra alatt telne meg a medence.

1 6ra alatt az els6 csovon a medencébe az - —szed része, a masodikon pedig az i -ed része folyik.

, 48 , 4,8 , . 438 ,
4 6ra 48 perc, (4 + 5) = 4,8 o6ra alatt ~ —szed része, illetve ) —ed része.

A medence akkor van tele, ha ez a két rész egylitt 1 egészet ad:

4,8 4.8
— 4 —
X x + 4

1

48-(x+4)+48x=x-(x+4)
9,6x + 19,2 = x% + 4x
x%>—-56x—192=0
A masodfoku egyenlet két gyoke:




x=8 és x=-24.
A negativ megoldasnak nincs jelentése ebben a feladatban.

Az egyik csovon keresztiil 8 ora, a masikon keresztiil 12 6ra alatt telne meg a medence, ha csak az
egyiket hasznalnak.

Ellenorzés:

o . 48 _— . . L ,
Az els6 csovon keresztiil - = 0,6 rész jut a medencébe 4 o6ra 48 perc alatt, a masodikon keresztiil

% = 0,4 rész. 0,6 + 0,4 = 1, tehat a medence valoban megtelt ennyi id6 alatt.

b) A kisebb kapacitast cs6 az, amelyiken keresztiil hosszabb id6 alatt telik meg a medence, tehat 12
oOra alatt.

Jeloljiik t-vel azt az id6t, amig a nagyobb kapacitast csé miikodik.

o (o t=2 oty s . .
Ekkor az egyik cs6 é -ad, a masik a t1_2'ed részét tolti meg a medencének. t ora alatt akkor lesz tele,

ha
t t—2

8+ 12
6t +4(t—2) =48

=1

10t — 8 =48
10t = 56
t=5,6

Tehat az egyik cs6 5,6 6raig, azaz 5 6ra 36 percig lizemel, a masik pedig 3,6 oraig, azaz 3 ora 36
percig.
Ellenérzés:

% =0,7, % = 0,3.0,7 + 0,3 = 1, tehat ilyen feltételek mellett valoban megtelik a medence.

Két arany-eziist 6tvozet van. Az elsében 3:4, a masodikban 2:5 ezen fémek aranya. Mennyit
vegylink az egyes 6tvozetekbol, ha 50 kg olyan 6tvozetet szeretnénk késziteni, amelyben az arany
¢s az eziist aranya 5: 77

Megoldas:

Az elsdé otvozetbél x kg-ot, a masodikbol 50 —x Kkg-ot vegyilink. Figyeljiink az Osszetevok
aranytartalmara:

o 3 .. 3
Az els6 6tvozet - Iésze arany, tehat -X kg aranyat tartalmaz.
e 2
A masodik 6tvozet aranytartalma = (50 — x) kg.

Az eldallitott anyagban pedig 50 - % kg aranynak kell lennie, ami az dsszetevokbol adodik:

3 2 5
7X+7'(50—X):50'E

1750 5
3X+2'(50—X) :T (1456)
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. 5
3x + 100 — 2x = 145,83 (45 8)

x = 45,83
50 —x = 4,16

Az eredményiink végtelen szakaszos tizedes tort. Elméleti szempontbdl ez a ,,pontos” érték.
Szoveges feladat esetében érdemes meggondolni, hogy az adataink mennyire lehetnek pontosak,
ennek megfelelden kerekitsiink.

Most valasszunk két tizedes jegy pontossagot. 45,83 kg-ot vegyiink az els6 és 4,17 kg-ot a masodik
Otvozetbol.

Ellenérzés:
A 45,83 kg Gtvizetben 45,83 - 2 ~ 19,64 kg arany, a 4,17 kg tvizetben 4,17 - = ~ 1,19 kg arany
van. fgy az 50 kg 6tvozetben 20,83 kg arany lesz. A feladat szerint 50 - 1—52 ~ 20,83 kg aranynak kell

lennie, tehat a megoldasunk az adott kozelitéssel pontos. Természetesen, ha a pontos értékekkel

(45 g) ellendriztiink volna, akkor az ellendrzés is pontos értéket adna.

10. Egy autobusz 30 perc alatt teszi meg az utat a kiinduld allomastol a végallomasig. A kiindulo
allomasrol 2 percenként inditjak az autobuszokat. Az egyik autdbusszal egy idében indul a kiindulo
allomasrol egy autd, amelynek sebessége négyszer akkora, mint az autobuszé. Hany autobuszt eloz
meg az auto a végallomasig?

Megoldas I:

Az aut6 negyed annyi id6 alatt teszi meg a tavolsagot, mint egy busz, azaz 7,5 perc alatt. Azokat az
autobuszokat fogja megel6zni az autd, amelyek az indulasakor mar titban vannak és az érkezésiikig
még legalabb 7,5 perc van hatra. Az autobuszok 2 percenként indulnak, igy az elsé megeldzott
autdbusz az, amelyikkel egyiitt indul, az utols6, amelyik 22 perccel ezel6tt indult, azaz 12 autobuszt
el6z meg.

Megoldas I1:
Hasznaljunk grafikont:

tavolsag

1. autébusz

AN

e e ——————

-1

perc

=
b
IS
=
@
=
I
=
@
=
5
I
B
.
]
-
b
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Az els6 tengelyen mérjiik az idot, a masodik tengelyen a tavolsagot. Az idétengely O pontjat az autd
indulasahoz tessziik. Az A (a koordinata-rendszer kezdopontja) a kiindulasi allomas, B a végallomas.
Az autd 7,5 perc alatt teszi meg az AB tavolsagot, az autobuszok 30 perc alatt. A grafikonrol
leszdmolhat6, hogy az auté 12 autobuszt el6z meg, ezt mutatjak a metszéspontok (az autdval egyiitt
indul6 buszt is figyelembe vessziik).

Ez a grafikon az el6z6 megoldas gondolatmenetét is vilagosabba teszi.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Gyakorlo feladatok

Soma ezt mondja: Ha a sziiletési évszamomhoz nyolcat adok, az igy kapott szam elsé és utolsd
jegyét felcserélem, és ezutan kivonok beldle tizenkettot, akkor éppen ezret kapok. Melyik évben
sziiletett Soma?

Kukori és Kotkoda egy tojassal teli kosarral érkezett a piacra. Az elsé vevodjiikk Kopasznyaku volt,
aki megvette a tojasok felét és még két tojast. A masodik vevojiik Kendermagos volt, aki megvette
az elsd vasarlasbol megmaradt tojasok felét és még két tojast. A harmadik vasarld, Hapogi megvette
a masodik vasarlasbol megmaradt tojasok felét és még két tojast. A negyedik vasarld, Csorike
megvette a Hapogi vasarlasa utan megmaradt tojasok felét és még két tojast. Csérike vasarlasa utan
Kotkoda 6rommel allapitotta meg, hogy kitirtilt a kosar. Mennyi tojast vitt el Kukori és Kotkoda a
kosarban a piacra?

Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny 2013., Gyor, 9.évfolyam

Mihaly gazdanak van néhany lova. Minden lonak naponta egy-egy tarisznya zabot ad, és igy egy
lada zab 20 napra elég. A milt honapban vett még egy lovat, igy a lada zab mar 18 nap alatt elfogyott,
mert mint eddig, mindegyik l6nak minden nap egy-egy tarisznya zabot ad. Hany lova van Mihaly
gazdanak?

Varga Tamads Matematikaverseny 2009., iskolai fordulo, 8. osztaly

Egy dobozban 64 darab pénzérme gyilt 6ssze, 100 forintosok, 50 forintosok €s 10 forintosok. Az
érmék kozott kétszer annyi 50 forintos volt, mint 100-as. Mindezt egy 2000 forintos papirpénzre
tudtuk bevaltani. Hany darab szazasunk, 6tvenesiink és tizesiink volt bevaltas el6tt?

Két valos szam Gsszege 29. Ha az egyikbdl elvesziink 15-6t, a masikhoz pedig hozzaadunk 15-6t,
az igy kapott két szam szorzata éppen Otszorose lesz az eredeti két szam szorzatanak. Melyik lehet
ez a két szam?

Emelt szintii érettségi 2012.o0ktober 16.

Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltoltokartyat szokott vasarolni. A mobiltarsasag ebben
az esetben sem el6fizetési dijat, sem hivasonkénti kapcsolasi dijat nem szamol fel. Csticsidében a
percdij 25 forinttal dragabb, mint csticsidon kiviil. Stefi az elmult négy hétben Gsszesen 2 orat
telefonalt és 4000 Ft-ot hasznalt fel kartyaja egyenlegébdl ugy, hogy ugyanannyi pénzt koltott
csucsiddn beliili, mint csticsidon kiviili beszélgetésekre.

Hany percet beszElt Stefi mobiltelefonjan csticsidében az elmilt négy hétben?

Kozépszintii érettségi 2012. oktober 16., 16. feladat a) része

Egy faluban polgarmestert valasztanak. A két jelolt Karoly és Sandor. A lakosok nagyon aktivak,
90%-uk elment szavazni. A szavazatokbol 128 lett érvénytelen. Karolyra 248-cal tobben szavaztak
érvényesen, mint Sandorra. Karolyra a teljes lakossag 49%-a voksolt. Hany szavazatot kapott?

KOMAL 2016. szeptember, C.1364

A piac egyik eladdjahoz friss eper érkezett. Az elado eredetileg ugy tervezte, hogy az 1. osztalyu
epret 800 Ft/kg, a II. osztalyat 650 Ft/kg, a III. osztalyut pedig 450 Ft/kg egységaron értékesiti. A
piacon azonban talkinalat volt eperbdl, ezért tigy dontott, hogy az Gsszes epret egy kupacba Onti
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

0Ossze, és akcios egységaron arulja. Az akcids egységar kialakitasakor ugy szdmolt, hogy ha az dsszes
epret ezen az egységaron adja el, akkor a bevétele (koriilbeliil) 15%-kal lesz csak kevesebb, mint azt
eredetileg tervezte.

Mennyi legyen az akcids egységar, ha az 6sszedntott eper 35%-a 1. osztalyu, g része I osztalyu, a

tobbi 33 kg pedig IIl. osztalyu volt eredetileg. Valaszat egész értékre kerekitve adja meg!

Emelt szintii érettségi 2016. majus 3., 1.feladat c) része

Egy varos sportklubjanak 640 f6s tagsagat felnéttek és diakok alkotjak. A tagsag 55%-a sportol
rendszeresen. A rendszeresen sportold tagok szamdnak és a sportklub teljes taglétszdmanak az

.11 . . . . . p
ardnya — -szor akkora, mint a rendszeresen sportold felnéttek szamanak aranya a felnétt klubtagok

szamahoz viszonyitva. A rendszeresen sportolok aranya a felnétt tagsagban fele akkora, mint
amekkora ez az arany a didkok kozott.
Héany feln6tt és hany diak tagja van ennek a sportklubnak?

Emelt szintii érettsegi 2011. mdjus 3.

Juli most kétszer olyan idés, mint Kriszti volt 2 évvel ezelétt. Eletkoruk dsszege 5 év mulva 36 év
lesz. Hany évesek most?

Hany oldalt az a sokszdg, amelynek 12-vel tobb atloja van, mint ahany oldala?

A 2014-et felirtuk harom természetes szam Osszegeként Ggy, hogy ha az elsé szamot elosztjuk a
masodikkal, akkor hanyadosként és maradékként is 8-at kapunk. Ha pedig a harmadik szamot
osztjuk az elsdvel, akkor a hanyados 6, a maradék pedig 20. Mivel egyenld ez a harom természetes
szam?

Kalmar LaszIlo Matematikaverseny 2014., 8. osztdly, donté
Egy régi var katjaba kovet ejtiink. A ké csobbanasat 2 s milva halljuk. Milyen mély a kuat?

(A nehézségi gyorsulas értéke g = 9,81 sz , a hang terjedési sebessége 340 %)

Két folyoparti varos tavolsaga 240 km. Ezt az utat a menetrendszerinti hajé oda-vissza 25 ora alatt
teszi meg. Mekkora sebességgel haladna ez a hajo all6 vizben, ha a foly6 4 km/h sebességgel folyik?

Megy a g6zos Kanizsara a 21 km-re 1év6 Zalakomarrol. Az utat 16 perc alatt teszi meg gy, hogy
indulastol egyenletesen gyorsul, majd 90 km/h allandé sebességgel halad, végiil egyenletesen
lassulva megall. Mennyi ideig megy a g6zos 90 km/h sebességgel?

KOMAL 2005 mdjus, C.812

Péter és az dccse, Miklos versenyt futott 1 km-es tavon. Péter 50 masodperces eloényt adott, és igy
még 50 m-re volt a céltdl, amikor 6ccse befutott. ,,Lebecsiiltem erédet — szolt —, holnap csak 100 m
elényt kapsz.” Masnap Miklos valoban batyja utan ért célba 16 masodperccel. A versenytav mely
pontjan elézte meg a masodik napon Péter az 6cesét? (Feltessziik, hogy egyéni teljesitményiik a két
napon ugyanaz volt.)

Arany Daniel Matematikaverseny 1980., kezddk, 1. fordulo
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27.

28.

29.

30.

Egy 75 km/h sebességgel halado vonat 5 6ra 12 perckor ér be egy 8 km hossza alagutba teljes
egészében, és 5 ora 18 perckor éri el az alagut kijaratat. Milyen hosszu a vonat?

ABACUS matematikai lapok 2016. marcius, C.1281.

Andras és Béla sakkoznak. Andrasnak 6 masodperccel kevesebb, Bélanak 10 perccel tobb idére van
sziiksége ahhoz, hogy sajat figurait feldllitsa a sakktabldra, mint amennyi id6re akkor lenne
szliksége, ha az Osszes sakkfigurat kdzosen raknak fel. Mennyi id6 alatt rakja fel ki-ki a sajat
sakkfigurait?

Arany Daniel Matematikaverseny 1978., kezddk, 1. fordulo

Egy adott foldteriilet felasasat harom munkas végzi. Eppen elkésziilnek a munkaval, ha az els6 5
napot, a masodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik. Akkor is éppen elkésziilnének a munkaval,
ha az els6é 7 napot, a masodik 9 napot, a harmadik 2 napot dolgozna. Hany napot kellene a munka
elvégzéséhez a harmadik munkésnak dolgoznia, ha az els6 csak 2 napot, a masodik pedig csak 4
napot dolgozna?

OKTV 2015/2016, I kategoria, II. fordulo

Egy 6ra nagy-, Kis- és masodpercmutatdja koz0s tengelyen van. 12 orakor fedik egymast.
Legkdzelebb mikor lesz fedésben a harom mutato?

KOMAL 1999. szeptember, C.547
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IVV. A gyakorlé feladatok megoldasai

11. Soma ezt mondja: Ha a sziiletési évszamomhoz nyolcat adok, az igy kapott szam elsé és utolso
jegyét felcserélem, és ezutan kivonok beldle tizenkettot, akkor éppen ezret kapok. Melyik évben
sziiletett Soma?

Megoldas.

Gondolkozzunk visszafelé:

Adjunk hozza tizenkettot: 1012.

Cseréljiik vissza az elsd és utolso jegyet: 2011.
Vonjunk ki nyolcat: 2003.

Soma 2003-ban sziiletett.

12. Kukori és Kotkoda egy tojassal teli kosarral érkezett a piacra. Az elsé vevojiik Kopasznyaku volt,
aki megvette a tojasok felét és még két tojast. A masodik vevdjik Kendermagos volt, aki megvette
az elso vasarlasbol megmaradt tojasok felét és még két tojast. A harmadik vasarlo, Hapogi megvette
a masodik vasarlasbol megmaradt tojasok felét és még két tojast. A negyedik vasarld, Csorike
megvette a Hapogi vasarlasa utan megmaradt tojasok felét és még két tojast. Csorike vasarlasa utan
Kotkoda 6rommel allapitotta meg, hogy kitirtilt a kosar. Mennyi tojast vitt el Kukori és Kotkoda a
kosarban a piacra?

Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny 2013., Gyor, 9.évfolyam

Megoldas:
Most is gondolkozzunk visszafelé.

Hépogi vasarldsa utdin megmaradt tojasok fele 2 tojés, tehat dsszesen 4 tojas maradt meg, ezt vette
meg Csorike.

Hépogi megvette a masodik vasarlasbol megmaradt tojasok felét és még két tojast. Az elézo
gondolatmenet szerint 4 tojas maradt. Ez azt jelenti, hogy a masodik vasarlasbol megmaradt tojasok
fele 6, igy Osszesen 12 tojas maradt meg Kendermagos vasarlasa utan.

Ugyanigy gondolkozva az elsé vasarlas utan a tojasok fele 14, igy Osszesen 28 tojas maradt
Kopasznyaku vasarlasa utan.

Ezt a gondolatot még egyszer alkalmazva megkapjuk, hogy eredetileg (28 + 2) - 2 = 60 tojas volt
eredetileg.

Ellenérzés:

Kopasznyaku vett 60: 2 + 2 = 32 tojast, maradt 28.

Kendermagos vett 28: 2 + 2 = 16 tojast, maradt 12.

Hapogi vett 12: 2 + 2 = 8 tojast és maradt 4.

Csérike megvette ennek a felét és még 2 tojast, ezzel valoban elfogyott minden tojas.

Kukori és Kotkoda 60 tojast vitt a kosarban a piacra.

16



13. Mihaly gazdanak van néhany lova. Minden lonak naponta egy-egy tarisznya zabot ad, és igy egy
lada zab 20 napra elég. A mult honapban vett még egy lovat, igy a lada zab mar 18 nap alatt elfogyott,
mert mint eddig, mindegyik lonak minden nap egy-egy tarisznya zabot ad. Hany lova van Mihaly
gazdanak?

Varga Tamds Matematikaverseny 2009. iskolai fordulo, 8. osztaly

Megoldas I:

Ha Mihaly gazdanak n lova van most, akkor korabban n — 1 lova volt. Igy a lada tartalmat kétféle
moddon fejezhetjiik ki

200(n—1)=18'n
n =10
Mihaly gazdanak most 10 lova van.
Megoldas II:

Eredetileg 20 napra elég a 1ada tartalma. Ha eggyel tobb 16 van, akkor a korabban is meglévé lovak
2 napi zabmennyisége lesz elég ennek a l6nak 18 napra (a régi lovak a régi feltételekkel eszik a
maguk adagjat). igy 18: 2 = 9 lova volt kordbban Miklos gazdanak, az uj 16val egyiitt pedig 10.

14. Egy dobozban 64 darab pénzérme gyllt 6ssze, 100 forintosok, 50 forintosok és 10 forintosok. Az
érmék kozott kétszer annyi 50 forintos volt, mint 100-as. Mindezt egy 2000 forintos papirpénzre
tudtuk bevaltani. Hany darab szazasunk, 6tvenesiink és tizesiink volt bevaltas el6tt?

Megoldas:

A 100 forintosok szamat jeloljikk x-el. Ekkor az 50 forintosok szama 2x, a 10 forintosok szama
64 — 3x.

A pénzérmék értéke:
100-x+50-2x+ 10 (64 — 3x) = 2000
x =8
8 darab 100 forintos, 16 darab 50 forintos és 40 darab 10 forintos volt a dobozban.
Ellenérzés:
8-100+4+16-504+40-10 = 2000.

15. Két valds szam Osszege 29. Ha az egyikbdl elvesziink 15-6t, a masikhoz pedig hozzaadunk 15-6t,
az igy kapott két szdm szorzata éppen OtszOrdse lesz az eredeti két szdm szorzatanak. Melyik lehet
ez a két szam?

Emelt szintii érettségi 2012.0ktober 16.
Megoldas:
A két szam x és 29 — x.

Ha az els6b6l 15-6t elvesziink és a masodikhoz 15-6t adunk, a kapott szamok:
x—15¢6s29 —x+ 15 =44 — x.

Az eredeti két szam szorzata x - (29 — x), az 0j szamok szorzata (x — 15)(44 — x).
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A feladat szerint:
(x—15)(44 —x) =5-x-(29 — x).
44x — 660 — x* + 15x = 145x — 5x?
4x? — 86x — 660 = 0
A masodfoku egyenlet megoldasai:
—6és 27,5.
Ellenorzés:

Ha x = —6, akkor a masik szam 35, ezek szorzata —210.
Ha a szamokat a széveg alapjan valtoztatjuk, —21-et és 50-6t kapunk, igy a szorzat —1050, ami
valdban 6tszorose az elozonek.

Ha x = 27,5, akkor a masik szam 1,5, ezek szorzata 41,25.
Az 0j szamok 12,5 és 16,5, ekkor a szorzat 206,25 és ez 6tszorose az el6zonek.

Tehat a két szam —6 és 35 vagy 27,5 és 1,5.

16. Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltoltdkartyat szokott vasarolni. A mobiltarsasag ebben
az esetben sem eldfizetési dijat, sem hivasonkénti kapcsolasi dijat nem szamol fel. Csucsidében a
percdij 25 forinttal dragdbb, mint csucsidon kiviil. Stefi az elmult négy hétben Osszesen 2 oOrat
telefonalt és 4000 Ft-ot hasznalt fel kartyaja egyenlegébdl ugy, hogy ugyanannyi pénzt koltott
csucsidon beliili, mint cstcsidén kiviili beszélgetésekre.

Hany percet besz€lt Stefi mobiltelefonjan cstcsidében az elmilt négy hétben?

Kozépszintii érettségi 2012. oktober 16., 16. feladat a) része

Megoldas:

Stefi x percet beszélt cstcsiddben és 120 — x percet cstcsidon kiviil. Tudjuk, hogy mindkét
kategoriaban 2000 Ft-ot beszelt.

forintba keriil. A feladat

‘ I . ian 2000 . . s ian sowr 2000
Igy egy beszélgetés csucsidoben — forintba, cstcsidon kiviil T

20-x
szOovege szerint az els6 koltség 25 forinttal dragabb, mint a masodik:

2000 2000

= 25
X 120—x+

2000 (120 — x) = 2000x + 25x - (120 — x)
25x2 — 7000x + 240000 = 0
x? — 280x + 9600 = 0

A masodfoku egyenlet megoldésai: 240 és 40. Osszesen 120 percet beszélt, ezért a 240 nem lehet
megoldas.

Stefi 40 percet beszélt csticsidoben (80 percet csucsidon kiviil).
Ellenérzés:

Egy beszélgetés csticsidében 2000: 40 = 50 Ft, csucsidon kiviil 2000: 80 = 25 Ft. Valoban, ez
utobbi 25 forittal olcsobb.
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17. Egy faluban polgarmestert valasztanak. A két jelolt Karoly és Sandor. A lakosok nagyon aktivak,
90%-uk elment szavazni. A szavazatokbol 128 lett érvénytelen. Karolyra 248-cal tobben szavaztak
érvényesen, mint Sandorra. Karolyra a teljes lakossag 49%-a voksolt. Hany szavazatot kapott?

KOMAL 2016. szeptember, C.1364

Megoldas:

A falunak x lakosa van. 0,9x lakos ment el szavazni. 128 szavazat lett érvénytelen, Karolyra 0,49x
ember szavazott, Sandorra pedig 0,49x — 248. Tehat

0,9x = 128 + 0,49x + 0,49x — 248
x = 1500
Az 1500-nak a 49%-a 1500 - 0,49 = 735.
Karoly 735 szavazatot kapott.
Ellenérzés:
Sandor 735 — 248 = 487 szavazatot kapott. 128 érvénytelen szavazat volt.
735 + 487 4+ 128 = 1350, ami az 1500-nak valoban a 90%-a.

18. A piac egyik eladdjahoz friss eper érkezett. Az elado eredetileg ugy tervezte, hogy az 1. osztalyu
epret 800 Ft/kg, a II. osztalyat 650 Ft/kg, a 1. osztalyut pedig 450 Ft/kg egységaron értékesiti. A
piacon azonban tulkinalat volt eperbdl, ezért tigy dontott, hogy az 0sszes epret egy kupacba onti
0ssze, és akcios egységaron arulja. Az akcids egységar kialakitasakor ugy szamolt, hogy ha az Gsszes
epret ezen az egységaron adja el, akkor a bevétele (koriilbeliil) 15%-kal lesz csak kevesebb, mint azt
eredetileg tervezte.

Mennyi legyen az akcids egységar, ha az 6sszedntott eper 35%-a 1. osztalya, g resze II. osztalyu, a

tobbi 33 kg pedig I11. osztalyt volt eredetileg. Valaszat egész értékre kerekitve adja meg!

Emelt szintii érettségi 2016. majus 3., 1.feladat c) része

Megoldas:

Vegyiik észre, hogy nincs sziikség arra az informaciora, hogy a I1I. osztalya eper mennyisége 33 Kg.
Aranyokkal fogunk szdmolni, az eper konkrét mennyiségére nem lesz sziikségilink a megoldashoz.

Ha &sszesen x kg eper van, akkor 0,35x kg I. osztalyu, gx [L.osztalyu, a maradék pedig III. osztalyt.
Tehét x — 0,35x — >x = 0,275x kg lesz I1L. osztalyi.
Az eredetileg tervezett bevétel:

0,35x - 800 + gx 650 + 0,275x - 450 = 647,5x Ft.

Ha 15% -al kevesebb bevétellel is megelégsziink, akkor az eredeti terv 85%-ara szamitunk, igy 1 kg
eper akcios ara:

647,5x - 0,85
——— = 550,375 = 550 Ft.
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Megjegyzés:

Természetesen ki lehet szamitani pontosan azt, hogy hany kg volt az egyes eperfajtakbol és ezt
felhasznalva kdvetkeztethetiink az akcios arra. Ekkor sziikségiink van arra az adatra is, hogy 33 kg a
III. osztalyt eper mennyisége.

19. Egy varos sportklubjanak 640 fés tagsagat felnéttek és diakok alkotjak. A tagsag 55%-a sportol

rendszeresen. A rendszeresen sportold tagok szamanak és a sportklub teljes taglétszamanak az
11 . . . . . p
aranya — -SZor akkora, mint a rendszeresen sportold felnéttek szamanak ardnya a felnétt klubtagok

szdmahoz viszonyitva. A rendszeresen sportolok ardnya a felnétt tagsdgban fele akkora, mint
amekkora ez az arany a didkok kozott.
Hany felnétt és hany diak tagja van ennek a sportklubnak?

Emelt szintii érettségi 2011. mdjus 3.
Megoldas:
A sportklubnak ffelnétt és 640 — f diak tagja van.
A rendszeresen sportolok szama 640 - 0,55 = 352.
A rendszeresen sportolo felndttek aranya a felnétt tagok kozott 0,55: % =0,55" % = 0,4.
A diakok kodzott a sportolok aranya 2 - 0,4 = 0,8.
Ezek ismeretében szamoljuk ki a rendszeresen sportolok szamat:
04-f+08-(640—f) =352
f =400
640 — f = 240.
A sportklubnak 400 feln6tt és 240 diak tagja van.
Ellendrzés:

A rendszeresen sportolok koziil felnétt 400 - 0,4 = 160, diak 240 - 0,8 = 192. Ez egyiitt valoban
352, ami a tagsag 55%-a.

20. Juli most kétszer olyan idés, mint Kriszti volt 2 évvel ezelétt. Eletkoruk dsszege 5 év mulva 36 év

lesz. Hany évesek most?

Megoldas:

Készitstink tablazatot az életkorokrol. Harom id6pontra kell figyelniink: 2 évvel ezel6tt, most, illetve
5 év mulva. Jeloljiik x-szel Kriszti életkorat 2 évvel ezel6tt, tehat Juli most 2x éves. Ezzel a két
adattal adjuk meg a tobbi életkort.

2 évvel ezelott most 5 év mulva
Juli 2x — 2 2x 2x+5
Kriszti X x+2 x+7
A feltételek szerint:

2x+54+x+7=36
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Ezzel az adattal kitoltjiik a fenti tablazatot:

2 évvel ezelott most 5 év mulva
Juli 14 16 21
Kriszti 8 10 15

A tablazatbol lathato, hogy a feladat feltételei teljesiilnek.
Juli most 16 éves, Kriszti pedig 10 éves.

21. Hany oldalu az a sokszog, amelynek 12-vel tobb atloja van, mint ahany oldala?

Megoldas:
Egy n oldali sokszognek =2 4tloja van, tehat
n-n—3

n? —3n=2n+24
n?—5n—24=0
n =8 vagy n = —3.
Csak a pozitiv megoldasnak van itt értelme. A sokszog nyolcoldalq.

22. A 2014-et felirtuk harom természetes szadm Osszegeként ugy, hogy ha az elsé szamot elosztjuk a
masodikkal, akkor hanyadosként és maradékként is 8-at kapunk. Ha pedig a harmadik szamot
osztjuk az elsdvel, akkor a hanyados 6, a maradék pedig 20. Mivel egyenld ez a harom természetes
szam?

Kalmar LaszIo Matematikaverseny 2014., 8. osztaly, donto
Megoldas:
Legyen a harom szam x, y, z, ekkor x + y + z = 2014.
x=8y+8
z=06x+20
Felhasznalva az x-re kapott kifejezést:
z=6(8y+8)+20 =48y + 68
A harom szam 0sszege:
8y+8+y+48y+ 68 =2014
57y +76 = 2014
y=34;, x=8-34+8=280; z=6-280+20=1700
Az els6 szam 280, a masodik szdm 34, a harmadik szam 1700.
23. Egy régi var kutjaba kovet ejtiink. A k6 csobbanasat 2 s mulva halljuk. Milyen mély a kat?

(A nehézségi gyorsulas értéke g = 9,81522, a hang terjedési sebessége 340 %.)
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Megoldas:

A megoldasban felhasznaljuk, hogy a szabadon esé test t madsodperc alatt % g-t? utat, a v
sebességgel egyenletesen mozgo test pedig v - t utat tesz meg.

A ko6 szabadon esik t masodpercig, majd a koppanas hangja (2 — t) masodperc alatt jut a fiilinkbe

a hang terjedési sebességével. A k6 és a hang ugyanannyi utat tesz meg:

1
E-9,81-t2=340-(2—t)

4,905 -t% 4+ 340t — 680 =0

A masodfoku egyenlet pozitiv megoldasa t = 1,9454 s. Kozelit6 értéket kaptunk. Még tovabb kell
szamolnunk vele, ezért tobb tizedes jegyet hagyunk meg.

Ennyi ideig esik a ko, tehat a megtett ut: % - 9,81 g - (1,9454 5)? ~ 18,6 m.
A hang 340% - (2s — 1,94545) ~ 18,6 m.

Matematikai szempontbol azt mondhatjuk, hogy a kit 18,6 m mély. Ha ,gyakorlatiasan”
fogalmazunk, akkor azt mondjuk, hogy a kut 18 és fél méter mély.

24. Két folyoparti varos tavolsaga 240 km. Ezt az utat a menetrendszerinti hajo oda-vissza 25 ora alatt
teszi meg. Mekkora sebességgel haladna ez a hajo allo vizben, ha a folyo 4 km/h sebességgel folyik?
Megoldas:

Ha a hajo sebessége allo vizben v km/h, akkor

a folyo sodrasanak iranyaban v + 4 km/h a sebesség, az ut megtételéhez % ora kell,

, , s . 240 , Wt
azzal szemben v — 4 km/h a sebesség, az Gt megtételéhez pedig -, ora szlikséges.

Oda vissza az ut 25 ora:

240 N 240
v+4 v—4

=25 [+ —4)

A megoldéasokat a v > 0, v # 4 feltételek mellett keressiik.
240(v—4)+240(v+4) =25(v+ 4 (v —4)
480v = 25v% — 400
25v% — 480v — 400 = 0
502 —96v—80=0

A masodfoku egyenlet megoldasai: 20 és —0,8, de a feladat feltételeinek csak a pozitiv megoldas
megfeleld.

A hajo sebessége allo vizben 20 km/h.
Ellenérzés:

A folyon lefelé haladva 240:24 = 10 o6ra a menetid6, a folyon felfelé haladva pedig 240:16 =
15 ora. Tehat oda-vissza az ut valoban 25 ora.
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25. Megy a g6z06s Kanizsara a 21 km-re 1év6 Zalakomarrol. Az utat 16 perc alatt teszi meg gy, hogy
indulastol egyenletesen gyorsul, majd 90 km/h alland6 sebességgel halad, végiil egyenletesen
lassulva megall. Mennyi ideig megy a g6zos 90 km/h sebességgel?

KOMAL 2005 mdjus, C.812

Megoldas I:
‘oz . 16 4,
Abrazoljuk a g6z0s mozgasat sebesség-id6 grafikonon. A 16 percet valtsuk 4t orara: - = 1z ora.
v(km/h)
90 kﬂ t ora

N EEE N NN A

21 km

idé (6ra)

4
1 re=— 0
6 perc = ora

Tudjuk, hogy a megtett ut szamértéke a grafikon alatti teriilet szamértékével egyezik meg. Ez a
sikidom most egy trapéz. Fontos, hogy ha a sebesség mértékegysége km/h, akkor az id6t 6raban

adjuk meg. A trapéz két alapja % ora €s t ora, a magassag pedig 90 km/h, tehat a tertilet:

(15 +¢)-90 .
2
Az egyenletet rendezziik:
24 +90t =42
90t = 18

1
t =z 6ra = 12 perc

A g6z06s 12 percig megy 90 km/h sebességgel.

Megoldas I1:
A gb6z0s t, oraig gyorsit 90 km/h sebességre, t oraig 90 km/h sebességgel halad, t, ora alatt

egyenletesen lassitva megall. t; + t + t, = 16 perc = 115 ora.

Az els6 és a harmadik szakaszon egyenletesen gyorsit, illetve egyenletesen lassit, ezért az
atlagsebesség ezeken a szakaszokon 45 km/h.

A megtett ut:
45't1+90't+4’5't2=21
45-(t; +t+t,) +45-t =21
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4
45 =+ 45t = 21

1
tzg 6ra = 12 perc

Megjegyzés:

Mindkét megoldasbol lathato, hogy ezekbdl az adatokbol nem tudjuk megmondani, hogy mennyi
ideig tartott a gyorsitas és a lassitas kiilon-kiilon.

26. Péter €s az dcese, Miklos versenyt futott 1 km-es tavon. Péter 50 masodperces elonyt adott, és igy
még 50 m-re volt a céltdl, amikor 6cese befutott. ,,Lebecsiiltem erddet — szolt — ,holnap csak 100 m
elényt kapsz.” Masnap Miklos valoban batyja utan ért célba 16 masodperccel. A versenytav mely
pontjan elézte meg a masodik napon Péter az 6cesét? (Feltessziik, hogy egyéni teljesitményiik a két
napon ugyanaz volt.)

Arany Daniel Matematikaverseny 1980., kezdcdk, 1. fordulo

Megoldas:
Péter x masodperc alatt, Miklos y masodperc alatt futja le az 1 km-t.

Az els6 esetben Miklés lefutotta a tavot y masodperc alatt. Péter pedig 50 masodperccel kés6bb
indult és 50 méterrel lemaradt, azaz 950 m utat y — 50 masodperc alatt tett meg. Ez az 6

S 95
menetidejének — -a:
100

A masodik esetben Péter lefutotta a tavot x masodperc alatt. Miklés x + 16 masodperc alatt csak

900 métert futott, ehhez % y masodpercre volt sziiksége:

6=
x “ 10”7

Az els6 egyenletbdl y-t kifejezziik és a masodik egyenletbe behelyettesitjiik:

6= (95 +50)
x ~ 10 \100”

x+ 16 = 0,855 x + 45
0,145x = 29
x =200
y = 240

Péter az egész tdvot 200 masodperc, Miklos 240 masodperc alatt futja. Erre az eredményre
sziikségiink van, de ne felejtsiik el, hogy nem ez a kérdés.

Péter a rajttol s méterre érte utol Miklost a masodik napon. Péter 100 méter elényt adott, amit Miklos
a fenti eredmények alapjan 24 masodperc alatt futott le, tehat Péter 24 masodperccel kés6bb indult.

Az s métert Péter — - 200 = = masodperc alatt futja, Miklos —=_.240=% masodperc alatt.
1000 5 1000 25
os _$ + 24
25 5
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s = 600.
Tehat a rajttol 600 méterre elézte meg Péter Miklost.
Ellenérzés:
Az els6é napon Miklos 240 masodperc alatt megtette a tavot. Péter 240 — 50 = 190 masodpercet

futott, ezalatt % - 1000 = 950 métert tesz meg, valoban 50 méterrel marad le.

A masodik napon Péter 200 masodperc alatt célba ért. Miklos 900 métert 0,9 - 240 = 216
masodperc alatt futott le, igy valéban 16 masodperccel késobb ért célba.

600 métert Péter 0,6 - 200 = 120 masodperc alatt fut le. Ha Miklos 100 méter elényt kapott, akkor
500 métert kellett megtennie, ehhez 0,5 - 240 = 120 masodpercre van sziiksége. Tehat a rajttol 600
méterre valoban talalkoznak.

27. Egy 75 km/h sebességgel haladd vonat 5 d6ra 12 perckor ér be egy 8 km hosszu alagutba teljes
egészében, és 5 ora 18 perckor éri el az alagut kijaratat. Milyen hosszu a vonat?

ABACUS matematikai lapok 2016. mdrcius, C.1281.
Megoldas:

Erdemes 4brat késziteni, ezzel jobban el tudjuk képzelni, hogy mi torténik:

A vonat dtja a két idépont kozott.

vonat alagut

8 km = 8000m
A vonat két helyzete kozott 6 perc telik el. Ez % 6ra, ami alatt a vonat 7,5 km = 7500 m utat tesz
meg. Ezt éppen a vonat hossza egésziti ki az alagut hosszara.

Tehat a vonat 500 m hosszu.

28. Andras és Béla sakkoznak. Andrasnak 6 masodperccel kevesebb, Bélanak 10 perccel tobb idére van
szliksége ahhoz, hogy sajat figurait felallitsa a sakktabldra, mint amennyi id6re akkor lenne
sziiksége, ha az Osszes sakkfigurat kozosen rakndk fel. Mennyi id6 alatt rakja fel ki-ki a sajat
sakkfigurait?

Arany Daniel Matematikaverseny 1978., kezdok, 1. fordulo

Megoldas I:

Ko6z6sen t masodperc alatt tennék fel az Gsszes figurat. Andras a sajat figurait (t — 6 ) masodperc
alatt, Béla t + 10 masodperc alatt teszi fel. Az 6sszes figurat kétszer ennyi id6 alatt tennék fel
egyediil.

1 mésodperc alatt az 0sszes figuranak Andras az -od részét, Béla az -ed részét teszi fel,

1 1
2(t—6) 2(t+10)

t s ey s t
— -ed részét, illetve

t masodperc alatt pedig a 2=6) 2(¢+10)

-ed részét. Ezek egyiitt 1 egészt adnak:
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t t
=1
20=6) T 2 + 10)

t(t+10)+t(t—6) =2(t —6)(t +10)

2t% + 4t = 2t2 + 8t — 120
t =30

Andras egyedill a sajat figurait 30 — 6 = 24 masodperc, Béla pedig 30 + 10 = 40 masodperc alatt
teszi fel.

Ellendrzés:

, . . 30 5, . , .30 3,
Andras 30 masodperc alatt az 6sszes babu T2 = g feszét teszi fel, Béla pedig a 220 = 5 Yeszét.

g + Z = 1, igy 30 masodperc alatt valoban felrakjak kozdsen az 6sszes babut.

Megoldas II:

A feladat szerint Béla 16 masodperccel hosszabb ideig rakja fel a sajat figurait, mint Andras. Nézziik
meg, hogyan rakjak fel egylitt az 6sszes figurat. Legyen az a modszer, hogy kdzosen kezdenek hozza,
de eldszor csak a sajat figuraikat rakjak. Amikor Andras befejezte, akkor még Bélanak 16 percre

lenne sziiksége, de Andras besegit, igy egyiitt 6 perc alatt végeznek. Ez azt jelenti, hogy Bélanak
16

.= g—szor annyi id0 kell egyediil (akarhany babu esetén) a babuk felrakasahoz, mint ha ezt kozosen

tennék. Ha az Osszes babut t masodperc alatt teszik fel kozdsen, akkor ezt Béla % id6 alatt oldana
. At ., L, :
meg. Ha csak a sajat babuit (fele annyit) rak fel, akkor 3" 1d6 sziikséges. A feladat szerint ez 10

perccel hosszabb, mintha k6z6sen az 6sszes babut raknak fel. Tehat % =10, t = 30.

Andras 24 masodperc, Béla 40 masodperc alatt rakja fel a sajat babnit.

29. Egy adott foldteriilet felasasat harom munkas végzi. Eppen elkésziilnek a munkaval, ha az els6 5
napot, a masodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik. Akkor is éppen elkésziilnének a munkaval,
ha az els6 7 napot, a masodik 9 napot, a harmadik 2 napot dolgozna. Hany napot kellene a munka
elvégzéséhez a harmadik munkasnak dolgoznia, ha az els6 csak 2 napot, a masodik pedig csak 4
napot dolgozna?

OKTV 2015/2016, I kategoria, II. fordulo
Megoldas:
Az els6 munkas x nap alatt, a masodik y nap alatt, a harmadik z nap alatt végzi el egyediil a munkat.
1 nap alatt a munka xl -ed, % -ad, i—ed részét végzik el.
Ha az els6 5 napot, a masodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik, akkor elkésziilnek, azaz:
5 7 4
—+—t-=
Xy z

1

Ha az els6 7 napot, a masodik 9 napot, a harmadik 2 napot dolgozna, akkor is készen lennének.
7 9 2
—+—+-=1
Xy z
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Harom ismeretleniink van, de csak két egyenletiink. Ez altaldban nem elég az ismeretlenek

meghatarozasahoz. Hatha nem is lesz erre sziikségiink.

Vezessiink be 0j ismeretleneket:

Ekkor az egyenleteink:
5a+7b+4c=1

7a+9b+2c=1

Célunk, egy ismeretlennel, c-vel kifejezni a tobbit. Az elsé egyenletet 7-tel, a masodikat 5-tel

szorozzuk és kivonjunk egymasbol:

35a + 49b + 28¢ = 7} _
35a+ 45b+ 10c =5

4b + 18c =2
,_1.9
=27 2¢

Ezt behelyettesitjiik az els6 egyenletbe:

5 +7 03 +4c=1
ats——ctdc=

5 55
Sa=—gtge

1 11

a=Totyc

Tehat

1 1 11 1
x- 27727

1 1 91

y 2727

Tegyiik fel, hogy a harmadik munkasnak n napot kell dolgoznia, ha az elsé 2 napot, a masodik pedig
4 napot dolgozik és igy elkésziilnek:

Felhasznaljuk az el6bb kapott értékeket:

1 1 n
-1+11-—-4+2-18-—+—=1
z zZ z

Ez csak n = 7 esetén teljestil.
Az x és y ismerete nélkiil meg tudtuk mondani, hogy ebben az esetben a harmadik munkasnak 7
napig kell dolgoznia.
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Még meg kell nézniink, hogy van-e a feltételeknek megfeleld x, y, z. Ha nem lenne, akkor azt kellene
mondanunk, hogy a feladatnak nincs megoldasa.

1 1+11 1 11—z 2z

—_— = — _ = = =

x 27277 2z T2
1 1 91 z-9 2z
—_—= ——— = = = y:
y 2 2 z 2z z—9

x €s y pozitiv szamok, ezért 9 < z < 11. Az egész szamok kozott z = 10 jo. Ekkor x = y = 20.
(Elvileg z nem csak egész szam lehet, de ha gyakorlatiasan allunk a kérdéshez, azaz x, y és z esetén
is egész szdmot varunk, akkor azt mondhatjuk, hogy az elsé €s a masodik munkas 20 - 20 ora, a
harmadik munkas pedig 10 6ra alatt késziilne el egyediil a teriilet felasasaval.)

Ekkor

5 7 4
20t20T0° 1t
7 9 2

20t20t10°
2 4 7
20720 0t

Most mar batran kimondhatjuk, hogy a harmadik munkéasnak 7 napig kell dolgoznia az adott
feltételek mellett.

30. Egy ora nagy-, Kis- és masodpercmutatdja kozos tengelyen van. 12 orakor fedik egymast.
Legkdzelebb mikor lesz fedésben a harom mutat6?
KOMAL 1999. szeptember, C.547

Megoldas:

ElGszor a nagy- és a kismutatora figyeljiink. A két mutatd akkor all ujra egy helyen, amikor a
kismutato egyszer vagy tobbszor lekorozte a nagymutatot.

A nagymutat6 1 perc alatt 0,5°-ot, a kismutatd 6°-0t tesz meg. Amikor 12 o6ra utan t perc telt el,

akkor a nagymutaté 0,5 - t°-ot, a kismutatd 6 - t°-ot fordult. Ha a kismutatdo k-szor korozte le a
nagyot, akkor k - 360°-kal tobbet fordult el:

05:t+k-360=6"t

55-t=k-360
ok 720
11

(Ez példaul azt jelenti, hogy k = 1 esetén t = 65,45 perc, tehat 13 ora 5 perc 27 masodpercnél fedi
egymast a nagy- és a kismutato.)

Most ugyanezt a gondolatot a nagymutatd ¢és a masodpercmutatd esetén alkalmazzuk. A
masodpercmutato 1 perc alatt 360°-ot fordul. Ha t perc alatt n-szer kordzte le a nagymutatot, akkor:

0,5-t+n-360=360-t
3555t =n-360
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‘o 720
B!
Ha a harom mutato egyiitt all, akkor ennek a két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie megfeleld k és

n pozitiv egész szamokra.

720 720
11
711-k=11-n

711 nem oszthaté 11-gyel, ezért k oszthato 11-gyel. igy a legkisebb értéket akkor kapjuk, ha k =
11, és ebbol t = 720 perc=12 ora. Tehat a harom mutat6 12 6ra mulva fog ujra talalkozni.
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