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Trigonometriai szamitasok

I. Mit érdemes tudnunk trigonometriai szamitasokhoz?

1. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek értelmezése.
Ne csak betiikkel, hanem szavakkal is tudjuk megfogalmazni a definicidt, mert ez biztonsagot ad
abban, hogy egy abran a megfeleld szogfiiggvényt hasznaljuk.

2. Szogfiiggvények altalanos értelmezése, cldjelek, trigonometrikus fiiggvények viselkedésének
ismerete. Geometriai szdmitasokban a 0° — 360° tartomanyt hasznaljuk.

3. Nevezetes szogek szogfiiggvényeinek ismerete.
e 30°60°90° 120°. Ezek ismerete, tudasa alapveto.
o 15°75° 18°,36°, 72°.Ezekrdl ,,j6” tudni”, hogyan vezethetem le vagy hol talalhatom meg.

4. Szinusztétel.
5. Koszinusztétel.

A hegyesszogek szogfiiggvényeit, a szinusztételt, a koszinusztételt akar egy feladaton beliil is fel
kell tudnunk ismerni és hasznalni.

6. Trigonometrikus azonossagok hasznalata.
o Osszeg €s kiilonbség szogfiiggvényei
o kétszeres szogek, félszogek szogfiiggvényei
e Osszeg ¢és kiillonbség szorzattd alakitisa
Egy sziikebb kort érdemes ,,fejb61” tudni. A tobbirél azt j6 tudni, hogy van ilyen, és megtalalom a
fiiggvénytablazatban.

7. Haromszog teriiletének kiszamitasa szogfliggvény hasznalataval.
8. Trigonometrikus egyenletek megoldasi modszerei.

9. Az eredményeink szinte mindig kozelité értékek, mert a szogfliggvények értéke csak kivételes
esetekben pontos érték és a szamitasok soran is tovabbi kozelitéseket kell tenniink. Ezt tudva kell
donteniink arrol, hogy szamitasi 1épéseink soran a részeredményeket milyen pontosan szdmoljuk ki,
a végeredményt milyen pontossaggal adjuk meg.

A definicidk tételek pontos megfogalmazasa megtalalhato az alabbi honlapokon:

https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/pdfs/12.pdf 1-5.oldal

https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/pdfs/13.pdf 1-5.oldal

Ebben a feladatanyagban igyekeztiink ennek a témanak valtozatos attekintését adni. A Kidolgozott
feladatok fejezet 10 feladatban tekinti at a legfontosabb teriileteket. Részletes indoklas talalhaté minden
feladatnal. A valogatas tartalmaz érettségi feladatokat és versenyfeladatokat is. A Gyakorlé feladatok
fejezet feladatanyaga — 12 feladat — tovabbi gyakorlasra ad lehet6séget. Ezeket feladatokat 6nalld
munkara ajanljuk, ezért ebben a fejezetben csak a feladatok szovege szerepel. A feladatok szamozasa
folytatja a kidolgozott feladatok szamozasat. A megoldasokat a Gyakorlé feladatok megoldasai
fejezetben adjuk meg.


https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika/pdfs/12.pdf
https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika/pdfs/13.pdf

Kidolgozott feladatok

1.

Egy rombusz oldalanak hossza 16 cm, hegyesszoge 48°. Az oldalainak felezGpontjait 6sszekotve
egy téglalapot kapunk. Mekkora a téglalap tertilete?

Megoldas:

A P B
16 cm

A rombusz atloéi merdlegesek egymasra, felezik egymast és felezik a rombusz szogeit. Ennek alapjan
az ABO haromszog derékszogi és egyik hegyesszoge 24°. Szogfliggvényeket hasznalva:

BO = 16 -sin 24°, AO = 16 - cos 24°.

A haromszog kozépvonala parhuzamos a hdromszog megfeleld oldalaval és annak fele. fgy

1
SP=RQ = EBD = BO = 16 - sin 24°,

1
PQ =SR = EAC = A0 = 16 - cos 24°.
Ezek a szakaszok parhuzamosak az atlokkal, tehat PQ L PS, valdban téglalap keletkezik, amelynek
a tertilete:
T =16 -sin24°- 16 - cos 24° =~ 95,12 (cm?).

Ebben a kifejezésben észrevehetd a kétszeres szOg szinuszara vonatkozd azonossag, ezzel
egyszerlbb alakban is megadhatjuk a végeredményt:

T =16-8-2-sin24°-cos24° = 128 -sin48° =~ 95,12 (cm?).

N )

Egy pillepalack olyan forgashenger, amelynek alapkore 8 cm atmérdjii. A palack fedokorén talalhato
a folyadek kiontésére szolgalo, szintén forgashenger alaku nyilas. A két hengernek kdzos a tengelye.
A kiontd nyilas alapkorének atméréje 2 cm. A palack [ )
magassaga a kionté nyilas nélkiil 30 cm. A palack
vizszintesen fekszik ugy, hogy annyi folyadék van benne,
amennyi még éppen nem folyik ki a nyitott kiont6 nyilason

Hany deciliter folyadék van a palackban? (Valaszat egy
tizedesjegyre kerekitve adja meg!)

\, S

Emelt szintii érettségi 2011. oktober 18., a 7 feladat része
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Megoldas:

Egy olyan hengerszerii test térfogatat keressiik, amelynek az alaplapja egy korszelet és magassaga
30 cm.

A korszelet egy 4 cm sugaru korben 2¢ kozépponti sz6ghdz tartozik. OF merdleges az AB hurra,
felezi az AOB4-et. Az AB hur a kdzépponttol 1 cm tavolsagra van. Az AOF haromszogbol:

1
cos @ = 1= 025 = @ = 75,52°.

A korszelet teriiletét gy kapjuk meg, ha az AOB korcikk teriiletéb6l kivonjuk az AOB haromszog
terliletét. Ez lesz a hengerszeri test (amelyet a folyadék alakja ad meg) alapteriilete .

2¢ 42 - sin2¢

Talap = W ' 4277.' - =17,22 (sz)

A folyadék térfogata:
V =Taap-m = 17,22 cm?-30 cm = 516,6 cm® = 0,5166 dm® = 5,166 dl.

Az eredményt deciliterben és egy tizedes jegyre kerekitve kell megadnunk. A palackban 5,2 dl
folyadék van.

3. A P pont végigfut egy kor félkornél rovidebb AB ivén. Legyen P’ a P-vel atellenes pont a koron.
Bizonyitsuk be, hogy AP’ - BP' — AP - BP alland6!

OKTV 2013/2014, III kategoria, 1. fordulo




Megoldas:

A kor atméréjét jeloljik d-vel, legyen APP'4 = a, BPP'4 = . PP’ a kor atmérdje, ezért a Thalész-
tétel miatt APP’ és BPP' haromszogek derékszogliek. A szogfiiggvények definicidja alapjan:

AP' =d-sina; BP'=d-sinf; AP =d-cosa; BP =d-cosp.
Ezeket felhasznalva:
AP’ -BP' — AP - BP = d?(sina - sinf8 — cosa - cos §) = —d? - cos (a + ).

Az a + [§ sz0g nagysaga a keriileti szogek tétele alapjan allandé mikozben a P pont az AB iven
mozog, igy ez a kifejezés valoban allando.

(&

/4. Az egységnyi oldali ABC szabalyos haromszog minden csucsanal behuztunk egy-egy\

szogharmadol6 egyenest, igy az abran lathatdo PQR haromszoget kaptuk.

( c )

A 1 B
\_ J

Szamitsa ki a PQR haromszog oldalainak a hosszat! /

Emelt szintii érettségi 2017. mdjus 9., a 8.feladat része
Megoldas:

A szabalyos haromszog szogei 60°-osak, ezért ABQZ4 = 40°, igy AQB& = 120°. Az ABQ
haromszdgben a szinusztétel alapjan:

BQ  sin20° B sin 20° 4B sin 20° 0.3949
—_— — = = - ==
AB  sin120° ¢ sin 120° sin120° '
AQ  sin40° sin 40° sin 40°

= = B =——7—=10,7422.

AB  sin120° =sin1z0° 2% = sin1z0°

Az ABC haromszog forgasszimmetridja miatt AP = BQ, igy

PQ = AQ — AP = AQ — BQ = 0,3473.
Az abra forgasszimmetridja miatt a PQR haromszog szabalyos, tehat minden oldala 0,3473.
Megjegyzés:

A PQ-ra kapott kifejezést egyszertibb alakra tudjuk hozni, ha az addicios tételeket és sin 120 ° pontos
értékét hasznaljuk:

. . _ V3
PO — sin40° —sin20°  2-c0s30°-sin10° 2 "= sin 10
C="mizee V3 B V3

2 2

= 2-sin10°.
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5. Az ABC derékszogi haromszog derékszogii csticsa C, izogonalis pontja I. (A haromszog izogonalis
pontja az a pont, amelybdl a haromszdg minden oldala azonos szdg alatt latszik.) Tudjuk, hogy IC =
12 mm, IB = 16 mm. Adjuk meg az A szakasz hosszat.

KOMAL 2017. mdjus, C.1425

Megoldas:
Az izogonalis pontbol minden oldal 120°-o0s szdgben latszik.

A
[

120°
120

12/ 120°

c B
Az Al szakaszt jeloljikk x-el. Az ABI; BCI; CIA haromszogekre felirjuk a koszinusztételt:

AB? =x? +16%—2-16-x-cos120° = x% + 256 + 16 ' x

BC? =12?2+16%—2-12+16-cos120° = 592

AC* =122 +x* —2-12-x-c0os120° = 144 + x* + 12x
frjuk fel a derékszogii haromszogre a Pitagorasz-tételt:

x%+256+16-x =592+ 144 + x* + 12x
x =120

Tehat az [A szakasz hossza 120 mm.

6. Egy haromszog egy csticsbol kiindulé magasagvonala és szogfelezdje a haromszoget harom kisebb
haromszogre bontja, melyek teriileteinek aranya 1:1:4. Hatarozzuk meg a haromszog szogeit!

OKTV 1987., 1. fordulo

Megoldas I:

> ¢
—_




A kis haromszogekben azonos a magassag, ezért a teriiletek ardnya megegyezik az AT,TF,FB
szakaszok aranyaval. Legyen AB = 6 egység. Az AFC haromszdgben a magassag az alapot felezi,
ezért ez a haromszog egyenld szart, az alapon fekv6 szogei egyenlék (a). A szogfelez6tétel szerint
a szogfelezd a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja, tehat a: b = 4:2 = 2: 1.

A haromszogre felirjuk a szinusztételt:
a:b =sing :sinff =2 = sina = 2sinf. (*)
Egy haromszog kiils6é szoge egyenlé a vele nem szomszédos két belsd szog Osszegével. Ezt

alkalmazzuk az FBC haromszogre: « = 8 + g, tehétg =a-—f.

Az AFC haromszogben 2a + g = 180°. Az el6z0 Osszefliggést felhasznalva 3a — f = 180°, azaz
B = 3a — 180°. Ezt a (*) egyenletbe behelyettesitjiik:

sina = 2 sin(3a — 180°) = —2sin 3a.
Felhasznaljuk a sin 3 = 3 sin a — 4 sin® a azonossagot:
sina = —6sina + 8sin® a.
sina # 0, ezért oszthatjuk az egyenletet vele:
7 = 8sin? a.
a egy haromszdg szoge, ezért sin @ nem lehet negativ, tehat sina = \/g, a =~ 69,30°.

1

sinff = >

\/gebbél B = 27,89°. A harmadik szogy = 180° —a — = 82,81°.

Megoldas I1:

A haromszdg AB oldalat valasszuk 6 egységnek. Az el6z6 megoldasbol felhasznaljuk, hogy CAF4 =
CFA4 = a és B = 3a — 180°. Az ATC haromszdgben és a BTC haromszogben szogfiiggvényeket
hasznalva:

CT =AT -tga =tga,
CT=BT-tgB=5-tgB =5-tg(3a —180°) =5 -tg 3a.

Tehat:
tga =5-tg3a.
+53
Innenatg3a = % azonossagot felhasznalva és tg a # 0-val osztva:
3 —tg?a
1=5.2_%¢%
1-3tg’a

Atrendezve és figyelembe véve, hogy a hegyesszog (tg a > 0) :
tga = V7 = a = 69,30°,
1 V7
tg,[?=§tga=? = [ =2789,

y =180°—a — f = 82,81°.



7. Adjuk meg a haromszog szogfelezdjének a hosszat az oldalak hosszanak ismeretében.

Megoldas:

B

A haromszdg szogfelezdje a szemkdzti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja. Az abra
jeloléseit hasznalva:

b
-a, CF = pa =

BF = Aa =
¢ b+c b+c

" a.

Az ABF és az ACF haromszogre felirjuk a koszinusztételt:
2+ 2%a? = 2f, - Aa-cos¢p = c?
2+ p?a* — 2f, - pa - cos(180° — @) = b?

Felhasznaljuk, hogy cos(180° — @) = —cos¢@. Az els6é egyenletet u-vel, a masodikat A-val
megszorozzuk:

ufZ + ur*a® — 2f, - lua - cos ¢ = uc?
Af2 + p?da? + 2f, - Aua - cos ¢ = Ab?
Osszeadjuk a két egyenletet:
A+ wWf2 + A + wa? = Ab? + uc?
Felhasznaljuk, hogy A + u = 1:
f2 = Ab% + uc? — Aua? (*)

Behelyettesitjik a A = —— és 1 = ——értékeket:

b+c
, cb*  bc? bca? (b +c)? — a?
fo& = + — = bc
b+c b+c (b+c0)? (b + ¢)?
2 =bc(b+c+a)(b+c—a)
@ (b + ¢)?

Ha a haromszog keriiletére bevezetjiik a szokasos 2s jeldlést, akkor

a+b+c=2s és b+4+c—a=2s—2a.




, 4bc-s-(s—a)
@7 (b+c)?

fa =b2?w/bc-s-(s—a).

Megjegyzés:

A (*) Osszefiiggés alkalmas A és u értékkel megadja az A pont és a BC oldal egy tetszéleges pontjanak
a tavolsagat. Ezt Stewart-tételnek is nevezik és az alabbi formaban is hasznaljak:

A

AP?-BC = AB*-PC + AC?-PB — BC - BP - CP

8. Az ABCD konvex négyszdg egymas utani szogei: a = 79°, B = 63°, y = 131°, tovabba az AB
oldal az atlok E metszéspontjabol € = 123,5° alatt latszik. Szamitsuk ki a CAB szoget.

KOMAL 1981.aprilis, F.2311.

Megoldas:

A B

A négyszog negyedik szoge 87°. Jeldljiikk e-nal a CAB4-et. Felhasznalva, hogy a haromszog belsd
szogeinek 0sszege 180°, az abran jelolt szogeket ki tudjuk szamitani € segitségével.

A szinusztétel alapjan az ABC és ACD haromszogekbdol:

BC sin & sine

— = — = B = — .
AC sin63° sin 63°




DC sin(79° — ¢ sin(79° — ¢
_sin79°-e) . sin(79°—e)

—_—=— = AC
AC sin87° sin87°
Ezekkel az értékekkel felirjuk a szinusztételt az BCD haromszogre:
sine
BC sin(42,5°—¢)  gpe3e AC  sine-sin87°
DC  sin(6,5°+¢)  sin(79°—¢) " sin(79° — ¢) - sin 63°
- -0 o AC
sin 87

Az Osszefiiggést atrendezve:
sin 63° - sin(42,5° — ¢€) - sin(79° — £) =sin87° - sin¢ - sin(6,5° + ¢).
Az addicio6s tételeket hasznalva, beirva a kozelito értékeket és rendezve az egyenletet:
sin 63° - (sin 42,5° - cos € — cos 42,5° - sin €) - (sin 79°- cose — cos79° - sin¢) =
= sin87° - sin¢ - (sin 6,5° - cos € 4+ cos 6,5° - sin €).
0,8669 - sin € + 0,8728 - sin¢ - cos € — 0,5909 - cos? e = 0

Ha egy trigonometrikus egyenletben szinusz és koszinusz is szerepel, akkor érdemes arra gondolni,
hogy a hanyadosuk tangens és ezzel az otlettel egyetlen szogfiiggvényt tartalmazo egyenletet
kaphatunk. Az egyenletet cos? e-nal osztva:

0,8669 - tg? € + 0,8728 - tg € — 0,5909 = 0.

Ennek az egyenletnek a pozitiv gyoke tg ¢ = 0,4670, amibdl £ =25°.

Egy 5 egység sugaru kor AB ivéhez tartozo 30°-0S keriileti szog P csicspontja mozog a koron.
Mekkora a PA + PB maximélis értéke?

Felvételi (és érettségi) 1999. mdjus 25.
Megoldas I:

A haromszog oldalait és szogeit az abra szerint a szokasos modon jeldljik. Az azonos iven nyugvo
keriileti szog fele a kdzépponti szognek, igy BOP4 = 2a. BF a kdzéppontbdl a hurra bocsatott




mer6leges, ami felezi a hurt. A BOF derékszogli haromszogb6l BF =r-sina, ezért
a = 2r - sina. (Belathatd, hogy ez az Osszefliggés a = 90° esetén is igaz.) b = 2r - sin 8 szintén
teljesiil. Ezeket haszndlva:

a+b=2r-(sina+sinp).
A szinuszok Osszegét alakitsuk szorzatta és hasznaljuk fel, hogy a + f = 150°:

a+ a— a—
Zﬁ-cos zﬁ=4r-sin75°-cos Zﬁ'

a+ b =4r-sin

a €s f a haromszog szogei, ezért —180° < a — f < 180°. Ebben a tartomanyban cos# akkor a

leghagyobb, haa — 8 = 0,azaz a = B = 75°,a = b. Ekkor cosa;—ﬁ =1.

sin 75° pontos értékét az addicids tétel alapjan szamoljuk ki:

V2 V3 V2 1 V6++2
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin45°- cos 30° + cos 45°-sin30° = —-—+ —-= =
2 2 2 2 4
Felhasznalva az r = 5 értéket PA + PB maximalis értéke:
V6 ++2
5- — - 5(\/8 + \/f) ~ 19,32 egység.

Megoldas II:

Az azonos iven nyugvé keriileti szog fele a kozépponti szognek, ezért AOB4 = 60°. Ebbdl
kovetkezik, hogy az AOBA szabalyos, AB =r. Az a és b szakaszokat szinusztétel alapjan
kiszamitva:

a sina b sinf

r  sin30°" 7 sin30°
_ r-(sina +sinp)
- sin 30°

a+b

B = 150° — a 0Osszefiiggést felhasznalva:

10



a+b=2r-(sina+sin(150°—a)) =

= 2r - (sina +sin150°- cosa — cos 150° - sina) =

, 1 3 2++3 1
=2r-(sma+§-cosa+7-sma) =2r:

-sina+§-cosa

A zardjelben 1év0 kifejezést egyetlen szog szinuszaként irhatjuk fel az alabbi modszerrel:

<2 +\/§>2 (1)2 _8 +4+/3

= =2 3.
2 2 4 +V3

Emeljiik ki a zardjelbdl ennek a kifejezésnek a négyzetgyokét:

2++/3 1
2r- 2+\/§-(—-sina+—-cosa).
2 V2 ++3

Ilyenkor létezik olyan ¢ hegyesszog, amelyre teljesiil:

2+vV3 _ 1
coOsp=——— es sing =

2 2+V3

a+b=2r- ’2+\/§-sin(a+(p).

sin(a + ¢) maximalis értéke 1 és a + b maximalis értéke 2r - v2 + /3 = 10-/2 + /3.

Ebben az esetben

Az els6 megoldasban latszolag ettdl eltéré megoldast kaptunk, ezért még egy atalakitast elvégziink:

10- [24V3=5V2: 4+ 2¢3=5-V2|(¥3+1)" =5-V2(¥3+1) =5 (V6 + V2).

Megmutathatd, hogy ¢ = 15°. (Alkalmazzuk a sin15° = sin(45° — 30°) Osszefiiggést.) A
maximalis értéket akkor kapjuk, ha a + 15° = 90°, azaz a« = 75° és igy B = 75°.

Most is azt kaptuk, hogy PA + PB maximalis értéke 5- (V6 +V2) ~ 19,32 egység és ilyenkor
PA = PB.

p
10. Bizonyitsa be, hogy ha az ABCD paralelogramma hosszabbik atléja AC, C mer6leges vetiilete
AB-nE, AD-n F, akkor

AB - AE + AD - AF = AC?.

lgaz-e az allitas az AC < BD esetben?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012, haladok 1. kategoria, I11. fordulo

Megoldas:
Osszuk el az AB - AE + AD - AF = AC? egyenletet AC?-nel:
AB AE AD AF _

ac’AcTAC ACT &)

11



A B
Az abra jeloléseit hasznalva: BACA = ACD4 = ¢, DAC4 = ACB4 = ¢, mert valtészogek. Az ABC
€s ACD haromszogekbdl szinusztétel alapjan:

AB sin @ _ sing AD sin¢g _ sine

AC ~ sin(180° — & — @) sin(e + @)’ AC  sin(180°—&—¢) sin(e + @)’

Az AEC ¢és AFC derékszogli haromszogekbol:

AE AF
YT cose, YT cos @.

A (*) egyenletbe behelyettesitve és az addicios tételt alkalmazva:

sin ¢ sin¢ sing -cose +sine-cose sin(e + @)
———————C0SE+———<"COSQ = - =— =
sin(e + @) sin(e + @) sin(e + @) sin(e + ¢)

Ezzel a (*) 6sszefliggést bebizonyitottuk, amib6l kovetkezik a feladat allitasa.

Az alabbi abrarol latszik, hogy az allitas az atlok nagysagviszonyatol fiiggetleniil igaz.

Megjegyzés:

A feladatnak van elemi geometriai megoldasa is. 10. évfolyamon ilyen megkdzelités varhato, de
szOgfliggvények hasznalataval azonban egyszeriibb megoldast kapunk.

12



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Gyakorlo feladatok

Egy haromszogben az A csucsbol indulo stlyvonal egyenld hosszu az AB oldallal. Bizonyitsuk be,
hogytgf =3-tgy.

Jelolje a az ABCD rombusz oldalanak a hosszat. Az AC atlon kijel6ltiik azt az E pontot, amelyre
AE = a és EB = EC = ED = 1 egység. Hany egység hosszu a rombusz oldala?

D Cc

(4) 1 B V5-1 (0 1+2\/§

(E) Az eldzoek koziil egyik sem.

9
(D) <

Zrinyi llona Matematikaverseny, 2015, 11. osztaly, megyei fordulo

Egy haromszog két oldalanak hossza 15 cm, 25 c¢cm, a harmadik oldalhoz tatozo6 stlyvonal 17 cm.
Mekkora a harmadik oldal?

Egy hurnégyzdg oldalai 5 cm, 13 cm, 17 cm és 9 cm. Mekkorak a szogei? Mekkora a hurnégyszog
koré irhaté kor sugara?

Egy egyenessel vagjunk ketté egy haromszoget két egyenld teriiletli részre ugy, hogy az
egyeneseknek a haromszogon beliili szakasza a lehet6 legrovidebb legyen.

Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 1992., Komarom, 12.évfolyam

Egy derékszogli haromszog befogdinak hossza a és b, ahol a < b. Mekkora a derékszoget
harmadolé egyenesek haromszogbe esé szakaszai koziil a rovidebb?

OKTV, 1974. I fordulo

Az egyenld szart derékszogli ABCharomszog AB atfogoja 14 cm. Vegyiik fel a haromszog koré irt
koérnek a C pontot nem tartalmazo6 ivén a D pontot ugy, hogy a DCAA = 30° legyen. Mekkora a
DCA haromszdog teriilete?

Egy derékszogi haromszoget atfogdjanak felezé merdlegesével egy haromszogre és egy négyszogre
vagtunk. A négyszdg atloinak az aranya

(1++v3):2v2.
Mekkorak a derékszogli haromszog hegyesszogei?
KOMAL 2007. november, C. 919.
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19.

20.

21.

22.

Andras és Balint éjszakai turan vettek részt. Sik terepre érve a tavolban két kiilonboz6 iranyban is
tiizijatékot vettek észre, és meg akartdk allapitani a két tlizijaték helyszinének a tavolsagat.
Megmérték, hogy a fény felvillandsa utan az egyik irdnybdl 18, a masik iranybdl 14 masodperc alatt
ért hozzajuk a petardak durranasanak hangja. A hang terjedési sebességét 340 ?-nak vették, a fény

terjedéséhez sziikséges id6t elhanyagoltdk. Aztdn — mivel szogmérémiszeriik nem volt — Andras
az egyik, Balint a masik tlizijaték iranyaba indulva megtett 3232 Iépést, majd megmérték, hogy igy
egymastol 60 lépés tavolsadgra keriiltek. (Természetesen igyekeztek egyforma hossziisaga
1épésekkel mérni.)

Andras és Balint mérési adatai alapjan szamolja ki a két tlizijaték tavolsagat kilométer pontossaggal!
Emelt szintii érettségi 2009. majus 5., idegen nyelvii feladatsor

Egy szabalyos hétszog teriilete 4095 egység. A sokszog két szomszédos csucsa A és B, a kdzéppontja
K. Az ABK haromszog koriilirt korén, a hétszog belsejében fekvé P pontra

AP—PB 2
AB 3
Mekkora lehet az APB haromszog teriilete?

KOMAL 2013. janudar, B. 4507..

Egy egyenes korktpba irjon be egy félgombot ugy, hogy az illeszkedjék a kip alapkorének sikjara,
gombfeliilete pedig érintse a kip palastjat! A kap felszine tigy aranylik a félgdmb gorbe feliiletének
felszinéhez, mint 18:5. Hatarozza meg a kiip nyilasszogét!

Felveteli (és érettségi) 1998. majus 26.

A Csendes-6cean egyik kis szigetétdl keletre, a szigettél 16 km tavolsagban elsiillyedt egy fold
koriili uton jard vitorlas. A legénység egy mentOcsonakban segitségre var, a naluk 1évo jelado
késziilék hatosugara minddssze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigett6l délre, a szigettol
24 km tavolsagra volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo allandéan északkeleti iranyba halad, a
hajotordttek pedig a vitorlas elsiillyedésének helyérdl folyamatosan kiildik a vészjeleket.

a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykérdjelzést!

Egy 1,5 km magassagban halado repiilogép éppen a sziget felett van, amikor a repiil6gép fedélzeti
miszerei észlelik a tengerjard hajot, amely a vitorlas elsiillyedése ota 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miiszerek a tengerjarot?
Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg!

Szamitasai soran a Fold gorbiiletétdl tekintsen el!

Emelt szintii érettségi 2012. oktober 16.
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IV. Gyakorlo feladatok megoldasai

11. Egy haromszdgben az A csticsbol induld sulyvonal egyenld hosszi az AB oldallal. Bizonyitsuk be,
hogytgf =3-tgy.

Megoldas:

1 /7 1
e T

B

O )

F c
A BC oldal hosszat valasszuk 4 egységnek, a BC oldal felez6pontjat jeldljik F-fel. s, = AB, ezérta
BF A haromszog egyenldszara, az AT magasagvonal felezi a BFalapot.

fgy BT = 1,TF = 1,FC = 2. Ezt felhasznélva:
tgp = ﬂ;tgy =47
1 3
Innen kovetkezik a feladat allitasa: tg 8 = 3 - tgy.

12. Jeldlje a az ABCD rombusz oldalanak a hosszat. Az AC atlon kijeloltiik azt az E pontot, amelyre
AE = aésEB = EC = ED = 1 egység. Hany egység hosszu a rombusz oldala?

-D ‘C
E
A B
@1 ®E-1 (© ”f ) ;

(E) Az eldzbek koziil egyik sem.

Zrinyi llona Matematikaverseny, 2015, 11. osztaly, megyei fordulo
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Megoldas:

g
o
A,

B

A rombusz 4tloi felezik a rombusz sz geit, az abran a fél szogeket a-val jeloljik. Az EBC haromszog
egyenldszaru, az alapon fekvo szogek egyenlok, EBC4 = ECB4 = a. Az AEB4 = 2a, mertaz EBC
haromszog kiilsé szoge, igy egyenld a vele nem szomszédos két belsé szog Osszegével. Az ABC
haromszog is egyenlOszart, igy ABEA = AEBA = 2a. Az ABE haromszogben a belsd szogek
Osszege 5a = 180°, tehat o = 36°.

Az E pontbol merdlegest bocsatunk a BC oldalra, ez a meréleges felezi az oldalt. Az EBF
haromszdégben

a
E = cos 36° = a = 2-cos36°

cos 36° pontos értéke %g’ igy a rombusz oldala %g, a helyes valasz a C.

Megjegyzés:

A https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika2/pdfs/05.pdf  feladatsor  15. feladata
tartalmazza a cos 36° pontos értékének levezetését.

13. Egy haromszog két oldalanak hossza 15 cm, 25 cm, a harmadik oldalhoz tatozé stlyvonal 17 cm.
Mekkora a harmadik oldal?

Megoldas:

Az ABC és AFC haromszdgekre felirjuk a koszinusztételt:

252 =15%24¢%2—-2-15-c-cosa

16


https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika2/pdfs/05.pdf

Cc\2 c
172=152+(§) ~2:15-7 " cosa

A masodik egyenletet szorozzuk meg 2-vel és vonjuk ki az els6 egyenletbdl:
252 —-2-17% = —152+C2—2
c2=544 = c~233.
A haromsz6g harmadik oldala 23,3 cm hosszu.
Megjegyzés:

Ugyanezzel a modszerrel levezethetd, hogy ha a haromszog oldalainak a hossza a, b, ¢, a C csticsbol
indulo sulyvonal s, akkor

2a% + 2b% — 2
2 )

Tovabba itt is alkalmazhat6 lenne a 7. kidolgozott feladatban megfogalmazott Stewart-tétel.

s2 =

14. Egy htrnégyzog oldalai 5 cm, 13 cm, 17 cm és 9 cm. Mekkorak a szogei? Mekkora a hiirnégyszog
koré irhaté kor sugara?

Megoldas:

A harnégyszdg szemben 1évé szogeinek Osszege 180°, ezért y = 180°—a. Az ABD ¢és
BCD haromszogekre felirjuk a koszinusztételt és felhasznaljuk, hogy cos(180° — a) = —cos a:

e?=25+81—-90-cosa = 169 + 289 + 442 - cos a.
532 -cosa = —352
cosa = —0,6617
a=131,43° =  y=48,57°.
Hasonloéan szamolva:

25+ 169 —130-cosf =289 + 80+ 360-cosf

17



cosfB =—-0,3571
B =110,92° = 6 = 69,08°.
A fenti egyenletrendszerbdl az e atlo kiszamolhato, e = 12,87.

Az ugyanazon iven nyugvé kozépponti szog kétszer akkora, mint a keriileti szog, ezért BOD4 = 2y.

A DOB haromszogbol:

= Nl

e
= si B = = 8,58.
siny T 2siny

A hurnégyszog szogei 131,43°% 110,92°;48,57° 69,08°. A hurnégyszog koré irhatdo kor sugara
8,58 cm.

15. Egy egyenessel vagjunk kett¢ egy haromszoget két egyenld teriileti részre ugy, hogy az
egyeneseknek a haromszogon beliili szakasza a leheto legrovidebb legyen.

Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny 1992., Komdrom, 12.évfolyam

Megoldas:

A B

Az e egyenes felezi a haromszog teriiletét, az AC oldalbol x hosszlisagu, a BC oldalbol y hossziisagl
szakaszt metsz ki, a haromszogbe es6 szakasza z. Az ABC haromszog C csucsanal y szog van.

ab siny xysiny
Tapc = 2 ’ Xxyc = 2

igy ab = 2xy, tehat 2xy allandoé érték.
Koszinusztétellel kifejezziik a z szakaszt:
z2 =x%4+y%2 —2xy-cosy = x?+y? — 2xy + 2xy(1 — cosy) = (x — y)? + ab(1 — cosy).

18



A masodik tag allando, ezért a kéttagh kifejezés akkor lesz a legkisebb, amikor az els6 tag a

legkisebb. (x — y)? sohasem negativ, legkisebb értéke a 0, akkor, hax =y = a?b.

Még meg kell vizsgdlnunk, hogy a haromszdg melyik csucsanal vagjunk ilyen elv szerint.

_ 1—cosy 2Y
Z2- :ab(l_cosy)zz_absmy_z' 2 :4'TABC'SIH—7:2'TABC'th
e 2 siny 2-sin%-cos% 2

A héaromszognek azt a szogét keressiik, amelyre a tg g a legkisebb. A tangens fiiggvény névekvod

fiiggvény, ezért a haromszog legkisebb szogénél vagjuk le az abra szerinti haromszoget ahhoz, hogy
a legkisebb szakaszt kapjuk.

16. Egy derékszogli haromszog befogdinak hossza a és b, ahol a < b. Mekkora a derékszoget
harmadol6 egyenesek haromszogbe esd szakaszai koziil a rovidebb?

OKTV, 1974. I fordulo

Megoldas I:

B

Hasznaljuk az abra jeloléseit: QPC4 = 8 + 30°, PQC4A = a + 30°, mert a haromszog kiilsé szoge
egyenld a vele nem szomszédos két belsé szog 0sszegével. b > a, ezért [ + 30 > a + 30°, tehat
q > p. A rovidebb szakaszt, p-t kell meghataroznunk.

A PBC haromszogben a szinusztétel alapjan:

p sinf8 sin sin 8

a_ sin(180° — 30°— ) - sin(150° — f8) ~ sin 150°- cos B + cos 150° - sin 8’

Az ABC derékszogi haromszogbdl:

) b a
smﬁ=z; cos/?:E,

19



tehat

[pU R

B 2b
_a+\/§-b

QI

Sk
alo

N =
alQ

_ 2ab
_a+\/§'b'

=

Megoldas II:

o
L

p 30°

30
30°

B

B

O¢—fr------

a C
Az el6z6 megoldasbol elfogadjuk, hogy p a rovidebb szakasz. Mer6legest bocsatunk a P pontbol a
BC szakaszra. Az abra jeldléseit hasznalva:

V3
DC=p-cos30°=7p, PD=p-sin30°=§,

V3
BD=BC—DC=a—7p,
tgf = _PD_ % _ p
S 727D V3. 2a-pV3
a—Tp

Az egyenletet atrendezve:
2ab — pbV3 = ap

2ab = p(a + bV/3)

_ 2ab
p_a+b\/§'
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17. Az egyenl0 szaru derékszogli ABC°haromszog AB atfogdja 14 cm. Vegyiik fel a haromszog koré irt

18.

kornek a C pontot nem tartalmazo ivén a D pontot Uigy, hogy a DCAZA = 30° legyen. Mekkora a
DCA haromszdog teriilete?

Megoldas:

30°

14

60°
30° 45°

A CABA = 45°, mert az ABC haromszog egyenlészart és derékszogii. Az ACD4 és ABD 4 azonos
iven nyugvo kertileti szogek, ezért egyenlok, mindkettd 30°. Thalész tétele miatt AB a koriilirt kor
atméréje, igy ADB#A = 90° is teljestil. Az ADB haromszog harmadik szoge BAD#A = 60°. Ezek
alapjan CAD4 = 105°. Az ADB derékszogii haromszogben:

AD = 14 -sin30° = 7 (cm).
Az ABC haromszogben
CA =14 - cos45° = 7V2.
Két oldalbol és a kdzbezart szogbdl kiszamitjuk a DCA haromszog teriiletét:

74/2 - 7 - sin 105°
t= >

~ 33,47 (cm?).

Pontos értéket is meg tudunk adni:

3V2 12 Ve++2
sin 105° = sin(60° + 45°) = sin 60° - cos 45° + cos 60° - sin45° = — - —+ =+ — =
2 2 2 2 4
. V27 V6++v2 49(2V3+2) 49(\/§+1)( 2)
= . = = cm?).
2 4 8 4

Egy derékszogi haromszoget atfogdjanak felezd merdlegesével egy haromszogre és egy négyszogre
vagtunk. A négyszog atloinak az aranya

(1++v3):2v2.

Mekkorak a derékszogli haromszog hegyesszogei?

KOMAL 2007. november, C. 919.
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Megoldas:

A /D B
A szakaszfelez6 merdleges minden pontja egyenld tavol van a szakasz végpontjatol, ezért CD = DB.

Tehat a CDB haromszog egyenldszaru, az alapon fekvo szogek egyenlok, DCB4 = DBC4 = f3.

Thalész tétele miatt CF = AF, ezek a Thalész-kor sugarai. A négyszog atloinak aranya:

(1++3):2V2 = AF:CD = CF:CD = cosf

V2 ++/6
cosﬁ’:T
B = 15°.

A derékszdgii haromszog hegyesszogei 15°, 75°.

19. Andras és Balint éjszakai tiran vettek részt. Sik terepre érve a tavolban két kiilonb6z6 iranyban is
tlizijatékot vettek észre, és meg akartak allapitani a két tizijaték helyszinének a tavolsagat.
Megmérték, hogy a fény felvillandsa utan az egyik iranybol 18, a masik iranybol 14 masodperc alatt
ért hozzajuk a petardak durranasanak hangja. A hang terjedési sebességét 340 ?—nak vették, a fény

terjedéséhez sziikséges id6t elhanyagoltak. Aztan — mivel sz0gmérdé miszeriik nem volt — Andras
az egyik, Balint a masik tlizijaték irdnyaba indulva megtett 32—32 1épést, majd megmérték, hogy igy
egymastol 60 1épés tavolsagra keriiltek. (Természetesen igyekeztek egyforma hossziisagi
1épésekkel mérni.)

Andras és Balint mérési adatai alapjan szamolja ki a két tlizijaték tdvolsagat kilométer pontossaggal!

Emelt szintii érettségi 2009. majus 5., idegen nyelvii feladatsor
Megoldas:

®B

Az A és B pontokban van a tlizijaték. Andras és Balint a C pontban nézik, innen 32-32 Iépést téve a
D illetve az E pontba jutnak.

A CDE haromszogbdl koszinusztétellel meghatarozzuk a y szog koszinuszat:
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602 =2-322-2-32%2-cosy =  cosy :—2_
128

A hangsebesség alapjan:
a=14-340m = 4760 m, b=18-340m = 6120 m.

Az ABC haromszogbdl koszinusztétel alapjan:
97
AB? = 4760?% + 6120%2 — 2-4760 - 6120 - (—m>

AB = 10210 m.
Az eredményt kilométer pontossaggal adjuk meg, a két tlizijaték tavolsaga 10 km.

20. Egy szabalyos hétszog terlilete 4095 egység. A sokszog két szomszédos cstcsa A és B, a kdzéppontja
K. Az ABK haromszog koriilirt korén, a hétszog belsejében fekvo P pontra

AP—-PB 2
AB 3
Mekkora lehet az APB haromszog teriilete?

KOMAL 2013. janudr, B. 4507..

Megoldas:

A p B

A hétszog koré irhato korének sugara r, oldalanak hossza p. Az ugyanazon az iven nyugvo kertileti
2n

szogek egyenldk, ezért AKB4 = APB4 = -

Az ABP haromszog teriiletét két oldalbdl €s a kdzbezart szogbdl fogjuk kiszamitani:

t_l b-si 21
=5 ab-sin—-

Hét darab, az AKB haromszoggel egybevagd haromszog alkotja a szabalyos hétszoget, ezért a
teriilete:

P 2

r? - sin r2-2-sink-cost
7 7 7

t=7- =7

— —7-r2-sinz-cosz—4095
2 - 2 - 7 7
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A kapott 0sszefiiggésbol meg tudjuk hatarozni a kor sugarat:

585
"7 GnE cosE
sin~= - cos
A hétszdg oldala:
o 585 om T
p=2-r-sing =2 | —F—=-sing; =2 [585-tg —.
7 sin= * cos= 7 7
7 7
Az ABP haromszogben a koszinusztétel alapjan:
2w
a? + b? —2ab - cos —- = p2. (D
A feladat feltételébol:
b= 2
a =3P
4
a? — 2ab + b? =§p2. (2)

Az (1) egyenletbdl kivonjuk a (2) egyenletet és kifejezziik ab értékét:

2(1 Zn) b—52
cos—-Jab = 5p*,
5

gp’

= 2 (1 - cosZTH).

Az ABP haromszog teriiletét ezzel az értékkel hatarozzuk meg:

5, . 21
1 gP . 2m 5 Sin—=- )
t=§-—2n.sm7=%-—2n-p .
2 (1 - cosT) (1 - cosT)
sina a ; .z 2 s 14 .
Teoss — Ct8 5 azonossag alapjan, p“ értékének felhasznalasaval:
=2 ctg Top? =2 ctg L2340 tg &= 325
“36 “97P T36 97 97722

Az ABP haromszog teriilete 325 egység.

21. Egy egyenes korkupba irjon be egy félgdmbdt tigy, hogy az illeszkedjék a kiip alapkorének sikjara,
gombfeliilete pedig érintse a kup palastjat! A kap felszine tgy aranylik a félgomb gorbe feliiletének
felszinéhez, mint 18:5. Hatarozza meg a kip nyilasszogét!

Felvételi (és éretiségi) 1998. mdjus 26.
Megoldas:
Legyen a ktp alapkorének sugara R az alkotdja a, a gdomb sugara r, a kup nyilasszogének fele a.
A kiip felszine A; = R(R + a)m, a félgémb gorbe feliiletének felszine A, = 2r?m.

Az alabbi abran a testek metszete lathato:
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A R D R B

R-rel kifejezziik a tobbi adatot: a = ﬁ ; ¥ = R - cos a. Ezt felhasznalva:

ﬂ_R(R-I_siﬁa)n_E

A, 2R%?:cos?a-m 5
sina+1 18
2-cosa-sina 5
5-(sina+ 1) =36-cos’a-sina
5(sina + 1) = 36(1 — sina) - sina = 36(1 + sina)(1 — sina) sina
sina + 1 # 0, ezért oszthatunk vele és atrendezziik az egyenletet:
36-sin’a —36sina +5 =0
Innen:
5 1
sine=- vagy sina =7
a =56,44° vagy a =9,59°
A kuip nyilasszoge 112,88° vagy 19,18°.

22. A Csendes-6cean egyik kis szigetétdl keletre, a szigettél 16 km tavolsagban elsiillyedt egy fold
koriili uton jard vitorlas. A legénység egy mentdcsonakban segitségre var, a naluk 1évo jeladod
késziilék hatosugara mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigett6l délre, a szigett6l
24 km tavolsagra volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo allanddan északkeleti iranyba halad, a
hajotorottek pedig a vitorlas elstillyedésének helyérdl folyamatosan kiildik a vészjeleket.

a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykérdjelzést!

Egy 1,5 km magassagban halado repiil6gép éppen a sziget felett van, amikor a repiil6gép fedélzeti
miiszerei észlelik a tengerjaro hajot, amely a vitorlés elsiillyedése ota 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszi6 szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miiszerek a tengerjarot?
Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg!

Szamitasai soran a Fold gorbiiletétol tekintsen el!

Emelt szintii érettségi 2012. oktober 16.
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Megoldas:
a)

24

L
H

A sziget helye a H pont, a ment6csonaké az M pont, a hajo kezdetben a Hpontban van, utvonala a
HA egyenes. A vészjel az M kozépponta, 6 km sugart k koron beliil észlelheto.

HSA egyenlészart, derékszogii haromszog, ezért SA = 24(km), MA = 8(km). A mentécsonak
tavolsaga a hajo utvonalatol MP = MA - sin45° = 8 ‘/; = 4+/2 = 5,66 < 6. Ezért a hajo észlelheti
a segélykérojelzést.

b) A repiil6 helye R, a hajo a T pontban van.

R

1,5 A

M
16

20
24
45°

H

A ¢ depresszios szOg egyenld az STRZA-gel, mert valtoszogek. Az ST szakaszt az SHT
haromszogbol koszinusztétellel szamoljuk ki:

ST? =242 +20% —2-24-20 - cos 45°
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ST = 17,24 (km)

Az STR derékszogli haromszogbol:

t _RS__L5 = 0,870
8P =TT 1724~
@ = 4,97° ~ 5°.

A miiszerek a hajot 5°-os depresszids szog alatt latjak.
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