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I.

Az integralszamitas alkalmazasai

A hatarozott integral

A fiiggvénygrafikon alatti teriilet

A kozépiskolai tanulmanyok soran a legtobbszor folytonos fiigg- 4
vényekkel talalkozunk, ezért a tovabbiakban els6sorban folyto-

nos fliggvényekre vonatkozoan tesziink kijelentéseket.

Bizonyos problémak esetén felmeriil benniink az az igény, hogy

egy koordinata-rendszerben felrajzolt fiiggvény grafikonja alatti
terliletet meghatarozzuk. Ez egészen pontosan azt jelenti, hogy
azon sikidom teriiletére vagyunk kivancsiak, amelyet az [a;b] intervallum szélein az y tengellyel hu-
zott parhuzamos egyenesek, az x tengely és a fliggvénynek az adott intervallum feletti grafikonja hata-
rolnak. Ezen teriilet szemléletes meghatarozasahoz olyan téglalapok teriileteinek 0sszegeit hasznalhat-
juk, melyek az emlitett sikidomon beliil vannak, tovabba olyan téglalapok teriileteinek &sszegeit, me-
lyek az emlitett sikidomot lefedik. A sikidom teriilete nagyobb vagy egyenld, mint a benne levo tégla-
lapok tertiletének Osszege, €s kisebb vagy egyenld, mint az 6t lefedd téglalapok teriiletének Osszege.
Célunk a tovabbiakban, hogy ezt a teriiletfogalmat és egyben teriiletszamitasi modot bevezessiik és
megalapozzuk, tovabba viszonylag egyszer( és hatékony modszereket adjunk a teriilet kiszamitasara.

S
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Also és felso kozelito osszeg

Def. Legyenck az [a,b] intervallum belsé pontjai az a <x, <x, <...<x, , <b pontok [neN"]. Ek-
koraz x,=a, x, =b jeloléssel az [x,, x,_,] intervallumok (i = 1, 2, 3, ..., n) az [a,b] intervallum egy

felosztasat jelentik, az x; pontok pedig a felosztashoz tartozé osztopontok.

A bevezetOben elmondottak szerint a fliggvény grafikonja alatti sikidom teriiletét a sikidomba beirt
téglalapok és a sikidomot lefed6 téglalapok teriiletének 0sszege segitségével szeretnénk meghatarozni.
Egy-egy megfeleld téglalap egyik oldala az x tengelyre illeszkedd [x;, x,_,] intervallum (szakasz) lesz.

i Mi-1

A sikidom belsejébe esd, [x;, x;_,] intervallumon all6 téglalapok magassdga nem lehet nagyobb, mint
a fiiggvény [x,, x,_,] intervallumon felvett legkisebb értéke (mert ekkor ,,belelognanak”™ a grafikonba).
A sikidomot lefedd téglalapok magassdga nem lehet kisebb, mint a fliggvény [x,, x,_,] intervallumon
felvett legnagyobb értéke (mert ekkor ezek is ,belelognanak™ a grafikonba). A sikidom belsejében
levo téglalapok Osszege nem lesz nagyobb, mint a sikidom teriilete, a sikidomot lefed6 téglalapok
teriiletének 0sszege pedig nem lesz kisebb, mint a sikidom teriilete. Ha kozel szeretnénk keriilni az
adott sikidom terliletéhez az emlitett téglalap Gsszegekkel, akkor a belsé téglalapok magassagat a
fiiggvény részintervallumain felvett legkisebb fliggvényértéknek, a kiilsé téglalapok magassagat pedig
a fliggvény részintervallumain felvett legnagyobb fliggvényértéknek kell valasztanunk.
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Def. Legyen az f fliggvény értelmezve az [a,b] intervallumon, és itt legyen f folytonos. Tekintsiik az
[a,b] intervallum egy x, =a<x, <x, <..<x,, <x,=>b felosztasat. Legyen tovabba m, az f fiigg-
vény minimuma az [x,, x;_,] intervallumon, és legyen M, az f fliggvény maximuma ugyanitt.

7

Ekkor az s = Zmi -(x; —x,_,) Osszeget az f fiiggvény adott felosztashoz tartozo alsé kozelitd Ossze-
i=1

n
gének, a S= ZM - (x; —x,_,) Osszeget az f fiiggvény adott felosztashoz tartozo felsé kozelitd Ossze-
i=1

gének nevezziik.

Megjegyzés: A definiciobol kovetkezGen egy adott felosztashoz tartozd alsé és felsé kozelitd Gssze-
gekre fennall az S > s Osszefiiggés.

Def. Ha egy felosztas osztopontjaihoz Gjabb osztopontokat vesziink, a felosztas finomitasat kapjuk.

Tétel: Vegyik az [a,b] intervallum egy felosztasat, legyen az ehhez tartozo also kozelitd Osszeg s, a

felso kozelité 0sszeg pedig S. Finomitsuk a felosztast tjabb osztopontok hozzavételével, a finomitas-
hoz tartozo also kozelit6 osszeg legyen s°, a fels6 kozelitd dsszeg pedig S°. Ekkor S > S'>s'> s .

Def. Tekintsiik az [a,b] intervallum két felosztasat. A két felosztas kozos finomitasanak nevezziik azt

a felosztast, amely a két felosztas Gsszes osztopontjat tartalmazza.

Tétel: Tekintsiik az [a,b] intervallum két felosztasat. Legyen az egyik felosztashoz tartozo felsé ko-
zelitd 0sszeg S;, a masik felosztashoz tartozo alsé kozelité dsszeg s,. Tekintsiik a két felosztas kozos
finomitasat, legyen az ehhez tartozo also kozelitd osszeg s, a felso kozelité osszeg pedig S.

Ekkor S, >2S2>s25s,.

Kovetkezmény: Tetszoleges felosztashoz tartozo felsé kozelitd Osszeg legalabb akkora, mint egy
masik, tetszOleges felosztashoz tartozo alséd kozelitd osszeg.

A hatarozott integral fogalma

Ha egy felosztashoz tartozo also kozelitdé 0sszeget vesziink, az mindenképpen kisebb vagy egyenld,
mint a grafikon alatti teriilet, a fels6 kozelitd dsszeg mindig nagyobb vagy egyenld, mint a grafikon
alatti teriilet. A korabban mondottak és ezen szemlélet alapjan az alsé kozelité 6sszegek mind legfel-
jebb akkorak, mint a teriilet, a felsé kozelitd dsszegek pedig mind legalabb akkorak, mint a teriilet.
Megallapithatjuk tehat, hogy a grafikon alatti teriilet csak olyan szam lehet, amely a kétféle kozelitd
Osszegek kozé esik (a kozelitdé Osszegekkel vald egyenldséget megengedve). A teriiletnek azonban
egyértelmiinek kell lennie, tehat csak akkor kaphatjuk meg a teriiletet ilyen szamitassal, ha pontosan
egy ilyen szam van.




Def. Legyen az f fiiggvény korlatos [a,b] -n. Az fintegralhatd [a,b] -n, ha pontosan egy olyan / szam

1étezik, amelyre az [a,b] tetszbleges felosztasa esetén fennall az S > 17 > s egyenlOtlenség. Az [ sza-

b b
mot az f [a,b] -n vett hatarozott integraljanak nevezzik, és J. f -fel vagy J. f(x)dx -szel jeloljiik.

a a

Megjegyzés: A gorbe alatti teriilet nagysaga a hatarozott integral értékével egyezik meg. A tovab-
biakban egyeldre a hatarozott integral fogalmat fogjuk hasznalni, bar bevezetése erésen kapcsolo-
dott a teriilethez. Mivel a teriiletszamitasi kérdésekhez felhasznaljuk majd a fent definialt hatarozott
integral néhany tulajdonsagat, ezért elobb erre tériink ki, majd a tulajdonsagok ismertetése utan is-
mét visszatériink a teriiletszamitasi feladatokhoz. Erre kidolgozott és gyakorl6 feladatok a III. feje-
zetben talalhatok.

Példa:

Tekintsiik az f(x)=c filiggvényt az [a,b] tetszOleges intervallumon. Nyilvanvalo, hogy az [a,b]

tetszOleges felosztasa esetén M, és m, értéke minden i esetén c. Tehat az also és fels kozelitd

Osszegek tetszoleges felosztds esetén: S=s= ZC (X, —x;_)=c- Z(xi -x,,)=c(b—a). Nyil-
i=1 i=1
b
vanvalé tehat, hogy az f fliggvény integralhato [a,b] -n és a hatarozott integralja chx =c(b-a).

a

Megjegyzés: A gorbe alatti teriilet egy téglalap, melynek egyik oldala b — a, masik oldala ¢ hosszi-
sagu, igy a kapott eredményt az elemi teriiletszamitasi ismereteink is igazoljak.

Az integralhatosag eldontésére, illetve a hatarozott integral kiszamitasara az eddigiekben egy elvi
modszert lathattunk. Azonban a gyakorlatba az nehéz kozvetleniil atiiltetni, hiszen a felosztasok szama
végtelen sok, emellett a fajtajuk is igen sokféle lehet. Olyan mddszert kéne tehat taldlnunk, amely
leegyszeriisiti a szamolast, és lehetové teszi, hogy kdnnyen megallapithassuk egy fliggvény integralha-
tosagat és hatarozott integraljanak értékét. A hatarozott integral tovabbi tulajdonsagait kihasznalva
bizonyos fliggvények esetén egyszeriibb modszer is talalhato.

A hatarozott integral és a miiveletek kapcsolata

Tétel: Ha fintegralhato [a,b] -n és c tetszéleges valos szam, akkor ¢f  is integralhatod [a,b]-n és

b b
j (cf )(x)dx = c- j F(x)dx .

Tétel: Ha f'¢s g integralhat6 [a,b] -n, akkor f + g is integralhat6 [a,b]-n és

i<f+g><x)dx=Tf<x)dx+fg<x)dx.




Tétel: Ha f'és g integralhatd [a,b] -n, akkor fg is integralhato [a,b] -n.

Fontos megjegyzés:

Eddig a differencial-, illetve integralszamitas és a miiveletek kapcsolatanal csupa olyan esettel talal-
koztunk, amelynél az 6sszeg-, szorzat- stb. fiiggvény megfeleld szarmaztatott mennyisége kiszamitha-
t6 volt az eredeti fiiggvények megfeleld szarmaztatott mennyiségének segitségével. Azonban

b b b
I( f2)(x)dx nem szamithatd ki I f(x)dx és j g(x)dx segitségével, pontosabban fogalmazva nincs
olyan altalanosan érvényes eljaras, mellyel a szorzatfliggvény integralja az eredeti fiiggvények integ-

raljanak segitségével kiszdmithato lenne. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy a két fliggvény integralja-
nak értéke nem hatarozza meg a szorzatfiiggvény integraljat. Ez egy egyszeri példaval megmutathato.

Legyen példaul elészor f(x)=g(x)= % , €s szamitsuk ki f, g és fg hatarozott integraljat a [0,1] inter-
1 1 1 1 1

vallumon. Nyilvanvalo, hogy j F(x)dx = j gladr = & j (fe)x)de =7
0 0 0

Most legyen f(x)=g(x)=x, és szamitsuk ki ugyanezen hatarozott integralok értékét. Itt most nem

(fg)(x)dx =l (A két integral értéke az

1 1
részletezett szamitassal kapjuk: J- f(x)dx = .[ g(x)dx = 3
0 0

© —

1
5 B
egyenletes felosztassorozathoz tartozo also, illetve felso kozelitd 0sszegek sorozatanak hatarértékeként
konnyen kiszamithatd.)

1 1 1
Azt kaptuk tehat, hogy mindkét esetben .[ f(x)dx = J- g(x)dx = % , de az els6 esetben .[ (fe)(x)dx = % ,
0 0 0

1
a masodik esetben .[ (fe)(x)dx = % .
0

b b b
Ha lenne altalanos képlet .[ (fg)(x)dx -nek J- f(x)dx és J- g(x)dx értékébdl torténd kiszamitasara,

akkor mindkét esetben ugyanazt kellett volna kapnunk. Azonban kiilonb6z6 eredményekhez jutottunk,
igy nem létezhet az igényeinket kielégit6 altalanos eljaras.

A fentiekhez hasonlo tételt nem mondhatunk ki két fliggvény hanyadosanak integralhatosagara, hiszen
tobbek kozott azt sem tudjuk garantalni, hogy ha f és g integralhatd [a,b]-n, akkor a

hanyadosfiiggvény korlatos [a,b]-n, igy f és g integralhatosaganak nyilvan nem kovetkezménye a
hanyadosuk integralhatosaga. Viszont bizonyos feltételek teljesiilése esetén a hanyados integralhato,
nevezetesen:




. . 1. .
Tétel: Ha g integralhato [a,b] -n, és itt | g | >c¢ >0, akkor — is integralhat6 [a,b] -n.
g

A fenti tétel és a szorzat integralhatosagara mondott tétel kovetkezménye:

Tétel: Ha f'¢s g integralhato [a,b] -n, €s itt |g| > ¢ >0, akkor i is integralhato [a,b] -n.
g

Megjegyzés: Sajnos itt sincs altalanos kiszamitasi mod, akarcsak a szorzatfliggvény integraljanal.

A fentiekkel szemben két, minden intervallumon integralhato fliggvénybdl képzett Osszetett fliggvény
nem sziikségképpen integralhato. (Erre most nem mutatunk konkrét példat, csak azt allitast kozoljik.)

f(g(x)) integralhatosagara csak akkor kovetkeztethetiink, ha az integralhatdsagon kiviil tovabbi tu-
lajdonséagokat feltételeziink f-rol és g-rol. Példaul:

Tétel: Ha g integralhatd [a,b] -n és f folytonos egy g([a,b])-t tartalmazo zart intervallumon, akkor
f(g(x)) is integralhato [a,b] -n.

Tétel: Ha f'integralhato [a,b] -n, akkor | f | is integralhat6 [a,b] -n.

Megjegyzés: A tétel megforditasa nem igaz.

A hatarozott integral intervallumon valé additivitasa

Tétel: Ha f'integralhato [a,b]-n és [c,d] az [a,b] egy részintervalluma, akkor fintegralhat6 [c,d]-n

1S.

Tétel: Ha fintegralhato [a,b] -n és c € (a,b), akkor fintegralhato [a,c]-n és [c,b]-n is, és

j.f(x)dx=jf(x)dx+j.f(x)dx.

Tétel: Ha fintegralhat6 [a,c] -n és [c,b] -n, akkor fintegralhatd [a,b] -n és

j.f(x)dx=jf(x)dx+j.f(x)dx.

Def. Legyen fintegralhato [a,b] -n. Ekkor vezessiik be az alabbi hatarozott integralokat:

a b a
Legyen j F(x)dx = —j F(x)dx , és legyen j F(x)dx =0.
b a a




A bevezetett 1] jeloléseinkkel, illetve a hatarozott integral ,kiterjesztett” értelmezésével az alabbi alta-
lanos tételhez jutunk:

b G b
Tétel: (x)dx = | f(x)dx+ | f(x)dx , amennyiben az egyes integralok léteznek (a, b €s c tetszéleges
¥ gy gr g

valos szamok).

A Newton-Leibniz-formula

Az eddigiekben lathattunk mar néhany példat a hatarozott integral kiszamitasara. Erezheté azonban,
hogy az also vagy fels6 kozelitd dsszegekkel torténd szamolasok elég bonyolultak és nehézkesek. A
tovabbiakban olyan modszerrdl lesz sz0, amely leegyszerUsiti az integral kiszamitasat.

Def. (Integrilfiiggvény) Legyen fintegralhatod [a,b] -n. Ekkor tudjuk, hogy minden a < x <b esetén [

integralhato az [a,x] intervallumon. Az I(x)= I f(t)dt figgvény az fintegralfiiggvénye.

Tétel: Ha fintegralhato [a,b] -n, akkor fintegralfiiggvénye folytonos [a,b] -n.

Tétel: Ha f folytonos [a,b] -n, akkor fintegralhaté [a,b] -n.

Tétel: Ha f folytonos [a,b] -n, akkor fintegralfiiggvénye folytonos [a,b] -n, differencialhaté (a,b) -n,
és I'(x)=f(x).

Ha a fenti tételt megvizsgaljuk, az alabbi érdekes kapcsolatot fedezhetjiik fel:

crer

lattuk, hogy ha f folytonos, akkor I'(x)= f(x), vagyis a hatarozott integral értékét egy olyan fligg-
vénynek az intervallum szélein felvett fiiggvényértékei kiilonbségeként kapjuk, melynek derivaltja a
integralando fliggvény.

Ez a megfigyelés altalanosabban is igaz, nevezetesen:

Tétel: [Newton-Leibniz formula]l Ha f integralhatd [a,b]-n, F folytonos [a,b]-n, differencialhatod
b
(a,b)-n ésitt F'(x)= f(x), akkor If(x)dx =F(b)-F(a). Az F(b)— F(a) kifejezés szokasos jelo-

1ése [F(x)],.




Kidolgozott feladatok:

1. Legyen f(x)=c.Szamitsuk ki a hatarozott integraljat az [a,b] intervallumon!

Megoldas:
F(x)=cx -re teljesiil, hogy F'(x)= f(x). Tudjuk, hogy f folytonos, tehat f integralhaté [a,b]-n,

b
igy a Newton-Leibniz formula értelmében J. f(X)dx=F(®b)-F(a)=c(b—a).

2. Legyen f(x)=x'"".Szamitsuk ki a hatarozott integraljat az [1,2] intervallumon!

Megoldas:
Mivel f folytonos, fintegralhatd az [1, 2] intervallumon. Ha F(x)= %xn , akkor F'(x)= f(x). A

21
1

2
Newton-Leibniz formula értelmében J. f(x)dx=FQ2)-F(Q)=
1

A kidolgozott feladatokbol is lathato, hogy a Newton-Leibniz formula 1ényegesen egyszeriibb szamo-
lasi lehet6séget nyujt, mint az also, illetve felsé kozelitd dsszegek hatarértékének megadasa. Persze
néha az is nehézséget okoz, hogy talaljunk olyan fiiggvényt, amelynek derivaltja az altalunk integralni
kivant fiiggvény, de a legtobb, a kozépiskolaban eléforduld fliggvény esetén viszonylag egyszerii
modszerekkel talalhatunk ilyet.

,»Az integralszamitas alapjai” cimill anyagban szerepelt mar az alabbi tétel:

Tétel: Legyen F az f fliggvény primitiv fliggvénye az [a,b] intervallumon. G primitiv fiiggvénye f-
nek az [a,b] intervallumon akkor és csak akkor, ha van olyan c¢ konstans, hogy az [a,b] intervallu-
mon G(x)=F(x)+c.

A tételbdl lathato, hogy f primitiv fiiggvényei csak egy konstansban térhetnek el egymastol, tehat ha f
egy primitiv fiiggvényét meghatarozzuk, megkaphatjuk az 0sszes primitiv fliggvényét ennek segitsé-
gével. Most mar az is érthetd, hogy a Newton-Leibniz formulaban szerepld F primitiv fliggvény miért
lehet tetszéleges: ha ugyanis helyette egy G primitiv fiiggvényt irunk, akkor valamely c-re
G(x)=F(x)+c,ésezért F(b)—F(a)=[F(b)+c]-[F(a)+c]=G(b)-G(a).

Tétel: [Newton-Leibniz formula] Ha fintegralhato [a,b] -n, itt van primitiv fiiggvénye és ez F, akkor

b
j F(x)dx = F(b)- F(a).

Lathato, de nem art hangsulyozni, hogy az f fliggvény hatarozott és hatarozatlan integralja két teljesen
kiilonboz6 dolgot takar: a hatdrozott integral egy szdm, mig a hatarozatlan integral adott tulajdonsaga
fiiggvények halmaza. A két fogalom kozott kapcsolatot a Newton-Leibniz formula 1étesit folytonos
fliggvények esetén.




III. Teriilet- és térfogatszamitas

Ha az f fiiggvény integralhat6 az [a,b] intervallumon, akkor az f grafikonja, az x =a és x =b egye-

b
nesek, valamint az x tengely altal hatarolt sikidom teriilete az I f(x)dx hatarozott integral értékével

a

adhato meg.

Miel6tt azonban ratérnénk a szamitasokra, tenniink kell egy megjegyzést. Az integralszamitassal ka-
pott teriilet ugynevezett eldjeles teriilet, mégpedig értéke negativ, ha a sikidom az x tengely alatt, pozi-
megmutathatd.) Ezek alapjan elképzelhetd, hogy egy sikidom teriiletére 0-t kapunk, ha azt integrallal
szamitjuk ki, holott valgjaban a kérdéses teriilet nagysaga nem 0. (pl. f(x)=x grafikonja, az x=-1

¢s az x =1 egyenesek valamint az x tengely altal hatarolt sikidom teriilete 1, mig az integralszamitas-
sal kapott teriilet az eldjeles értékek miatt 0.) Ezt tehat a gyakorlati alkalmazasok sordn figyelembe
kell venniink: azt a sikidomot, melynek teriiletét meg akarjuk kapni, olyan részekre kell bontanunk,
amelyek teljes egészében az x tengely alatt, illetve felett helyezkednek el, majd ezek teriiletének ab-
szolut értékét kell 0sszegezni.

Kidolgozott feladatok:

1. Hatirozzuk meg az x tengely, az f(x)=x" +3x+5 fiiggvény grafikonja, az x = -2 és az x = 3

egyenletli egyenesek altal meghatarozott sikidom teriiletét!

Megoldas:

Az x* +3x+5 kifejezés diszkriminansa negativ, ezért az f(x) = x* +3x+5 fiiggvény grafikonja

teljes egészében az x tengely felett helyezkedik el. A keresett teriilet nagysagat ezért az

3
I (x* +3x+5)dx hatérozott integral adja meg.
-2

3 3 2 3 —
[ +3x+ 5)dx = X3 sy =2+2+15—(—8+2—10]=441.
J 302 N 302 6

2. Hatarozzuk meg az x tengely, az y tengely, az f(x) = —x* +4x+5 fiiggvény grafikonja és azx =6

egyenletii egyenes altal meghatarozott sikidom teriiletét!

Megoldas:

Az —x* +4x+5 kifejezés gydkei —1 és 5, ezért az f(x)=—x*+4x+5 fliggvény grafikonja a

vizsgalt tartomanyon részben az x tengely felett, részben alatta helyezkedik el. A keresett teriilet

nagysagat ezért az + Osszeg adja meg.

5
j(—x2 +4x +5)dx
0

6
j(—x2 +4x+5)dx
5




5 N 2 13
- 4 -125 1 1
I(—x2+4x+5)dx= Y A sy 212,100 s g3l
2 3 2 3
0 L 40
p [ 4 ] 216 144 -125 100 1
j(—x2+4x+5)dx= +——+5x =—+—+30—(—+—+25)=—3—
) I 2 T, 32 3
. . , 1 1 1 1 2
Tehat a kereset teriilet nagysaga: 335 +|- 35 = 33§+ 35 = 365 .

3. Hatarozzuk meg az x tengely és az f(x) = sinx fliggvény grafikonja altal kozbezart sikidom terii-

letét az x € [0; 2wt] tartomanyon!

Megoldas:

Az f(x)=sinx fliiggvény grafikonja az x €[0; =] tartomanyon az x tengely felett, az x €[mw; 27]

27
jsin xdx|

T

i

jsin xdx|

0

tartomanyon az x tengely alatt halad, igy a keresett teriilet nagysagat az + Osz-

szeg adja meg.

n 2n
jsin xdx =[-cosx|j =1-(-1)=2, J.sin xdx =[-cosx]2* =—1-1=-2, a keresett teriilet nagysaga
0

T

tehat [2+]-2|=4.

4. Igazoljuk, hogy egy parabolabol a tengelyére merdleges egyenessel levagott szelet teriilete két-
harmada a szelet koré irhato téglalap tertiletének!

Megoldas:

A parabola legyen az y = x* egyenletii parabola, a szeletet levago egyenes pedig legyen az y = a
egyenletli egyenes. (Mivel barmely két parabola hasonldé egymashoz, ez nem jelent semmiféle kor-

latozast.) Az egyenes a parabolat a (—\/Z ,a) és (\/Z ,a) pontokban metszi. A téglalap teriilete

2Na-a , a parabola és az x tengely, illetve az x =—+va ¢és x =+/a egyenletli egyenesek altal hata-

v 1,7 2
rolt sikidom terilete 7 = J-xzdx = [—xﬂ = —a\/; .
e 3 Ja 3

A parabola szelet teriilete a téglalap teriiletébdl levonva a fent kiszamitott teriilet, azaz

2ava —%a a= %a a , ami valoban kétharmad része a téglalap teriiletének.

Gyakorlo feladatok:

1. Hatarozzuk meg az x tengely, az f(x)=9x> —3x—2 fiiggvény grafikonja, az x = —1 és az x = |

egyenletli egyenesek altal meghatarozott sikidom teriiletét!




2. Hatarozzuk meg az x tengely, az y tengely, az f(x) =2cosx+1 fiiggvény grafikonja és a x = 27

egyenes altal kozbezart sikidom teriiletét!

3. Az f(x)=0,2-(x* +x* —17x+15) fiiggvény zérushelyei —5, 1 és 3. Hatarozzuk meg a fiiggvény

grafikonja és az x tengely altal hatarolt zart sikidom teriiletét!

4. Hatarozzuk meg az f(x)=+/x+5 ésa g(x)=x+3 fuggvények grafikonja, valamint az x tengely

altal hatarolt sikidom teriiletét!

Két integralhatoé fiiggvény grafikonja kozti sikidom teriilete

Legyenek f'és g az [a,b] intervallumon integralhato fliggvények, és legyen [a,b] minden pontjaban
f(x)=g(x)=0. Hatarozzuk meg az x =a ¢és x=b egyenesek, valamint a két fliggvény grafikonja

altal hatarolt S sikidom teriiletét!

Tekintsiik az f fliggvény grafikonja, az x =a és x =b egyenesek, valamint az x tengely altal meghata-
b
rozott sikidomot. Ennek teriiletét a 7} = .[ f(x)dx képlettel hatdrozhatjuk meg. Tekintsiik a g fliggvény

grafikonja, az x =a és x=b egyenesek, valamint az x tengely altal meghatarozott sikidomot. Ennek

b
teriilletét a 7, = j g(x)dx képlettel hatarozhatjuk meg. A két fliggvény grafikonja kozotti teriilet a két

b b b
sikidom teriiletének kiilonbsége, azaz T = j F(x)dx — j g(x)dx = j (f — 2)(x)dx . Tehit a két fiiggvény
grafikonja kozotti sikidom teriiletét a két fiiggvény kiilonbségének hatarozott integralja adja.

Legyen tovabbra is [a,b] minden pontjaban f(x) > g(x). Mi a helyzet akkor, ha a fiiggvények grafi-
konja részben vagy teljesen az x tengely alatt halad? Ekkor az cldjeles teriiletek miatt nem teljesen
nyilvanvalo, hogy a két fliggvény grafikonja kozotti teriiletet hogyan is kell meghataroznunk. Alkal-
mazzunk azonban egy triikkkds szamolast. Nyilvan talalunk olyan ¢ értéket, melyre igaz, hogy
f(x)+c=g(x)+c=0 (példaul g-nek az [a,b] intervallumon felvett minimumanak ellentettje megfe-
lel6). Ekkor az f'és g fliggvények grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan c-vel felfelé tolva kapjuk
az f(x)+c és g(x)+c fliggvények grafikonjat, melyekre nyilvan igaz az el6zbekben leirt
f(x)+c=g(x)+c=0 feltétel. Ekkor viszont alkalmazhatjuk a fent vazolt dsszefiiggést a grafikonok

altal kozbezart teriiletre:
b b b b b
T = [(f(x)+e)dr— [ (g(x)+ o)y = [ (f(x)+€) = g(x) +e)dx = [ (f(x)~ g())dx = [ (f ~ @) (x)dkx

Azt kaptuk tehat, hogy ebben az esetben is (fiiggetleniil a két fiiggvény grafikonjanak x tengelyhez
képesti elhelyezkedésétdl) a két fiiggvény grafikonja kozotti sikidom tertiletét a két fiiggvény kiilonb-
ségének hatarozott integralja adja.
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Kidolgozott feladatok:

5. Hatarozzuk meg az alabbi gorbék altal hatarolt sikidomok teriiletét!

y=2x-x°,y=—x

Megoldas:

2

=2x— . )
e megoldasa x =0,y =0 és x=3,y=-3 vagyis a metszés-

A gorbék metszéspontja: {
y=-x
pontok (0,0) és (3,-3). A két fiiggvény kozott a [0;3] intervallumon a 2x —x* > —x egyenl6tlen-

ség all fenn, tehat a sikidom teriilete:

r=flox-e) o= [l 2o o] <4l
_2[()( x°)—(—x) x—z[ X—Xx x—[gx —xl)— )

3

6. Hatarozzuk meg az alabbi gorbék altal hatarolt sikidomok teriiletét!

y=x, y=x+sin’x (0<x<m)

Megoldas:

Nyilvanvald, hogy a megadott intervallumon x < x+sin’x és x=x+sin’x,ha x=m és x=0.
Tehat a keresett tertilet:

i

Tzn L2 :nl—COSZxd :{f_sian} _n
!(x+s1nx x)dx !—2 X 5 s |72

7. Hatarozzuk meg az alabbi gorbék altal hatarolt sikidomok teriiletét!

y?r=x*(4-x%);(-2<x<2)

Megoldas:
Ha y*=x*(4—x?), akkor ez két gorbedarabbol Osszerakott gorbét jelent: y =—xi/4—x* és

y = xy/4—x* . Nyilvanval6, hogy az x és az y tengelyre is szimmetrikus az altaluk meghatarozott

2
sikidom, tehat az I x1/4—x*dx éppen a keresett teriilet negyedrészét adja. Tehit:
0
2

2 3
T=4jx 4—x2dx=4{—%w/4—x2 2} =?.
0

0
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Gyakorlo feladatok:

5. Hatéarozzuk meg az alabbi gorbek altal kozbezart sikidomok teriiletét!
a) f(x)=3x>+5x-2 és g(x)=2x>+9x-5
b) f(x)=x"-3x"+5x-3 és g(x)=3x-3

c) f(x)=sinx és g(x) =+[3cosx altal kozbezért sikidomnak az x e [0; 2m] tartomanyba eso

zart része.
Forgastest térfogata

A térfogatszamitas esetén hasonld moddszert alkalmazhatunk, mint az el6z6 pontban tettiik. A testek
térfogatanak meghatarozasahoz a testbe, illetve a test koré mar ismert térfogatli alakzatokat rajzolunk,
ezek térfogatanak segitségével a keresett térfogatot alulrdl, illetve feliilrdl becsiiljiik. Ismertnek vesz-
sziik a kocka, a sokszogalapt egyenes hasab, illetve a henger térfogatat: ezek az integralszamitas isme-
retei nélkiil is, a sorozatok ¢és a hatarérték-szamitas segitségeével is meghatarozhatoak, illetve definial-
hatdak.

Def. Legyen f(x)>0 ¢és folytonos az [a,b] intervallumon. Forgastestnek nevezziikk az

A={(x,y,z) | a<x<b,y*+z* < f*(x)} ponthalmazt.

Megjegyzés: A definicio szemléletesen azt jelenti, hogy ha az f fliggvény grafikonjat az x tengely
koriil megforgatjuk, akkor ez egy feliiletet ir le; e feliilet, illetve az x=a és x=b egyenletl sikok
altal kozrefogott térrészt nevezziik forgastestnek.

Szamitsuk ki a fenti moédon definidlt forgastest térfogatat!

Vegyiik az [a,b] intervallum egy a=x,<x, <..<x,=>b felosztasat. Mivel f folytonos [a,b]-n,

ezért minden [x, ,, x,] intervallumon 1étezik maximuma, illetve minimuma, ezeket jel6lje rendre M.,

i1
illetve m, . Ha tekintjiik az x = x; egyenleti sikokat, akkor ezek a forgastestet x; —x, , vastagsagu
»szeletekre” vagjak fel. Egy-egy ilyen ,,szelet” AV, térfogatat feliilrdl tudjuk becsiilni egy 6t tartalma-
z0 x; —x,_, magassagl, M, alapkor-sugar henger térfogataval, alulr6l tudjuk becsiilni egy x, —x,_,

l 1

magassagu, m, alapkor-sugaru, a ,szelet” altal tartalmazott henger térfogataval. Ezeket figyelembe
véve a AV, térfogatra a m'n(x, —x,_) <AV, < M n(x, —x,_,) also, illetve felsé becslést, a forgastest

Z AV, =V térfogatara a men(xi -x_ )<V < ZM 2n(x, —x,_,) also, illetve felsd becslést kapjuk.

i=1 i=1 i=1

Mivel f folytonos [a,b]-n, ezért f* is folytonos [a,b]-n, tehat itt integralhatd. Masrészt f(x)>0
miatt igaz, hogy az [x,_,, x,] intervallumon f* maximuma, illetve minimuma megegyezik f maximu-
manak, illetve minimumanak négyzetével, azaz M iz -tel, illetve m,2 -tel. Ekkor a V-re kapott also, illet-
ve felsd becslés éppen az f2-n fiiggvény tartozo also, illetve felsd kozelité Gsszege. Mivel a becslés

igaz minden felosztasra és f2-m integralhatd, csak egy olyan szam van, amely megfeleld, tehat

b
V= n-jfz(x)dx.
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Megjegyzés: A forgastest térfogatat szemléleten alapuld okoskodassal kaptuk meg. A kdzépiskolaban
ez elfogadhatd gondolatmenet, noha matematikailag nem teljesen preciz. Itt az integralszamitas egy
alkalmazasat lattuk, melynek célja a megszerzett ismeretek felhasznalasa bizonyos célokra, ebben a

szemlélet segitségiinkre volt. A tovabbiakban tobbszor fogjuk alkalmazni ezt a modszert testek térfo-

gatanak kiszamitasara.

Kidolgozott feladatok:

8. Szamitsuk ki az r alapkor-sugarti, m magassagu egyenes korktp térfogatat!

Megoldas:

Az r alapkor-sugaru, m magassagu egyenes korkup olyan forgastest, mely az

f (x)=Lx fliggvény [0,m] intervallumon vett grafikonjanak x tengely
m

r:n > koriili megforgatasival keletkezik. Ennek megfelelden a térfogatat a

m 2
V=mn I[L x] dx kifejezés értéke adja meg.
m

0

9. Szamitsuk ki az R sugart goémb térfogatat!

Megoldas:

Az R sugarti gémb olyan forgastest, mely az f(x)=+ R*—x* fiiggvény
[-R,R] intervallumon vett grafikonjanak (félkor) x tengely koriili megfor-
gatasaval keletkezik. A térfogata:

R
V=Tc-R R?* —x? 2d)c=Tc-RR2—x2 x=1- sz_x_3 =iR3TC
3
-R

-R -R 3

v

Gyakorlo feladatok:

6. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények grafikonjanak x tengely koriili forgatasaval kapott forgas-
testek térfogatat!

w N

a) y=3-[§j ,(0<x<2) b) y=sinx, (0<x<m) ¢) y=xJx-2,(2<x<4)

13



A gula térfogata

Allapitsuk meg el6szor egy haromoldalti giila (tetraéder)
térfogatat! Legyen a glla alaplapja az ABC haromszog,
csticsa a D pont. Vegyiik a gulanak az alaplappal parhuza-
mos, D-t6l x tavolsagban levd sikmetszetét. Ez a metszet
egy haromszog, amely hasonld az alaplaphoz, a hasonlosag

aranya X , ahol m a gula ABC alaplaphoz tartoz6 magassa-
m

ga [ezt a keletkezO és az eredeti tetraéder hasonlosagabol
kapjuk]. Ha a metszetharomszog teriiletét #(x)-szel, az

alaplap teriiletét 7-vel jeloljiik, akkor:

2 2
t(x):t.(%j X

m

Osszuk most fel a gula magassagat n részre az X, = D,X|,X,,.., X, pontokkal ([jelolje az X,D ta-
volsagot x;), és tekintsiik a gula ezen osztopontokon atmend, alaplappal parhuzamos sikmetszeteit.
Ezek a sikmetszetek ,,szeletekre” vagjak a gulat, melyek magassaga x; —x, ,. Egy ilyen ,,szelet” térfo-

gatat feliilrdl becsiilhetjiik az alaplapjara felfelé allitott x, —x,_, magassagu hasab térfogataval, mely

hasab tartalmazza a gila adott szeletét (azért van ilyen, mert a gtla ,,felfelé keskenyedd”; ez a hasab a
gulatol fliggden lehet egyenes vagy ferde hasab). Ennek a hasdbnak a térfogata #(x;)-(x; —x;_;), tehat

a gula térfogatat a Zt(xl.) -(x; —x,_,) Osszeggel becsiilhetjiik feliilr6l. Ehhez hasonloan egy ,,szelet”
i=1
térfogatat a feddlapjara lefelé allitott, a ,,szelet” belsejében levo egyenes vagy ferde hasab térfogataval
tudjuk alulrol becsiilni. Ennek megfeleléen a gula térfogatara alsé becslést ad a Zt(xH) (X =)
i=1

Osszeg. Azaz a gula V térfogatara a Zt(xi_l)-(xi —xi_l)SVSZt(xi)-(xi —Xx;_,;) egyenlGtlenséget
i=1 i=1
kapjuk, tetszleges X,=D,X,,X,,...,X, osztopontok esetén, tetszéleges n-re. Figyelembe véve,

2
hogy a #(x)=t-— fiiggvény szigortian monoton nd ¢€s integralhaté a [0,m] intervallumon, a gila
m

2

térfogatara adott also, illetve felsé becslések €ppen a #(x)=1-— alsg, illetve fels6 integralkozelitd
m

Osszegei a [0,m] intervallumon. Mivel csak egy olyan szam van, amely az also, illetve felso kozelitd

m m 2 m
. . g . . , , X t | x 1
Osszegek kozeé esik, és ez a hatarozott integral, ezért V' = jt(x)dx = I t-—5dx=—- [?} = Et -m.
m m
0 0

0

Ehhez hasonloan kozvetleniil kiszamithatjuk tetszéleges sokszog alapt gula térfogatat.
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IV. Hatarozott integralra vonatkozo integralasi szabalyok
(kiegészité anyag)

A kozépiskolaban a kotelezé tananyagban szerepld, és ennek mentén haladva hasznalt fliggvények
kozott nem jellemzo, hogy az alabbi modszerek alkalmazasa sziikséges lenne. Azonban az emelt szintii
érettségire késziil tanulok matematikai tanulmanyaikat egyetemen folytatva mindenképpen talalkoz-
nak olyan fliggvényekkel, melyek esetében elengedhetetlen az alabbi modszerek hasznalata. Az integ-
ralszamitas alapjai cimii, korabban elkésziilt dokumentumban ezen moddszerek hatarozatlan integra-
lokra vonatkoz6é formai mar szerepeltek, ezért itt bemutatjuk a modszerek miikodését és hasznalatat
hatarozott integral esetében is.

A Newton-Leibniz formula segitségével kapcsolatot talaltunk a primitiv fiiggvény, illetve a hatarozott
integral kozott. Altalaban olyan fiiggvények hatarozott integraljat szamitjuk ki, melyek eleget tesznek
a Newton-Leibniz formula feltételeinek, ezért érdemes néhany olyan szabalyt, illetve modszert végig-
tekinteni, amely a primitiv fliggvény megkeresésében van segitségiinkre.

Tétel: (Parcidlis integrdlas modszere) Ha f és g differencialhato az [a,b] intervallumon és itt 1" és

b b
¢’ integralhato, akkor j F(0)g(x)dx =[ f(x)g(x)] —j F(0)g (x)dx.

Kidolgozott feladat:

1. Szamitsuk ki e* cosx hatarozott integraljat a [0,27] intervallumon!

Megoldas:

Legyen f(x)=¢", g(x)=cosx.Ekkor f(x)=e¢", g'(x)=—sinx. Azaz a fentiek szerint

2z 2r
Iex cos xdx =[e* cosx]J" + Ie" sin xdx
0 0

2r 2r
Hasonléan kapjuk, hogy I " sin xdx =[e" sin x]|o" — I e* cosxdx .
0 0

Azaz az el6z6 kifejezésbe visszahelyettesitve

2z 2
Iex cosxdx =[e" cos x|y +[e" sinx]7" — Iex cos xdx
0 0

2
ZIex cosxdx =[e" cosx]y" +[e" sinx] =& —1
0

2r 1
Ie" cos xdx =—[e”™ —1]
0 2
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Gyakorlo feladatok:
1. Hatarozzuk meg a parcialis integralas modszere segitségével az alabbi integralokat!

T 1 2
a) J.xsin xdx b) szx/x+3dx c) jxexdx

0 0 0

Tétel: (Helyettesitéssel valo integralas modszere) Ha g differencialhatdo az [a,b] intervallumon, f

integralhatd g([a,b])-n és itt van primitiv fiiggvénye, valamint f(g(¢))- g'(z) integralhat6 [a,b]-n és

g(b) b
itt van primitiv fiiggvénye, akkor I f(x)dx = I f(g(t)) g'(¢)dt
\ g(a) a

Kidolgozott feladat:

2. Szamitsuk ki az |sin2¢-(cos® t+1)>dr integral értékét helyettesitéssel!

O 0 [ 3

Megoldas:
A megoldas soran az tigynevezett ,,fizikus modszert” fogjuk alkalmazni. (Az Integralszamitas alap-

jai cimii anyagban keriilt bemutatasra.) Legyen x =cos”¢! Ekkor dx =—2costsintdt = —sin2¢dt .

T

2 0 1
sin2¢-(cos? t +1)2dr = —j(cos2 t+1)2 - (—sin2¢) dr = —j(x+1)2dx - j(x+1)2dx -
0 1 0

fa] 8 1 7
3 3 3 3

0

O 0 [ 7

A helyettesités utani hatarokat ugy érdemes megallapitani, hogy megnézziik, milyen értékek kozott

véltozik a helyettesitett kifejezés, illetve ennek megfelelden az Gj valtozé. Jelen esetben x =cos? ¢,
. q T . . , T . Y . , .
ezért ha ¢ 0-tol 3 -ig valtozik, akkor x=cos®t cos’0-t0l cos? E-lg, azaz 1-t6l 0-ig valtozik. Itt

mint lathato, el6fordulhat, hogy ,.forditott irdany” integralt kapunk, azaz az integral also hatara na-
gyobb, mint a fels6é, de ez csak egy negativ eldjelet jelent, tehat nem okoz gondot.

3. Szamitsuk ki az origd kdzéppontu, R sugaru kor teriiletét!

Megoldas:
Nyilvanvalo, hogy a teljes kort mint fiiggvényt nem tudjuk értel-
mezni. Szamitsuk ki tehat a félkor teriiletét!
Az R sugart, origd kozéppontl félkort az f(x) =+ R* —x*> fiigg-
R R

vény grafikonja és az x tengely hatarolja. Mivel ez végig az x ten-
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R
gely felett van, ezért a teriilete 7 = I N R*=x* dx
-R

Helyettesitsiink: x = Rsin¢, dx=Rcosqdo. Ekkor x értéke —R-t0l R-ig, ¢ értcke —g -t6l g—ig

valtozik. Itt cosp >0, tehat:

2 2 | @ sin2¢ |2 2 T
Zcos’ pdp=R*-| —+——F|" =R*.—
e [2 4 }n 2

2

'—-.N\:l

J-‘/ R? - j-‘/ —R*sin’ @ - Rcospde =
2

SR

8. Milyen aranyban osztja ketté az y* =2x egyenletii parabola az x* + y* =8 egyenletii kor teriile-
tét?

Megoldas:
Nyilvanvald, hogy ha az x és y tengelyeket megcseréljiik, azaz az abrat 90°-kal elforgatjuk, akkor a
2

kiszamitando teriiletek aranya nem valtozik. Ekkor a parabola egyenlete y = %, a kor egyenlete

valtozatlan. Szamitsuk ki a metszéspontok koordinatait!

2y =x*, x*+y* =8, innen y =—4,y =2. Nyilvanvalo, hogy az y =—4 nem jo, hiszen a parabo-
lanak nincs az x tengely alatt pontja. Az y =2 értékhez tartozd x értékek 2 és —2. Tehat a metszés-

pontok (2,2) és (—2,2). Mivel a parabola ¢és a felette levd koriv altal hatarolt sikidom teljes egé-

2
szében az x tengely felett helyezkedik el, ennek teriiletét meghatarozhatjuk a /8 —x* és az x?

fliggvények grafikonja altal hatarolt sikidom teriileteként.

T= j[ —x ——de j 8— xdx—[;lzzi 8—x’d —%.

Az els6 integral értékének kiszamitasahoz helyettesitsiink: x = ﬁ sint,dx = \/g costdt . Ekkor sint

—_— 1 .
megy — | -t6] — -ig, azaz t megy T e I -ig.
A2 A2 4 4

j}/S—xz dx = i\/8—8sin2t ‘\/gcostdt = j£8cos2 tdt = ji4(1+cos2t)dt =
-2 _r _r _r
4 4 4

= [4r+2sin2¢]*_ =2 +4

4

Tehat a terilet 7 =2n+4 —% = 6TC3+ 4 . A kOr masik részének teriilete:
T’ = T = 87— 6m+4 _ 181;—4 '
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T" 9n-2

A két teriilet aranya: — .
T 3n+2

— =1 egyenletli ellipszis teriiletét!

9. Szamitsuk ki az — -+
a® b

Megoldas:
2 y2
Az ellipszis egyenlete —- er—2 =1. Tekintsiik az ellipszis ,,po-
a

e b a1
zitiv felét”, azaz az y >0, y=—/a’ —x*> gorbe és az x ten-
a

hatarolt  sikidomot. Ennek teriilete az

gely  altal

-a
f(x)= 2\/ a’> —x* fiiggvény [—a,a] intervallumon vett integraljaval adhaté meg
a

th ,
T= J. —/a® — x* dx. Helyettesitsiink: x = asint,dx = acostdt . t értéke —— -t8] — -ig valtozik

T

2
J. abcos® tdt =
T

T

—sin®f)a costdt =

a Eb
J. a*—xtdx = J;;

a 2 2
1+cos2t ab 1. 2 ab n. abn
dt =—| t ——sin2¢ =— —

2 2 2 2

ab——
2 2 o 2

—o [ a

|
A

Tehat az egész ellipszis teriilete abr.

Gyakorlo feladatok:
2. Hatarozzuk meg a helyettesitéses integralas modszerével az alabbi integralokat!

5 0
a) [xy2x—ldx b)  [9900x - (x* +1)*dx
1 -1
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V. Az integralszamitas egyéb alkalmazasai

Megtett ut kiszamitasa
A fizikaban talalkoztunk azzal a problémaval, hogy szamitsuk ki a test altal megtett utat, ha ismerjik
minden idOpillanatban a sebességét, azaz ismerjiik a v(¢) fiiggvényt. Ezt ugy tehetjiik meg, hogy fel-
osztjuk az adott id6tartamot kis Az, iddintervallumokra, ezeken Uigy tekintjiik a sebességet, mint allan-
do mennyiséget, tehat ez idok alatt a test As, =v- At; utakat tesz meg. Ha 0sszegezziik a As; utakat,

megkapjuk a test altal megtett dsszes utat. Ha pontosabban akarjuk megkapni ezt a tavolsagot, akkor a

At; id6intervallumok hosszat minél révidebbnek kell valasztani. Ezzel tulajdonképpen a v(z) flgg-
5}

vény integralkozelitd Osszegeit allitjuk eld. A megtett utat ezért a s = J. v(t)dt képlettel kaphatjuk meg.

4

Kidolgozott feladat:

1. Szamitsuk ki, mekkora utat tesz meg az a test az indulasatol szamitott elsé 3 masodperc alatt,

melynek sebességét a v(¢) = 0,5t* + 4t + 3 fiiggvény irja le!

Megoldas:

3
A test altal megtett utat az s = J. (0,5¢* +4¢ +3)dt hatarozott integral adja meg.
0

3 3
S=J.(0,5t2 +4t+3)dt=Et3 +21% +3t} =2?7+18+9=31,5 méter
0

0

2. Szamitsuk ki, mekkora utat tesz meg a fliggélegesen lefelé 2 n kezddsebességgel elhajitott test
s

mozgasanak 5. és 6. masodperce alatt!

Megoldas:

A szabadon eso test sebessége v(1) =10z +2. A test altal mozgasanak 5. és 6. masodpercében meg-

6

tett utat az s = | (107 + 2)d¢ hatarozott integral adja meg.
I ( gral adja meg
4

6

s=[(10¢+2)dr = |56 +2¢| =180 +12 80— 8 =104 méter.
| :
4
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Munkavégzés kiszamitasa

Legyen egy vizszintesen mozg6 testre hato erd F(x) a kiindulési ponttol x tavolsagban, és legyen F'

folytonos! Szamitsuk ki, hogy a kiinduloponttdl a, illetve b tavolsagra levé pontok kdzott mekkora az
F erd éltal végzett munkal

Az a ¢és b Kkozti tavolsagot (az x tengelyen az [a,b] intervallumot) osszuk fel
Xp=a<Xx <x,<..<x,=b osztopontok segitségével. Az [x,—x;,_,] intervallumon végzett AW,

munka az F fiiggvény |[x,

1

—x,,] intervallumon felvett maximalis, illetve minimalis értékével

(min, F, illetve max, F) becsiilhetd: min; F - (x; —x, ;) < AW, <max, F - (x; —x,_,)
(A AW, munka nagyobb vagy egyenld, mint az x; —x, , uton min, F' nagysagu erd altal végzett mun-

ka, de kisebb vagy egyenld, mint a max; F' altal végzett munka.)

A teljes W munkavégzésre a Zmini F-(x;—x,_,))SW < Zmaxi F-(x; —x,_,) becslés adhato. Mivel
i=1 i=1

a bal-, illetve jobboldalon F also, illetve fels6 integralkdzelité dsszege all, igy a korabban mar alkal-

b
mazott gondolatmenet értelmében W = IF (x)dx .

Kidolgozott feladatok:

3. Szamitsuk ki, mekkora munkat végziink, ha egy 10 m hosszu sulyos kotelet egyenletesen felhti-
zunk a kutbol! (A kotél méterenkénti tomege 3 kg.)

Megoldas:

Az altalunk kifejtett er6 az egyenletes mozgas miatt mindig megegyezik a kttba 16g6 kotéldarab

sulyaval. Ha ez x hosszlisagli [méterben mérve], akkor a sulya [g=10 22 figyelembevételével ]
s

10
30x . Tehat a végzett munka: W = J-30xdx = [15x2] 0=150017
0

4. Szamitsuk ki, mekkora munkat kell végezniink ahhoz, hogy kiszivattyuzzunk egy csucsan allo
négyzet alapu gula alaku viztartalyt, melynek alap- és oldaléle egyarant 1 m hosszu!

Megoldas:

Tegyiik be a galat egy koordinatarendszerbe, melynek origoja a gu-
la alaplapjanak kdzéppontja, az x tengely a gula alaphoz tartozo
magassaganak egyenesével esik egybe, és pozitiv iranya lefelé mu-
tat! A gula magassaga legyen m. Osszuk fel a glila magassagat —a

[0,m] intervallumot — n részre az x, =0<x, <x, <..<Xx,=m

pontokkal. Vegyiik a gula alaplappal parhuzamos sikmetszeteit
ezeken a pontokon at, ezek ,,szeletekre” vagjak a gulat. Szamitsuk ki, hogy egy ilyen ,,szelet” ki-
emeléséhez mekkora munkat kell végezni!
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A ,szelet” AV, térfogata a mar korabban szerepelt modon a

2 2
‘%‘(}Ci —x,_) SAV <4, '%‘(%’ —Xi1)

t

a

egyenlStlenséggel becsiilhetd [#, a glla alapteriilete, ¢, =a’]. A AV, térfogat pAV, tdmeget je-
lent, amelyet valamely x; és x, , kozé eso tavolsagra kell felemelni. Tehat a pAV; tomegt ,,szelet”

kiszivattyuzasadhoz sziikséges AW, munkara teljesiil a

PAVx, g <AW, <pAVx;g

egyenlotlenség. Ha figyelembe vessziik a AV, also, illetve felso becslését, akkor a

1

2 2
pgt, '(mm—zxi)'xiq (X% —x,) SAW, <pgt, %

X (= X;)

becslést kapjuk, ezt 6sszegezve a AV, térfogatokra, illetve AW, munkékra, a teljes munka:

pgt, Pgl, N
e Z(m_'xi)z X (G =X ) S . Z(m_ i—l)2 X (G = X)
i=1

i=1

A baloldali kifejezés az f(x)= pgia x(m—x)* fiiggvény also, a jobboldali kifejezés ugyanezen
m

fliggvény felsé integralkézelitdé Osszege. A  korabban mondottak értelmében tehat
V2

m m )
w :jpgia x(m—x)* = pgia .|:lm2x2 _gmx3 +lx4:| = M Kiszamithato, hogy m=""a,
M m 2 3 4 | 12 5

4
ennek felhasznalasaval W = p‘gj .

Megjegyzés: Korabban mar esett sz ,,fizikus modszerek”-rél, igy itt is megemlithetiink egy techni-

kailag egyszeriibb szamitasi modot. A fentiekbdl lathato volt, hogy a viszonylagos matematikai pon-

tossagra vald torekvésiink bonyolitja a becsléseket, illetve dsszegzéseket. A ,.fizikus gondolatmenet” a
fenti feladat megoldasara a kovetkezo:

Vegyiink az alaplaptol x tavolsagban egy dx vastagsagu (dx ,,végtele-
niil kicsiny mennyiség”) réteget. Ennek térfogata #(x)-dx
(m—x)*

(t(x)=t, ;2 , ahogy azt mar az el6zéekben lattuk), a felemelé-
m

séhez sziikséges Un. elemi munkavégzés dW =t(x)-dx-p-g-x (x

magassagba kell felemelni a t(x)-dx-p

(m—x)’

2
m

nagysagu tomeggel rendelkezd réteget). Tehat

m 2
aw =t, pgx-dx . Mindkét oldalt Gsszegezve (integralva) a W = jta Mpgxdx 0ssze-
m
0
fliggést kapjuk, melynek értékét a fentieckben mar kiszamitottuk. Ez a modszer lathatéan egyszeriibben
hozza ki a helyes eredményt, azonban van benne egy-két olyan gondolati ugras, amely a szigortian vett

matematikai értékét csokkenti.
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5. Mekkora munkavégzes aran lehet egy m tomegi testet a Fold felszinérél 2 magassagba emelni? (A
Fold sugara R.)

Megoldas:

A Fold kozéppontjatdl x tavolsagra a testre hatod gravitacios erd F = y% , ahol M a Fold tomege.
X

Ha egy kis dx tavolsaggal elmozditjuk a testet, akkor a kozben végzett munka

M .
dW = Fdx =ym -—dx . Ennek megfelelden a mar korabban latottak szerint a munkavégzést az
X

R+h mM
I y——dx kifejezéssel adhatjuk meg.
X

R

R+h R+h

M 1 M M
jymz dxzymM-{——} ~ -
X X

Y
R R+h R

6. Egy valyu félbevagott henger alaki, hossza a, sugara R. Mekkora munkaval lehet kiszivattyizni a
valytt megtoltd vizmennyiséget?

Megoldas:

Vegylink a valyt tetejétdl x tavolsagban egy dx vastagsagu vizréteget.
Ennek szélessége (az abran levd derékszoglh haromszogbdl leolvashato- \ R X /

an) 24 R’ —x*, térfogata 2a R> —x”dx, a kiemeléséhez sziikséges b/ﬁix

munkavégzés dW = pgx - 2a| R> — x*dx . A teljes munkavégzés

R

R 3
1 By 2
sz’pgx-Zaw/R2 —xzdx=2pga-[—§w/R2 —x? 2} =§pgaR3.
0

0

VI. A ,végtelenig vett integral” (kiegészito anyag)

Vannak olyan esetek, amikor valamely fizikai mennyiség 6sszegzését pl. minden 1-nél nagyobb érték-
re szeretnénk elkésziteni. Az eddigiekben erre nem nyilt moéd, hiszen az integral értékét csak valamely
[a,b] intervallumon szamitottuk ki, és a most felvetett probléma valamely a-ra az [a,) intervallu-

mon valo integralést jelentene. Mdod van arra azonban, hogy ilyen tipusu integralokat is meghataroz-
zunk.

Def. Az f fiiggvényt az [a,o) intervallumon impropriusan integralhatonak nevezziik, ha minden

x>a szamra [ integralhatd az [a,x] intervallumon, és a limj f(t)dt hatarérték 1étezik és véges.
X—>00

Ekkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény [a, ) intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik, és

[ £@ar vel jelljiik.

Hasonl6an definialhato a (—oo, @] intervallumon vett improprius integral.
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Kidolgozott feladatok:

1. Legyen f(¢)= Lz Impropriusan integralhat6-e az [1,0) intervallumon?
t

Megoldas:

Minden x >1 esetén fintegralhat6 az [1, x] intervallumon, mert folytonos.

lim izdt = lim[— 1} = lim(—l + 1) =1
X—wod f X—>00! t X—>00 X

1

Tehat fimpropriusan integralhat6 az [1,00) intervallumon és improprius integralja 1.

2. Legyen f(¢)= % . Impropriusan integralhat6-e az [1,0) intervallumon?

Megoldas:
Minden x >1 esetén fintegralhat6 az [1, x] intervallumon, mert folytonos.
.11 . .
lim | - dt = lim[In¢]} = lim(Inx) =0

x—wd f X—>00 X—>0
a

Mivel a fenti hatarérték nem véges, ezért f impropriusan nem integralhatd az [1,00) intervallumon.

Az improprius integral fogalmanak segitségével ilyen értelemben integralhatunk a (—o0,00) interval-

lumon is:

Def. Az f'impropriusan integralhat6 a (—oo,0) intervallumon, ha értelmezve van R-en, minden [a,b] R
intervallumon integralhato, és léteznek az T f(@®)de, illetve jf f(t)dt improprius integralok. Az f
(—o0,0) intervallumon vett improprius integ:élja a két emh'tett_ O;mproprius integral 0sszege, jelolése:

T f(®)drt.

i ,

Megjegyzés: A definicioban a 0 helyett barmelyik masik valds szam szerepelhet.

Eddig a fuggvények integraljat azért nem tudtuk értelmezni valamely [a@,o0) intervallumon, mert a

fiiggvény tgymond nem volt értelmezve a + oo -ben; azonban a hatarérték segitségével valamifélekép-
pen integralhatova tettiink bizonyos fiiggvényeket. Ugyanezt — a korabbiakkal analdg moédon — megte-
hetjiik akkor is, ha valamely a pontban a fiiggvény nincs értelmezve.
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Def: Legyen f:(a,b] > R fliggvény. Az f fliggvényt impropriusan integralhatonak nevezziik az

(a,b] intervallumon, ha f minden &>0 esetén integralhatd az [a +¢€,b] intervallumon, és létezik a

hm J- f(®)dt véges hatarérték. Jelolése: J- f(®)dr.

a+&.

Hasonldan definialhato az f fiiggvény [a,b) intervallumon vett improprius integralja.

Megjegyzés: Korabban mar szerepelt olyan tétel, hogy ha f [a,b] -n értelmezett, korlatos fliggvény és
minden >0 esetén az [a +¢,b] intervallumon integralhatd, akkor az [a,b] intervallumon is integ-

ralhatd. A mostani definicionk ennél tobbet mond, hiszen nem koveteltiik meg azt, hogy a fiiggvény a-
ban is értelmezve legyen, valamint azt sem, hogy korlatos legyen az (a,b]-n, illetve [a,b)-n. Bizo-

nyos értelemben véve tehat a korabbi tételiink altalanositasa az improprius integral definicioja.

Kidolgozott feladatok:

1

E3

3. Impropriusan integralhato-e a (0,1] intervallumon az f(x) = fliggvény?

Megoldas:

Az ffiiggvény minden 1> € > 0 szamra az [g,1] intervallumon integralhato, mert itt folytonos.

lim j odv= hm[Z\/; = lil‘&(z ~2Ve)=

g0

Tehat az f fliggvény impropriusan integralhaté a (0,1] intervallumon, és improprius integraljanak
értéke.

4. Impropriusan integralhato-e a (0,1] intervallumon az f(x) = 1 figgvény?
x

Az ffliggvény minden 1 > ¢ > 0 szamra az [g,1] intervallumon integralhat6, mert itt folytonos.
1
lim dx = hm[ln x] = 11m( Ing)=+o0

e>0d x e—-0
€

Tehat az f figgvény nem integralhaté impropriusan a (0,1] intervallumon.

Az improprius integralokat jellemzden a fizikai szamitasokban (pl. potencial kiszamitasa), illetve a
valoszinliségszamitasban lehet felhasznalni. Erdekes alkalmazasa még a végtelen sorok konvergencia-

javal valo Osszefiiggésének felhasznalasa.
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A gyakorlo feladatok megoldasa

A I1I. fejezetben kitiizott gyakorlé feladatok megoldasa

1. Hatérozzuk meg az x tengely, az f(x)=9x> —3x—2 fiiggvény grafikonja, az x = —1 és az x = 1

egyenletli egyenesek altal meghatarozott sikidom teriiletét!

Megoldas:
2 e, vy -1, 2 . 2 . .
Az 9x° —3x-2 kifejezés gyokei -3 és 3 ezért az f(x)=9x" —3x—2 fuggvény grafikonja a

S . L, 2 .. L .
vizsgalt tartomanyon — 3 és 3 kozott az x tengely alatt, egyébként felette helyezkedik el. A kere-
sett teriilet nagysagat ezért az egyes részintervallumokon vett hatarozott integralok abszolut értéké-
nek Osszege adja meg.

1

1
] 2 3
[©Ox* =3x-2)ax = 30 -3 oy =—1—1+3—(—3—3+2J=§.
b 2 9
2
3 ) 5 ~
[0x* =3x-2)ax = 30 =3 oy :§_i_i_[_1_l+3j:_§
1 2 19 6

3

1 2 1

J-(9x2—3x—2)dx:{3x3 —%—m} =3—§—z—[§—i—ij 1L
2

3

Tehat a keresett teriilet nagysaga: 26 +é i =5.

+
9 2 18
2. Hatarozzuk meg az x tengely, az y tengely, az f(x) =2cosx+1 fliggvény grafikonja és a x = 27

egyenes altal kozbezart sikidom teriiletét!

Megoldas:

2cosx+1=0 a [0; 2r]intervallumon akkor teljesiil, ha x = % vagy x= 43—n A két emlitett érték

kozott a fiiggvény grafikonja az x tengely alatt, egyébként pedig felette halad. Emiatt a keresett te-
2n 4

3 3 2n
riilet nagysagat az I(Z cosx + 1)dx|+ I(Z cosx + 1)dx|+ I(Z cosx +1)dx| 0sszeg adja meg.
0 2n 4

3 3

%ﬂ = 2n
I(Zcosx+1)dx=[25inx+x]0 =\/§+?,
0
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47“ = 4n 2n 2n
j(2cosx+1)dx = [2sinx+x] S = —\/§+?—(\/§+?j = _2\/§+?’

2n 3
3

2n
J.(2cosx+1)dx = [2sinx+x]f‘fE = 2n—(—\/§+4?n) =2?n+\/§,
4 3

3

3

A keresett teriilet nagysaga tehat ﬁ +2?n +|— 2\/5 +2?n + \/5 + Z?Tc = 4\/5 +2?TC .

. Az f(x)=0,2-(x* +x* —17x+15) fliggvény zérushelyei —5, 1 és 3. Hatarozzuk meg a fiiggvény

grafikonja és az x tengely altal hatarolt zart sikidom teriiletét!

Megoldas:

A vizsgalt sikidom két egymashoz egy pontban csatlakozoé részb6l all:

3 6 4 2 0 \2/ 4 6

=2

I

A sikidom teriiletét két hatarozott integral Osszegeként tudjuk meghatarozni, figyelembe véve,
hogy az egyik rész az x tengely alatt helyezkedik el:

3
0,2-(x* +x* =17x+15)dx
1

1
jo,z-(x3+x2—17x+15)dx+

=5

4 3

1 1
IO,Z-(x3+x2—17x+15)dx=0,2-{x7+%—%x2+15x} -
-5

-5
_op | Lyl g5 (625 125 17 o5 95)|-36
473 2 4 3 2
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X 17 }
=02 T2l sk |=
4 3 2 X

0,2- §+2_1_7_9+45_ l+l—1—7+15
4 3 2 4 3 2

3
jo,z-(x3+x2—17x+15)dx
1

28
15

Tehat a keresett teriilet % +36= 37E

15°
4. Hatarozzuk meg az f(x)=+/x+5 ésa g(x)=x+3 fuggvények grafikonja, valamint az x tengely
altal hatarolt sikidom teriiletét!

Megoldas:

f(x)=+x+5 ¢és az x tengely metszéspontja x = —5-nél van. +x+5=x+3, rendezve (az
x+3>0, azaz x>-3 feltétel mellett) 0=x>+5x+4, x=—4 é x=—1, de a feltétel miatt csak
x =—1 megfeleld. g(x)=x+3 az x=-3-nal metszi az x tengelyt. Ellendrizhetd, hogy a [-5; —1]
intervallumon f(x) > g(x), ezért a keresett teriiletet ugy kapjuk, hogy az f{x) grafikonja ,,alatti” te-

riiletbdl kivonjuk a g(x) grafikonja ,,alatti” teriiletet.

-6.5 -6 -55

Nevesitve

-1 -1 -1 -1
T=I«/x+5dx—I(x+3)dx={§\/(x+5)3} —{%Jr?)x} =?—0—[—§+2]=£
_5 _3 -5

R 2 2 3
5. Hatéarozzuk meg az alabbi gorbek altal kozbezart sikidomok teriiletét!
a) f(x)=3x"+5x-2 és g(x)=2x>+9x-5
b) f(x)=x"-3x"+5x-3 és g(x)=3x-3

c) f(x)=sinx és g(x) =+[3cosx altal kozbezért sikidomnak az x e [0; 2r] tartomanyba eso

zart része
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Megoldas:

a) f(x) és g(x)metszéspontjait a 2x> +9x—5=3x"+5x—2 egyenlet megoldasai adjak. Ren-

dezve x* —4x+3 =0, megoldasai x =1 és x = 3. A gorbék altal kozbezart teriiletet a két fiigg-
vény kiilonbségének a metszéspontok kozott vett hatarozott integraljanak abszolut értéke adja
(igy nem kell foglalkoznunk kiilon azzal, hogy melyik fiiggvény értékei nagyobbak a masiknal
a vizsgalt intervallumon).

X

3 3 3 2 3
j(3x2 +5x—2—(2x% +9x—5))dx = j(xz —4x+3)dx = [?—4%+3x} = —%
1 1

1

Tehat a keresett teriilet nagysaga ennek abszolutértéke, vagyis 3

b) f(x) és g(x)metszéspontjait a x> —3x” +5x—3 = 3x—3 egyenlet megoldasai adjak. Rendez-
ve x*=3x* +2x =0, azaz x(x> —3x+2)=0, ennek megoldasai x=0, x=1 és x=2. A gor-
bék altal kdzbezart tertiletet a két fliggvény kiilonbségének metszésponttol metszéspontig vett

hatarozott integraljai abszolut értékének 6sszege adja (igy nem kell foglalkoznunk kiilon azzal,
hogy melyik fliggvény értékei nagyobbak a masiknal a vizsgalt intervallumokon). A két fligg-

vény kiilonbsége: x° —3x” +2x, tehét a teriilet:

4 1 4 2
e | Ea e
4 4
0 1
1
4—8+4—(——1+1)
4

c) f(x) és g(x)metszéspontjait a sinx = /3 cosx egyenlet megoldasai adjak. Rendezve

1
J-(x3 —3x% +2x)dx

0

2
J-(x3 —3x% +2x)dx

1

+

1

=‘1—1+1—0+ =—
4

tg x = V3 , megoldasai az x €[0; 2n] tartomanyon x :g és x= 4—; Egy vazlatrajz készité-

sével lathato, hogy a vizsgalt tartomanyon sin x > V3 cosx teljesiil, tehat a keresett tertilet:

&

W[ ——

47
(sinx—\/gcosx)dxz [—cosx—\/gsinx]n? =%+%—(—l—§J =4
3

6. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények grafikonjanak x tengely koriili forgatasaval kapott forgas-
testek térfogatat!

w |

a) y=3-[§j ,(0<x<2) b) y=sinx, (0<x<n) ¢) y=xvx-2,(2<x<4)
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Megoldasok:

;
a) V= Tfjf (x)dx = n%j 3dx Tci [%)ﬁ] :%n
23 0 23 0

n ) . ,
b) V= jf (x)dx=m- jsm I jl COS2x | _ .[x smzx} o
0 0

x* 2x3}4 68
3

4 4 4
c) V=nJ-fz(x)dx=n-.|.x2(x—2)dx=n‘.|.(x3—2x2)dx=n-{——— =
2 2 2 4 3

A 1V. fejezetben Kkitiizott feladatok megoldasa

1. Hatarozzuk meg a parcialis integralas modszere segitségével az alabbi integralokat!

n 1 2
a) j xsinxdx b) sz x4 3dx c) jxexdx
0 0 0
Megoldas:

a) .[xsinxdx = [~ xcosx]} —J-(—cosx)dx =n-0+[sinx]} ==
0 0
3

3 1
j 2Jx+3 dx—[x —(x+3)} jzx —(x+3)2dx—?—0—§Ix-(x+3)2dx
0

A kapott integralt Gjra parcialis integralassal szamolva:

1 3 s 5 771
Ix(x+3)2dx=[x-%(x+3)2} J'z(x+3)2dx=ﬁ—o [3 2 (x+3) ] -
0

o O 0
64 512 108 108
s 3=—"3 ==
5 35 \/_ 35\/_

Ezt a korabban kapott kifejezésbe visszahelyettesitve:

1 16 (108\/— j 272 14443
35

*Jx+3dx=—-0——-
!x T T s 35 35

c) jxe"dx = [xe"ﬁ —jexdx =2¢* —0—[ex]§ =2¢ — (' -1 =e* -1
0

0

2. Hatarozzuk meg a helyettesitéses integralas modszerével az alabbi integralokat!

5 0
a) [xy2x—ldx b)  [9900x - (x* +1)*dx
1

-1
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Megoldas:

2
+1
a) Helyettesitsiink: vV2x—-1=y, x= 4 5

, dx = %-2ydy = ydy . Ha x megy 1-t6] 5-ig, akkor y

megy 1-t61 3-ig.

5 3, 3 5 373
[xv2xtax= ]2 +1-yzdyzé.[(y4+y2)dy=l[y—+y—} :l(zi?urﬂ_l_lj_ﬁ
1 1 1

2 ! 215 3 205 3 5 3) 15

b) Helyettesitsiink: x*° =y, dx =99x"*dy . Ha x megy —1-t61 0-ig, akkor y is —1-t61 0-ig megy.

9% pyor]?, =199

0 0 0
j9900x98 (x4 1)1 gy = j100(x"" +1)1%99x% gy = j100(y 1)1y = ° =
) J J 101 101
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