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Feladatok a szerencsejatékok teruletérol

|. Bevezetés

A szerencsejatékokkal a mindennapi életben taldlkozunk. A nyeremény beindithatja a fantdziat, a jaték
igazi szenvedéllyé valhat. Akinek azonban a matematika a szenvedélye, az eljatszhat masfajta
gondolatokkal, erre invitaljuk az olvasét az alabbiakban. A szerencsejatékoknak rengeteg fajtija van,
mi kettdvel foglalkozunk kiilonb6z6 szempontok szerint. Ismerjiik meg ezeket kozelebbrol!

Lotto

Magyarorszagon a hagyomanyos lotté jatékban az 1, 2, ..., 90 szamok koziil 6tot kell valasztani. Ez azt
jelenti, hogy egy jatékszelvény akkor érvényes, ha a 90 szam koziil pontosan 6t darabot jeldltek ki. A
sorsolas gy zajlik, hogy egy urnaba beteszik az 1, 2, ..., 90 szamokat egy-egy golydba rejtve, majd
visszatevés nélkiil egymas utan htiznak 6t darabot. A huzas sorrendje nem szamit, a huizas utan altaldban
nagysag szerinti sorrendben kozlik a nyerd szamokat.

1. Hany érvényes szelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy koztiik legyen telitalalatos szelvény?

Megoldas:

Az Osszes lehetséges szelvényt el kell késziteni. Az elsé kihuzott szam lehet 90 féle, a masodik 89
féle, a harmadik 88 féle, a negyedik 87 féle, az 6tddik 86 féle. Mivel minden hiizés csak annyiban
befolyasolja az utana kovetkezOket, hogy a mar kihtizott szamot nem lehet Gjra hazni, viszont a
bennmaraddk koziil barmelyik egyforma eséllyel kovetkezhet, ezért eddig a lehetéségek szama
90-89-88-87-86. Mivel a huzasok sorrendje nem szamit, ezért a kapott eredményt el kell
osztanunk az 6t hiizas lehetséges sorrendjeinek szamaval, azaz 51=120-szal. gy az eredmény:

90-89-88-87-86
5:4-3:-2-1

Altalanosabban vizsgalva bevezetjiik a kovetkezd jelolést:

= 43949 268.

Legyen L(n,k) az a lotto jaték, amelyben az 1, 2, ..., n szamok koziil k darabot valasztanak ki, ahol n és
k pozitiv egészek, n = k.

Tovéabbiakban amennyiben egy szelvényt emlitiink az L(n,k) jatékban, akkor mindig egy érvényesen
kitoltott szelvényt értiink ez alatt, tehat az 1, 2, ..., n szamok ko6ziil pontosan k darabot jeldltek meg a
szelvényen.

2. Hany szelvény kell az L(n,k) jatéban ahhoz, hogy legyen telitalalatos szelvényilink?

Megoldas:

Hasznalhatjuk az 1. feladatban alkalmazott gondolatmenetet, amely éppen azt adja meg, hogy n

kiilonboz6 szambol hanyféleképpen valaszthato ki k darab, ha a kivalasztas sorrendje nem szamit.

Ezt (], )-val jeloljiik, az eredmény:

ny n-m-—1-.-(n—k+1) n!
(k)_ k-(k—1)-..-1 T kl-(n—=k)



Toto

A hagyomanyos tot6 jatékban focimeccsek eredményére lehet tippelni. Harom lehet6ség van a szerint,
hogy a hazai csapat nyer, a vendég csapat nyer, vagy dontetlen lesz az eredmény. Mi egy idealizalt toto
jatékkal foglalkozunk, ahol a Ilehetséges tippek esélye ugyanakkora. Az érvényesen kitoltott
szelvényeken minden mérkdzésre egy tippet adhatunk meg. A lottd jatékban latott altaldnosabb jelolést
alkalmazva kapjuk:

Legyen T(n,k) az a toto jaték, ahol n darab mérkdzésre tippelhetiink és minden mérk6zés esetén K féle
eredmény lehet, ahol n és k pozitiv egészek.

| 3. Hany szelvényt kell kitlteniink a T(n,K) jatékban ahhoz, hogy legyen koztiik telitallatos?

Megoldas:

A telitalalatos szelvényhez ki kell tolteniink az 6sszes lehetséges szelvényt. Minden mérkdzés esetén
k lehetséges eredmény van, ezek egymastol fliggetlenek, igy a sziikséges szelvények szama k™.
Példaul amennyiben 13 mérkdzés van és harom féle tipp, akkor ez a szdm 313 = 1 594 323.

Lathatjuk, hogy a Magyarorszagon szokasos valtozatokban nagyon sok lehetséges szelvény van, igy egy
szelvénnyel jatszva nagyon Kkicsi a telitalalat esélye. Ha azonban mas céljaink vannak, akkor érdekes
kérdések meriilnek fel, ezek vilagdban kalandozunk a kdvetkezd harom fejezetben.

Il. Betli

Az el6z0 fejezetben a telitalalattal foglalkoztunk. Ritkan adatik meg az embernek, hogy ilyen szelvénye
legyen. Most vizsgaljuk ennek éppen az ellentétét, amikor nincs talalat. Az ilyen szelvényt nevezem
betli-szelvénynek. A témakort a Varosok Viadalaban 1996 6szén kitlizott, itt 6-os sorszammal szerepld
feladat ihlette. Ott inverz lottonak nevezték a jatékot, én ,,Betli Bendvel” fiiszerezve vezetem be, Posa
Lajos tdboraiban a Balszerencsések klubjaval szerepel. Szoval képzeljiik el Betli Bendt, akinek bizony
sosincs szerencséje. (Titokban talan biiszke is erre.) A szerencsejatékok esetén igy az a célja, hogy a
sorsolas utan feldlthesse kedvenc 6nsajnalé arckifejezését és mutathasson cimborainak betli-szelvényt.

4. Betli Bend lottézik. Célja, hogy legyen olyan szelvénye, melyen egyetlen talalat sincs. Hany
szelvényt toltson ki L(90,5) jaték esetén tigy, hogy kozattiik biztosan legyen betli-szelvény?

Megoldas:

Ot szelvény még nem elég a biztos betlihez. Ugyanis amennyiben mind az &t szelvényen
bekarikazunk egy kijeldlt szamot, és a kisorsolt 6t szam kdzott ott lesznek a bekarikazottak, akkor
meghitsult a betli. Didkjaimnak ezt ugy szoktam magyarazni, hogy képzeljiik magunk elé a csintalan
Fortuna tiindérkeét, aki lathatatlanul belekukucskal Betli Ben6 szelvényeibe, majd azok ismeretében
pajkosan tiindérkedik a sorsolasnal. Olyan nyerd szdmokat valogat, hogy Bend szelvényei koziil
minél tobbet elrontson. Marmint elrontas alatt itt most azt értjiik, hogy a szelvényen lesz kisorsolt
nyerd szam.

Hat szelvény mar elég, példaul a kovetkez6 tippekkel: (1, 2, 3, 4, 5); (6, 7, 8, 9, 10); (11-15);
(16-20); (21-25); (26-30). Csak arra kell vigyaznunk, hogy a hat szelvényen 30 kiilonbdz6é szam
legyen. Fortuna most nem tudja meghitsitani a betlit, hiszen csak 6t szamot valaszthat, a szelvények
pedig diszjunktak.

Tapasztalatom szerint ez a feladat remek lehetdséget teremt némi jatékra. Az imént leirt megoldas rovid,
konnyen megérthetd, de gyakran egészen mashogy indulnak a gyerekek. Mivel tudjak, nagyon sokféle



szelvény lehet, ezért itt is nagy szamot varnak valasznak. Példaul egy tipikus indul6 gondolat az, hogy
tekintsiik az 0sszes szelvényt. Amennyiben ezek k6zott m darabon van nyerd szam, akkor m+1 kitoltése
biztosan garantalja a betlit. A IV. fejezetben majd meghatarozzuk m értékét. Igy a betlihez sziikséges
szelvények szamara kapunk egy jo felsé becslést. A magyarorszagi lottd esetén ennél joval kisebb felsd
becslést is javasolhatnak a didkok, példaul tekintsiik az dsszes olyan szelvényt, amikor az 1,2, ..., 10
szamok koziil kivalasztunk 6t6t. Mivel csak 6t nyeré szam van, az elso tiz szam kozott biztosan van 6t
nem nyerd szam és nekiink lesz olyan szelvénylink, ami pont ezt az 6t szamot tartalmazza. Az igy ad6do

(150) = 252 az eléz6nél sokkal jobb felsd becslés. Amennyiben didkjaink errél az oldalrél indulnak,

érdemes hagyni 6ket egy darabig, mert a felsé becslések készitése olyan gondolatokat indithat, amik a
késdbbiekben még jol johetnek. Ha megakadnak ezen az titon, akkor érdemes az als6 becslésre inditani
Oket, megkérdezni: Szerintetek egy szelvény elég lehet?

A feladat megoldasat kovetden buzditsuk diakjainkat, mit lehet kérdezni ezutan.

5. L(n,k) jatékban az iménti gondolatmenetet mikor alkalmazhatjuk?

Megoldas:

Fortuna tiindérke konnyedén elronthat kK nyeré szam kihtizasaval Bend szelvényei koziil éppen k
darabot. Amennyiben viszont Benének k+1 diszjunkt szelvénye van, akkor mar biztosan lesz koztiik
betli-szelvény. Példaul lehetnek a szelvények (1,2,....k); (k+1,k+2,...,2k); ..., (K*+1,...,k?+K). Ehhez
az sziikséges, hogy n értéke elég nagy legyen, legalabb k - (k + 1) = k2 + k.

Erdemes a tanitds soran a felmeriild gondolatokra vissza-visszatérni. A diszjunkt szelvények otlete
szerepelt most a 4. és 5. feladatban. Ha kés6bb vissza szeretnék erre térni, kérdezhetjiik példaul a
kovetkezot. Az L(4k k) jatékban mely k esetén elég k+1 szelvény a betlihez? A jo tanar képes a helyes
idézitésre. Igy ezt a feladatot sem adhatjuk fel kozvetleniil az 5. utén, akkor nincs értelme. Ha egy-két
nappal kés6bb adjuk fel, akkor van!

6. Betli Bend lottozik. Célja, hogy legyen olyan szelvénye, melyen egyetlen talalat sincs. Hany
szelvényt t6ltson ki, ha L(36,6)-0s jatékban jatszik?

Varosok viadala 1996

Megoldas:

A 4. feladat megoldasaban megtanultuk, hogy 6 szelvény nem elég. Az 5. feladatban szerepl6 feltétel
most nem teljesiil, nem tudunk 7 darab diszjunkt szelvényt kitolteni. igy azonnal kovetkezik, hogy 7
szelvény sem elegendd, hiszen Fortuna els6 nyerd szamként olyan szamot valaszt, ami legalabb két
szelvényen szerepel, és ezzel legalabb két szelvényt el tud rontani. Es a tobbi 6trél valaszhat egyet-
egyet. Most megmutatjuk, hogy 8 szelvény sem elegendd. Ha van olyan szam, ami legalabb harom
szelvényen szerepel, akkor Fortuna ezt valasztja, igy marad tovabbi 5 szama a megmaradt legfeljebb
5 szelvény elrontasara. A tovabbiakban ezek szerint feltételezhetjiik, hogy minden szam legfeljebb
két szelvényen szerepel. Fortuna kivalaszt egy szamot, jelolje ezt X, ami két szelvényt elront. A
megmaradt 6 szelvényen viszont mar csak 35 féle szam lehet, hiszen x biztosan nem szerepelhet.
Mivel a 6 szelvényen 36 jelolt szam van és ezek csak 35 félék lehetnek, igy lesz olyan szam, ami két
szelvényen szerepel. Ezt valasztja Fortuna masodik szamnak. Az elsé két szammal sikeriilt négy
szelvényt elrontani, a maradék 4 szelvényt a tovabbi négy nyerd szammal Fortuna elronthatja.

Most megadunk 9 megfeleld szelvényt. Koziiliik az els6 harom legyen (1,2,3, 4,5,6); (1,2,3, 7,8,9)
¢és (4,5,6, 7,8,9). Nincs olyan szam, ami mindharmon szerepel, ezért Fortunanak legalabb két szamra




sziiksége van, amivel ezeket elronthatja. Ezt a harom szelvényt hdrom szamtriobol épitettiik, jelolje
ezeket x(1,2,3); y(4,5,6) és 2(7,8,9). Az els6 szelvényt az X-y alkotta, a masodikat x-z, a harmadikat
y-z. A kdvetkezd harom szelvényiinket is ezzel a modszerrel készitjiik a 10-18 szamokbol, ezek:
(10,11,12, 13,14,15); (10,11,12, 16,17,18) és (13,14,15, 16,17,18). Még nem hasznaltunk 18 szamot,
ezek felhasznalasaval ¢éppen készithetd6 3  diszjunkt szelvény: (19,20,21,22,23,24);
(25,26,27,28,29,30) és (31,32,33,34,35,36). Szamoljuk 6ssze, Fortunanak hany szam kell az imént
megadott kilenc szelvény elrontasahoz. Az elsé haromhoz 2, ugyanigy a kovetkezd haromhoz is 2,
majd az utols6 haromhoz 3, azaz 6sszesen 7 darab. Ha Bend ezekkel a szelvényekkel jatszik, akkor
biztosan lesz koztiik betli-szelvény, hiszen 6 szammal nem ronthatd el az dsszes.

Ez a feladat probara tehet kisebb-nagyobb didkot egyarant. Akar o6rai munkéaban, akar szakkori
foglalkozason nagyon jol hasznalhato és szorakoztato lehet. A Betli-Bend felvezetés mokas és szokatlan
volta eleve ad némi motivaciot a gondolkodasra. A korabbi feladatokbol azonnal adodik a 6-os és 7-€S
also becslés. A diszjunkt szelvényekre valo torekvés jegyében természetes gondolat, hogy legyenek az
els6 hat szelvényen hatosaval sorban a szamok. Innen t6bb fels6 becslés is alkothato. Ezek koziil ha a
tarsasag elakad, megmutathat6é a hat diszjunkt szelvény mellé a kdvetkezd 4 szelvény, ami hasonlo
szamtriokbol épiil: (1,2,3, 7,8,9), (1,2,3, 10, 11,12), (4,5,6, 7,8,9) és (4,5,6, 10,11,12). Ez majdnem a
legjobb! Csigazhatjuk tovabb didkjainkat, mi lehet az igazi valasz, 8, 9, vagy 10?

Lényegében ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazhatjuk, és ezért alkalmas lehet gyakorlo, hazi feladat,
vagy ellenérzé kérdésnek, ha L(100,10), vagy L(16,4) jaték esetén kérdezziik ugyanezt.

7. Betli Bend totozik. Célja, hogy legyen olyan szelvénye, melyen egyetlen talalat sincs. Héany
szelvényt t6ltson ki, ha csak négy mérkézésre kell tippelni? (Megjelent az Elet és Tudomany 2003.
3. szamaban a ,,Didkoldal” rovatban.)

KoMaL B.3676.

Megoldas:

Ez a feladat nem konnyli. Amennyiben didkjainkat nem mozgatja meg elsére, akkor érdemes eldszor
kevesebb mérkézéssel kezdeni. A T(n,3) jatékban a betlihez sziikséges szelvények minimalis szamat
jelolje b(n). Nyilvan b(1)=2. Két mérk6zés esetén az [11], [22], [XX] tippekkel kitoltott szelvények
garantaljak a betlit, hiszen valamilyen eredménytipus biztosan nem lesz, tehat b(2) = 3. Egy
szelvényt ugy jeloliink, hogy szogletes zarojelben felsoroljuk egymas utan a tippeket. Kevesebb, azaz
két szelvény pedig nem elég, hiszen el6fordulhat, hogy az elsé mérkdzés éppen az elsé szelvény, a
masodik pedig a masodik szelvényen szerepld tipp eredménye lesz. Az n=1 és 2 esettel mar meg is
vagyunk.

Ha i szelvényt toltiink ki, akkor legalabb E] szelvényen ugyanaz a tipp szerepel az els6 mérkozésre.

Ha éppen ez az els6 mérkdzeés eredménye, akkor ezen szelvényeink egyike sem lehet betli szelvény.
Emiatt a

b(n+1
bn+1) - [% = b(n)
feltételt kapjuk. Ebbdl b(3)>5, b(4) >8, b(5) >12, ..., b(13) >315, ami mutatja, hogy a toton nem is
annyira egyszeri betlizni, szemben a lottoval, ahol ez a 90/5-6s valtozatban mar hat szelvénnyel
konnyen garantalhato. Az iménti b(n)-re vonatkozo becslés n=3,4,5 esetén éles. Harom mérkézes
esetén megfeleld szelvények az [111], [122], [212], [221], és [XXX]. Négy mérkozés esetén egy




lehetséges megoldast ad a kovetkez6 nyolc szelvény: [1111], [11XX], [1X22], [221X], [22X1],
[X122], [XX11], [XXXX]. Az ellendrzést az olvasora bizzuk, ez tobb eset vizsgalatat jelenti.

Keressiink minél jobb also és els6 becslést az €l6z6 feladatban szereplé b(n) értékére.

Megoldas?

Igen, jol latja a tisztelt olvasd! A megoldas utan nem kettéspont, hanem kérdéjel van. Ez nem
véletlen, hiszen a feladat meglehetdsen nyitott, sokféle becslés adhatd, mi is mutatunk pérat.

Kezdjiik az als6 becslésekkel. Ezek koziil a legegyszertibb az n<b(n), ugyanis Fortuna sorban veszi
az n szelvényt és tigy befolyasolja a mérkdzéseket, hogy az elsé eredménye €ppen az elsd szelvény
elsd tippje legyen, a masodik eredménye a masodik szelvény masodik tippje és igy tovabb.

Ennél rafinaltabb alsé becslést lattunk az el6zé feladat megoldasanal, ami nagysagrendileg azt
jelentette, hogy b(n) értékének legalabb 3/2 szerese lesz b(n+1), azaz b(n) értéke n fiiggvényében

n
legalabb exponencialisan nd, (%) < b(n).
Fels6 becslést is tobb mddszerrel készithetiink. Azonnal adddo fels6 becslésa b(n) < 2™, az x tippet
nem hasznalva elkészitjiik az 6sszes 1 vagy 2 szdmokat tartalmazo szelvényeket. Nyilvan minden

mérkézésnél lesz az 1, 2 kozil hibas tipp, igy a 2" szelvény kozt lesz betli-szelvény.

Ezt a durva becslést egy kicsit javithatjuk, ha az egyik szelvény a csupa X, a tobbin pedig kitoltjiik
az Osszes olyan 1 vagy 2 szamokat tartalmazo tipposzlopot, ami paros sok 1-est tartalmaz. Ilyenbdl
2"~1  darab szelvény van, hiszen szabadon valaszthatjuk az 1 vagy 2 koziil az els6 n-1 tippet, mig
az utolso tippet a paros sok 1-re vonatkozo feltétel egyértelmiien meghatarozza. Ebbol

b(n) < 142"

Fortuna kénytelen elrontani az x-ekkel kitoltott szelvényt, ezért az egyik mérkézés eredménye
dontetlen lesz. A tobbi n-1 mérkdzésre a konstrukcionk miatt viszont van éppen 21 megfeleld
szelvényiink.

Az egyik didk, Homonnay Balint javasolta a kovetkezd felsé becslést. Vegyiik észre, hogy
b(s+t)<b(s)-b(t). A szelvényeinken gondolatban hizzunk egy vonalat az els6 s darab tipp utan.
Vegyiik a b(s)-re adott konstrukcidt és annak minden szelvényét masoljuk fel b(t) darab példanyban
az elso s tippet hasznalva. Most tekintsiik a b(t)-re adott konstrukciot. Vegyiik az azonosan kezd6d6
b(t) darab szelvényiinket és ezek fennmarado t helyére irjuk be a b(t) szerinti konstrukciot. Ezt
folytatva azt kapjuk, hogy b(s) miatt lesz az elsé s mérkézés eredményét figyelve betlivel kezd6do
b(t) darab szelvényiink, amik masodik t mérk6zésében is lesz b(t) definicidja szerint betli. Ezt most
szemléltetjiik az s=t=2 esetben. b(2)=3, a hozza tartoz6 konstrukcio [11], [22], [XX]. Ebbdl b(4) <9
adodik, a hozza tartozé alabbi 9 szelvény alapjan:

[11 11], [1122], [11 XX], [22 11], [22 22], [22 XX], [XX 11], [XX 22], [XX XX],

Hatéarozzuk meg L.(90,5) és T(13,3) esetén, hogy egyetlen szelvényt kitdltve mekkora a betli esélye.

Megoldas:

A lottd esetén az Osszes szelvény szama ( ), ez keriil a nevezdbe. A szamlaloban szerepel azon

5

szelvények szdma, amiken nincs nyerd szam. A 85 nem nyerd szam koziil (855) féleképpen



85
valaszthatunk ki 5-6t, igy lottd esetén a betli esélye (—50) ~ 0.746. Ez kb %, azaz egy rendszeres

(5)

lottdz6 a havi négy szelvényébdl haromszor betlizik, egyszer viszont lesz talalata.

A totd esetén az Osszes szelvény szama 313, a betlizéshez pedig mérkézésenként két lehetdségiink

. i 213 p T . .
van, igy a keresett valoszinliség Feriad 0,005. Ez meglehetdsen kicsi szam, azaz vaktaban totézva is

varhatoan lesz néhany megfeleld tipplink. Nem véletlen, hogy kevés jo tippre a jatékban nem is
fizetnek nyereményt.

10. Betli Ben6 lottozik. Célja, hogy legyen olyan szelvénye, melyen egyetlen talalat sincs. Hany
szelvényt toltson ki L(10,5) jaték esetén ugy, hogy kozottiik biztosan legyen betli-szelvény?

Megoldas:

A figyelmes olvaso talan észrevette, hogy a ,,Betli” alfejezet nyitofeladatatdl ez a zarofeladat
egyetlen karakterben kiilonbozik. Nem 90, hanem csupan 10 szambodl huznak. A feladat célja kettds:
egyrészt ebben a formaban egy levezetd kdnnyed probléma; masrészt ravilagit arra, hogy L(n,k)
jatékot vizsgalva n és k fliggvényében mas gondolatokat igényld, eltérd nehézségli feladatokhoz
jutunk. Példaul rogzitett k=5 esetén n=10-re és n>29-re kapunk valaszt, a tobbi n=11,12,...,29
kutatasi teriiletként nyitott maradt. A kis bevezet6 utan j6jjon akkor a 10. feladatra a valasz.

A 10 szambdl 5 nyerdt huznak ki, azaz éppen 5 nem nyerd szam van. A nyerd és nem nyerd szamok
helyzete szimmetrikus, igy a betlihez éppen annyi szelvény kell, mint a telitalalathoz, azaz

kérdéstinkre a valasz (150) = 252.

I11. Jobb ma egy veréb

A szerencsejatékok esetében a vagyalom a telitalalat elérése. Azok szdmara, akiknek az el6z6 fejezet

cres

kell, ha megelégsziink a telitalalatnal kevesebbel is. Meglepetésként két feladattal kezdiink, melyek elsé
ranézésre olyan tavol allnak a tématol, mint Monte Carlo Las Vegastol.

11. Egy 52x28-as téglalapba 100 egységkort rajzoltunk. Igazoljuk, hogy rajzolhatdo még egy egységkor
a téglalapba ugy, hogy ez nem metsz bele sem a téglalap oldalaiba, sem az eddig megrajzolt korokbe.

Megoldas:

Keressiink helyet a 101. kor kozéppontjanak. Ez nem lehet a téglalap oldalaihoz kozelebb, mint 1. A
téglalap oldalai tehat letiltjak azokat a pontokat, melyeknek a keriilett6l vald tavolsaga legfeljebb 1.
Ez a tiltott rész egy sav a keriilet mentén, teriilete 52x28-50%26=156.

A maér elhelyezett 100 kor egyikét vizsgaljuk. Ehhez sem lehet a 101. kor kdzéppontja kozelebb,
mint 1. Egy ilyen mar megrajzolt kor tehat letiltja azokat a pontokat, melyeknek a kort6l vald
tavolsaga legfeljebb 1. Ez a tiltott rész egy 2 sugarti kor. A 100 kor Osszes tiltott teriilete 400m.
Esetleg a tiltott teriiletek fedhetik egymast.

Nézziik meg maradt-e a téglalap belsejében nem tiltott rész. Ha a tiltott Gsszteriilet kisebb a téglalap
teriileténél, akkor készen vagyunk. A téglalap teriilete 52x28=1456. A tiltott rész Osszteriilete
4007t+156<1413. Mivel 1456>1413 ezért még kényelmesen elhelyezheté a 101. kor koézéppontja,
azaz még egy kor.



Ez a feladat kilogni latszik a sorbol. Kés6bbiekben ugyanilyen gondolatmenetet latunk majd, csak a
»tavolsdg” fogalma lesz mas. Itt a természetes, mar megszokott koriilmények kozott jobban megértjiik
a dolgok ,.kornyezetét”, amit most tiltottnak neveztiink.

12. Bergengocia rend6rfondke a titkos akcié harom valtozatara készitette fel embereit. Ezek fedoneve:
HANDABANDA, RONDAGOMBA, BAMBABOLHA. A kozpont egy sms iizenetben jelzi, mely
terv 1ép életbe. A rend6rfondk gondolt arra, hogy a kdzpont iigyeletese nagy izgalmaban esetleg n
betlit rosszul irhat s erre felhivta embereinek figyelmét is. Legfeljebb hany hibara szamitott a fonok?
Megadhatott volna rovidebb fedéneveket?

Megoldas:

Két azonos szamu betiibol allo szo esetén nevezziik a két szo tavolsaganak azt a szamot, ahanyszor
az ugyanannyiadik betiiik kiilonboznek. Példaul a MEZ és ESZ szavak tavolsaga 2, mert az elsé és
masodik betiiik kiillonboznek. Ha két sz6 tdvosaga 1, akkor egyetlen hiba esetén bajban vagyunk, ha
éppen a kiilonb6zo betiit irtak hibasan. Kicsit jobban meglep benniinket, hogy még 2 tavolsag esetén
is baj lehet. Legyen példaul a két fedénév MEZ és ESZ. Ha az EEZ, vagy MSZ iizenetet kapjuk a
kozponttol, akkor latjuk ugyan, hogy valahol hiba volt, de nem tudjuk melyik akcio is indul. Ha tehat
két sz6 tavolsaga 2, akkor van olyan sz6, amely mindkett6tol 1 tavolsagra van.

Az akciocsoportot nem szabad zavarba hozni. Ha n hiba lehetséges, akkor a HANDABANDA
fedénévtol legfeljebb n tavolsagra levd szavak kozott nem lehet olyan, amelyik valamely masik
fedonévtdl is legfeljebb n tavolsagra van. Fogalmazhatunk tigy is, hogy a szavak terében a fedénevek
n sugara gombjei diszjunktak kell legyenek. Ezek szerint barmely két fedénév tavolsaga legalabb
2n+1 kell legyen. Nézziik most meg a fedénevek paronkénti tavolsagait:

haNDAbandA ~ ~ bambAbOIhA _ = hAndABandA
roNDAgombA ' rondAgOmbA °  bAmbABolhA

Ezek szerint n maximalis értéke 2 lehet, a f6nok legfeljebb 2 hibara szamitott.

Viszont legfeljebb 2 hiba esetén 5 tavolsagu szavak megfelelnek a célnak. Valaszthattdk volna
a kovetkezd fedéneveket: CSODA, OCEAN, MIERT. Kedves tanitvanyom, Bakonyi Akos
javasolta a talan kevésbé fantaziadus, de annal praktikusabb harom fedénevet: AAAAA, BBBBB,
CCCCC. Talan igy a kozpont ligyeletesének is sikeriil majd hibatlanul beiitni az sms {izenetet.

13. Hény totdszelvényre van sziikségiink, ha négy mérkozésre tippelhetiink és célunk legalabb harom
talalat elérése.

Bergengoc példatar 2. 225-6s feladat.

Megoldas:

Ennek a feladatnak részletes megoldasat és hozza fiizott értékes megjegyzéseket olvashat az
érdekl6dé a ,,Bergengoc példatar 2.” ¢. konyvben a 225-0s feladatnal. (271-276. oldalak)

Most arra szeretnénk csupan ramutatni, hogyan illeszkedik ez a feladat a fejezet anyagaba.
Minden totdszelvényt tekinthetiink egy 4 betiis szonak, melynek minden betiije 0, 1, vagy X. Ezen
szavak kozott is értelmezhetiink tavolsagot a 12. feladat mintajara. Egy szo —azaz egy kitoltott




szelvény- esetén megelégsziink legalabb 3 talalattal, tehat a szotdl legfeljebb 1 tdvolsagra levo szavak
alkotjak egy sz0 ,,1 sugari gombjét”. Példaul az [122X] szelvény ,,gombje”: [122X], [222X], [X22X],
[112X], [1X2X], [121X], [12XX], [1221], [1222]. Egy ,,gombben” tehat 9 sz6 van.

Osszesen 81 sz6 van. Az a kérdés, vajon sikeriil-e ezeket 9 diszjunkt gdmbben elhelyezni? Ehhez az
kell, hogy a kitoltott kilenc szelvény, azaz a kilenc sz6 kozti paronkénti tavolsag mindenhol legalabb
3 legyen. Ez megvalosithatd példaul a kovetkez6 kilenc szelvénnyel: [112X], [1X11], [12X2],
[X112], [XXXX], [X221], [21X1], [2X22], [221X].

A feladat jatékos felvezetéssel a modern matematika egy izgalmas teriiletére vezetett. A
kodelméletben jaratos olvaso észrevehette, hogy itt éppen egy perfekt kodot adtunk meg.

(" 14. Figyelem, figyelem!!! Itt az 0ij szerencsejaték! Jeloljon be mindkét Htszogdn egy-egy csticsot.
Kisorsolnak majd 6tszogenként egy-egy csucsot. A fényeremény azé, aki eltalalja mindkett6t, vagy
majdnem. Ez utobbi esetben az egyiket el kell talalni, a masikon pedig a bejeldlt mezonek ¢és a
kisorsoltnak szomszédosnak kell lennie. = Hany szelvényt toltsiink ki, hogy biztos mienk legyen
a fonyeremény?

Megoldas (kezdet):

Mivel ez a szerencsejaték mindenkinek 01, egy sorsolast érdemes rogton rendezni. Ha elég sok ember
jatszik, meg lehet sejteni, hogy mekkora eséllyel nyerhetiink egy szelvénnyel.

A bal oldali 6tszog csucsait jelolje a kor mentén sorban B1, B2, B3, B4, B5, a jobb oldaliakat
J1, ..., J5. Vizszintesen szamoljuk a B, fiiggdlegesen a J 6tszogon levo eredményt. Nézziikk meg
példaul, hogy a B2-J3 szelvénnyel mikor nyeriink. A telitalalaton kiviil még nyer6 szelvény lesz a
B1-J3, B2-J2, B2-J4, B3-J3.

B2-J3




Most is értelmezhetiink tavolsagot, s6t ezt most szemléltetjiik is. Vegyiink két szelvényt és mindkét
»koordindtdnal” vizsgaljuk meg az elérést, ezeket pedig adjuk dssze. Mivel az 6tszog keriilete mentén
tekintjiik az eltérést, igy az koordinatanként legfeljebb 2 lehet. Gyakorlasként beagyazunk a feladat
megolddsanak kozepébe egy ujat:

15. (a) Mekkora tavolsagra van egymastol a B3-J4 és B2-J1 szelvény?
(b) Hany szelvény van a B3-J4 szelvénytol legfeljebb 4 tavolsagra?

(c) Hany szelvény van a B3-J4 szelvényt6l pontosan kettd tdvolsagra?

Megoldas:

(d) Az els6 koordinatanal egy a tavolsag, a masodiknal kettd, igy a két szelvény tavolsaga ezek
Osszegeként 3.

(b) Egyetlen koordinatanal legfeljebb ketté lehet a tavolsag, Osszesen legfeljebb 4, azaz minden
szelvényre teljesiil, hogy a B3-J4-t61 legfeljebb 4 tavolsagra van. Mivel 25 szelvény van, igy a
kérdésre 25 a valasz. Ha a didkoknak nagyon szokatlan lenne ez a tavolsag fogalom,
megkérdezhetjiik ezt a kérdést 3 tavolsaggal is. Akkor 21 a valasz.

(c) Pontosan kett6 tavolsagot kapunk, ha koordinatanként 2 és 0, vagy 1 és 1 az eltérés. Az els6
esetben 4 ilyen van, ezek pirossal jeldlve: B3-J2, B3-J1, B1-J4, és B5-J4. A masodikban négy
ilyen szelvény van, ezek: B2-J3, B2-J5, B4-J3, B4-J5. Osszesen tehat a valasz 8.

Megoldas (a 14-es feladat megoldasanak befejezése):

Az aldbbiakban lathatjuk ennek a jatéknak az eseményterét ,,térképezve”. Osszesen 25 eredmény
lehet, jo lenne ezeket 6tds csoportokban 5 szelvénnyel lefedni. Némi probalkozas utan ez sikeriil is
a kovetkezo szelvényekkel: B1-J1, B2-J3, B3-J5, B4-J2, B5-J4.



Feltiintettilk benne a megadott szelvények 1 sugari kornyezetét, hiszen ezt jelenti a fonyeremény
elnyerése. Vizszintesen szdmoljuk a B, fiiggdlegesen a J 6tszogon levd eredményt:

Hajdani hiiséges tanitvanyom, Antal Péter, megjegyezte, hogy ez a feladat a torusz
parkettazasarol szol. Valoban a fenti térkép a torusz egy térképe, hiszen az also ¢és felsd széleket
Osszeillesztve egy hengert kapunk, majd ennek peremeit Osszeillesztve 1étrejon a torusz. Talan egy
uszogumi gyartd vallalat nemsokara ilyen mintaval rukkol majd el6. Elmerenghetiink rajta, hogy
ezek szerint a 13. feladatban a 4 dimenzids mod 3 feletti affin teret sikerilt ,,parkettazni”, sajnos ez
azonban nekiink nem olyan vizualis élmény, mint a térusz esetében.

A 13. és 14. feladat remek lehetOséget teremt tovabbi jatékra. A 13-as feladatban apré valtoztatassal
ismételhetjiik a kérdést, ha T(3,3) jatékot jatszunk, ez kdnnyed gyakorld feladat lesz. Az érdekl6do
kutaté mas n és k értékekre is kereshet megoldast az altalanos T(n,k) jatékban majdnem telitalalatra
vadaszva. A 14-es feladat egyszer(ibb valtozataban a szelvényen egyetlen sokszog szerepel. Itt tovabbi
kutatomunkat jelenthet, ha a szelvényen n darab k-szoget helyeziink el. Most térjiink ra a majdnem
telitalalatos totorol a lottora.

16. Legalabb hany szelvényt kell kitdlteni, ha az L(7,3) jatékban célunk legalabb 2 talalat elérése?

Megoldas:

Megmutatjuk, hogy négy szelvény elegendd. Legyen az els6 szelvény az (1,2,3), a masodik a (4,5,6).
Ha Fortuna tiindérke el szeretné rontani a kedviinket, és ezen két szelvény egyikén sincs legalabb két
talalat, akkor az 1,2,3 és a 4,5,6 szamok kozott is csak egy-egy nyer6 szam lehet, tovabba a 7 biztosan
nyerd szam. Legyen a kovetkezo két szelvényiink az (1,2,7) és az (1,3,7). Ha az elso két szelvény
kozt még nem volt jo, akkor ez utdbbi kettd valamelyikén mar lesz legalabb két talalat.

Most igazoljuk, hogy harom szelvény nem elegendd. Indirekt érvelést alkalmazunk. Tegytik fel, van
harom megfeleld szelvény, jeldlje ezeket A, B, és C. A szelvényeken Gsszesen 9 szam van a
lehetséges 7 fajtabol. Valamelyik szam legfeljebb egyszer szerepel. Nézziik, melyik szam szerepel a
legkevesebbszer, feltehetd, hogy ez az 1-es. Most két esetet néziink végig a szerint, hogy az 1-es
nincs egyik szelvényen sem, vagy rajta van az egyiken.
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Ha az 1-es nem szerepel egyiken sem, akkor a maradék hat szamot latjuk a harom szelvényen, ezek
kozt is lesz olyan, ami legfeljebb egy szelvényen van rajta, legyen ez a 2. Ha a 2 sem szerepel
szelvényeinken, akkor az 1,2,3 nyer6szamok esetén nem lehet legalabb két talalat. Ha a 2 szerepel
egy szelvényen, jelolje ezt A, akkor a megmaradt 6t szam kozt van olyan, ami A-n nem szerepel.
Legyen ez x és ekkor az 1,2,X nyerdszamok esetén nincs legalabb két talalatunk.

Ha az 1-es egy szelvényen szerepel, akkor jeldlje ezt A. A tovabbi hat szam kozott van 4, ami az A
szelvényen nem szerepel. Ezek kozott is lesz olyan szdm, ami pontosan egy szelvényen szerepel,
jeldlje a szamot X, a szelvényt B. Amennyiben az A és B szelvényeken nem szerepld szamok egyike
y, akkor az 1,x,y nyer6szamok esetén nincs két talalatunk.

Az esetvizsgalat nem volt tul hosszadalmas, de mégis vagyakozhatunk frappansabb érvelésre. Ehhez
adunk most tovabbi Gtmutatast. Tekintsiik a 7 szamot egy graf csucsainak. Ha két szam ugyanazon a
szelvényen szerepel, akkor fusson koztiik él. Mivel harom szelvényt toltottiink ki, igy a gratba rajzoltunk
3 darab haromszoget. Amennyiben a komplementer grafban talalunk haromszoget, akkor annak
csucsaiban 4ll6 szamokat nyerdszamnak valasztva nem lesz legalabb két talalatunk. A 7 pontt grafba 9
élet huztunk, ezek kozt lehet 4tfedés. Osszesen 21 él van, azaz a komplementer grafban legalabb 12 él
van. A Turan tétel alapjan egy 7 pont grafban 12 élet csak egyféleképpen helyezhetiink el tigy, hogy
ne legyen koztiik haromszog: egy teljes paros grafban 3 és 4 ponta osztalyokkal. A 4 pontu osztaly 6 éle
azonban nem fedhet6 a szelvények két haromszogével. A Turan tétel az altalanosabb L(n,3) jaték esetén
is segitségiinkre lehet annak meghatarozasaban, legalabb hany szelvény kell ahhoz, hogy koztiik legyen
legalabb két talalatos. Az L(n,k) jatékban legalabb k-1 talalathoz sziikséges szelvények szama tovabbi
kutatési teriiletnek maradt.

17. Hany szelvényt kell kitolteni a T(13,3) jatékban, ha célunk legalabb 5 talalat elérése?

Megoldas:

A feladat megoldasa a skatulya elv alkalmazasanak egy klasszikus példaja. Elegendd ugyanis harom
szelvény: legyen az els6n minden tipp 1-es, a masodikon minden tipp 2-es, a harmadikon minden
tipp X. A skatulya elv értelmében valamelyik fajta tippbdl legalabb 5 lesz, igy valamely szelvényiink
éppen megfelel céljainknak. Kett6 szelvény nem elegendd, hiszen tekintve barmely mérk6zés esetén
a két szelvényen szerepld tippjeinket, elédfordulhat, hogy az eredmény olyan lesz, amely ezek kozt
nem szerepel. gy még az is elképzelhetd, hogy két szelvény esetén egyetlen egy talalatunk sem lesz.

18. Hany szelvényt kell kitolteniink az L.(6,3) jatékban, ha célunk legalabb 2 talalatos szelvény?

Megoldas:

Természetesen egyetlen szelvény nem elegendd. Eldfordulhat, hogy egyetlen szelvénnyel jatszva
éppen a ki nem valasztott szamokat hizzak ki, igy nem lesz talalatunk. Két szelvény viszont elég!
Legyen az egyik az (1,2,3), a masik a (4,5,6). Az Osszes lehetséges szamot két részre osztottuk,
valamelyikbdl biztos lesz legalabb két nyerd szam!

A fejezetet lezaro két feladat joval kdnnyebb, mint az eldtte levok, ez most szandékos didaktikai fogas
volt részemrdl. A Turan tételt nem ismer6 didkok talan éppen a 18-as segitségével érthetik meg a 16-0s
feladatban szerepl6 oOtletet. Hasznaljuk az ott bevezetett grafos gondolatot. Legalabb két talalat esetén
ligyes fogas, ha a nyerd szamokat két részre osztjuk és szelvényeink mindkét részben lefedik az dsszes
¢lt. Mivel biztosan lesz két szdm ugyanazon részben, ezért lesz legalabb két talalatunk. Az mar egy
masik kérdés, hogy mikor fedhetd optimalisan a két rész.

Az L(n,3) jatékban a legalabb két talalat eléréséhez vezet, ha az 1,2,...,n szamokat két részre osztjuk,
egy k és egy n-k elemii részre. A két részt most tekintsiik két teljes grafnak, szelvényeinket pedig
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haromszogeknek. A teljes grafokat szeretnénk haromszogekbdl felépiteni. Optimalis esetben ezen
haromszogeknek nincs k6zos ¢le. Hogy ez mikor lehetséges, annak targyalasa tulmutat ezen anyag
keretein, de a vonatkozd eredményt kozoljiik: ha k>1, akkor a k pontu teljes graf akkor és csak akkor
épithet6 fel diszjunkt haromszogekbdl, ha k hatos maradéka 1, vagy 3. Gyakorlasként megprobalhatjuk
az L(14,3) jatékot, itt legalabb 14 szelvényre van sziikség ahhoz, hogy koztiik legyen legalabb 2
talalatos.

IV. Valoszintiség

A fejezetet indité harom feladat nem szerencsejatékos. Ezek elokészitik a 22. feladatot, amely talan
el6készités nélkiil nehéznek bizonyulna.

f 111
19. Szamharomszogeket készitiink: 1, 11; 22; ... Az n-dik ilyen haromszog els6 soraban
3
n darab 1-es, az alatta lev6é sorban eggyel kevesebb 2-es, az alatta levé sorban eggyel kevesebb
3-as, ..., a legalso6 sorban egy darab n-es szam all. Hatarozzuk meg n fiiggvényében a
szamharomszdgben allo szamok Osszegét.

Megoldas:

Els6 megoldas: Az els6 néhany szamharomszdgben a szamok 6sszege 1, 4, 10, 20, 35. Nézziik
meg mit kapunk, ha nem soronként adjuk 6ssze a szamokat, hanem a szamharomszog masik oldala
mentén. Jelolje az n—hez tartozo dsszeget s(n). Igy a kovetkezot kapjuk az elsé ot esetben:

s(1)=1=1
s(2)=4=1+(1+2)
S(3)=10=1+(1+2)+(1+2+3)
S(4)=20=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)
5(5)=35=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+(1+2+3+4+5)

Ezek alapjan altalanosan a kovetkezdt kapjuk:
s(n)= 1+(1+2)+H(1+2+3)H(1+2+3+4)+.....+(1+2+3+4+.....+n).

Hasznaljuk ki, hogy az 1+2+3+4+....+n 0Osszeg kifejezhetd n(n+1)/2 alakban, tovabba
felhasznaljuk a négyzetszamok dsszegére vonatkozd formulat:

s(n) =iw=%(iiz +iij:%(n(n+1)6(2n D, n(n2+1)]: n(n +1()5(n+2) |

Maisodik megoldas: Vegyiik észre, hogy binomidlis egyiitthatokat szeretnénk 6sszeadni. Ezek jol
ismertek a Pascal haromszogbdl:

w0 $92 (A1)
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2

Alkalmazzuk el6szor, hogy [2

3
j=[3}, majd tobbszor egymas utdn a kovetkezd azonossagot:

k] (k+1) |k+1

B
£ L) (21(5)

Ezt a moédszert tobben zokni-szabalynak nevezik, mert a Pascal haromszdgben a szoban forgd binomialis
egyiitthatok egy ,,zokni” alakjaban helyezkednek el.

S S s+1
( J +( ] = [ J . Az egyszerliség kedvéért n=4-re mutatjuk be a modszert:

Harmadik megoldas: Most adjuk ssze soronként a szamharomszoget. Ekkor:
@) s(n)=1-n+2-n-1)+3-(n-2)+...+(n-1)-2+n-1.

Az el6z6 megoldas szerint ez pontosan annyi, ahanyféleképpen az 1, 2, ..., n+2 koziil 3-at
kivalaszthatunk. Szamoljuk most ezt meg a szerint, hogy a kivalasztott szamok koziil a kdzépso
mekkora. Legkisebb 2 lehet, ekkor nala kisebbet csak egy szam koéziil valaszthatunk, nala nagyobbat
n koziil. Ez éppen az (1)-es 0sszeg elsé tagja. Ha a kozéps6 szam 3. akkor nala kisebb 2 féle lehet,
nala nagyobb n—1 féle, ez éppen (1)-ben a masodik tag és igy tovabb. A torténet vége, hogy a kozEépso
szam éppen n+1, ekkor nala kisebb n féle lehet, nala nagyobb csak egy. Ez lesz az utolso tag.

20. Hatarozzuk meg minél ligyesebben a kovetkezo 0sszeg értekét:

e G-

Megoldas:

Alkalmazzuk az el6z6 feladat harmadik megoldasaban bemutatott triikkkot. E szerint a keresett 6sszeg
éppen azt mondja meg, hanyféleképpen valaszthatunk ki 8 szamot az 1, 2, 3, ... , 12 szamok koziil.

o 12
Ez egyrészt a jol ismert g

Masrészt szamoljunk 0gy, hogy a negyedik legnagyobb elem értéke szerint megyiink sorba. Ez
legkisebb 4 lehet, ekkor nala kisebb 3 szam koziil 3-at kell valasztani, a nala nagyobb 8 koziil pedig

. 3\ 8
4-et. Igy kapjuk a kérdéses Osszeg elso tagjat: [3}(4) .

Ha a negyedik legnagyobb az 5, akkor a nala kisebb 4 szam koziil 3-at kell valasztani, a nala nagyobb

’ 4\ 7
7 kozil pedig 4-et. Igy kapjuk a kérdéses Gsszeg masodik tagjat: (3}(4) .
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Ezt folytatjuk, végiil a a negyedik legnagyobb az 8, akkor a nala kisebb 7 szam koziil 3-at kell
vélasztani, a nala nagyobb 4 koziil pedig 4-et. {gy kapjuk a kérdéses osszeg utolsé tagjat. Tehat:

T e

Szandékosan irtam mindkét feladatban inkabb kis konkrét szamokra az Gsszeget. Igy kevésbé riasztd
¢és konnyebben atlathaté a didkoknak. Késdbb fel fogjak ismerni majd az altaldnos alak mogott rejlo,
most elokészitett gondolatot. Az el6z6 két feladatban szerepld azonossagok tomor altalanosabb alakja:

S} w36

21. Tgazoljuk a kivetk " b _n-k+df 0
. tkezo agot:
£azZ0lJukK a KOVetKez0 azonossago k k k 1 k k _1

Megoldas:

, n
Ebben a feladatban semmi kiilondsebb érdekesség nincs. Irjuk fel el6szor (kj-t, ¢és nézziikk meg

figyelmesen. A konnyebb szemléltetés kedvéért most is egy konkrét példan mutatom meg, mi is

ol 9) 9.8.7-6 ot e 1o Ny
torténik. Legyen n=9, k=4, ekkor: 4 = m . A nevez6bdl kiemeljiik a 4-et, a szamlalobol

9) 9876 9876 9 8
4) 4321 4 321 4\3)

pedig elészor az elsd, aztan az utols6 tagot: [
9) 9.8:7-6 6 9-8.7 6 9
4) 4.3.2.1 4 3-2-1 4 3)
Pontosan ugyanigy kapjuk az altalanos esetben is, hogy :
ny_n(n=1} _n-k+1( n
k) klk-1 k k-1)

Maga a feladat igy nem tul Iélekemeld, de a kovetkezd, joval nehezebb példa megoldasat késziti eld.
Erdemes kombinatorikus igazolast is keresni!

22. Az L(90,5) lotto jatékban mekkora a negyedik legnagyobb szam varhato értéke?

2002. OKTV IILkategoria elsé fordulé 5. példa.  Javasolta Kiss Géza Tandr Ur.

Els6 megoldas:

A varhato értéket szépen esetvizsgalattal szamoljuk ki a klasszikus taton, kézben felhasznaljuk majd
az el6z0 feladatokban megtanultakat.
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A negyedik legnagyobb szam legkisebb lehetséges értéke a 4. Mekkora a valosziniisége, hogy egy
szelvényen a 4 legyen a negyedik legnagyobb szdm? Jo eset, ha kijeloljiik a 4-et, tovabba a nala
kisebb 3 szam koziil kijeloliink 3 szamot, a nala nagyobb 86 szam koziil kivalasztunk 1-et. Az Gsszes
esethez mind a 90 koziil valasztunk ki 5-6t. Eddig ez:

3) (86
31
90)
5
Most haladunk tovabb. Mekkora a valdsziniisége, hogy egy szelvényen az 5 legyen a negyedik
legnagyobb szam? J6 eset, ha kijeloljiik az 5-6t, tovabba a nala kisebb 4 szam koziil kijeloliink 3
szdmot, a nala nagyobb 85 szam koziil kivalasztunk 1-et. Az Osszes esethez mind a 90 koziil
valasztunk ki 5-6t. Ugyanigy haladjunk tovabb! A legutols6 esetben a negyedik legnagyobb szam a

89, a nala kisebb 88 szdm koziil kijeloliink 3 szamot, a ndla nagyobb 1 szam koziil kivalasztunk 1-
et. A kérdéses varhato érték a kovetkezo lesz:

(1) 4.@.@+5.@.@+6.@.g}7.@.[813j+...+89.(838j@.

Foglalkozzunk a szamlaloval. Elészor bévittink %—del, majd az el6z6 feladatban igazolt azonossag

T W I
LOEOBDLOE- 200
(ORI

A kapott eredmény a 20. feladat segitségével jol atlathatd. Ez nem mas mintaz 1, 2, ... , 91 szamok
koziil kivalasztani 6-ot! igy jelentdsen egyszertisodik (1):

L O WG Q) GHE) = G (6],
Y Y

6-5-4-3-2.1 =2-91:603
90-89-88-87-86 3 '

5.4.3.2-1

A feladatot megoldottuk, a keresett varhato érték 182/3.
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Masodik megoldas:

Csoka Endrétdl hallottam a kdvetkezé gondolatmenetet. Vegyiink egy kort és rajta egy szabalyos 91
sz0g csucsait. Sorsoljunk ki ezek koziil 6-ot, ezeket kijeloljiik. A kijeldlt cstcsok koziil kisorsolunk
egyet. Legyen ez a 0 és innentdl kezdve megszamozzuk az dsszes csucsot 1-t61 90-ig. A tovabbi 6t
kijelolt cstics lesz az 6t kihuzott lottészam. A kérdés az, hogy a 0 és a negyedik kijelolt kozotti iv
varhatoan milyen hosszi lesz. Szerencsére a matematikaban demokracia uralkodik, barmely két
szomszédos kijeldlt csucs kdzott atlagosan ugyanakkora lesz a tdvolsag, mégpedig éppen 91/6. Ebbol

4-et véve megkapjuk a feladat kérdésére a valaszt.

23. Az L(n,k) jatékban mekkora a valoszintisége, hogy éppen m talalatunk lesz?
Megoldas:
Az 0sszes eset szama nyilvan (Z), ez keriil majd a nevezobe. A j6 esetek szamahoz tekintsiik el6szor

a k darab nyerd szamot, ezek koziil kell valasztani m darabot, erre (11:1) lehetdségiink van. Ettol

n—k

fiiggetleniil a nem nyer6 n-k szam koziil kell valasztani k-m darabot, erre ( K —m

) lehetdségiink van.
Ezek szorzata keriil a szamlaloba, a keresett valoszinliség:
k\(n—-k
(m) (k—m)
e Sl
()
Zarjuk a feladatsort tiizijatékszertien két feladattal, melyekben tobb apro kérdést tesziink fel a szokasos

magyar totd T(13,3) és lottd L(90,5) jatékok esetén. A feladatok dnmagukban is jol hasznalhatok oran,
szakkoron €s inspiralhatnak tovabbi kérdéseket.

(' 24. Totézunk, 13 mérkézés eredményére lehet tippelni a szokasos 1,2,X tippekkel.
(2) Mekkora a valdsziniisége, hogy a nyerd tipposzlopon lesz X?
(b) Mekkora a valdsziniisége, hogy a nyer6 tipposzlopon lesz X és 1 is?

(c) Mekkora a valdsziniisége, hogy a nyerd tipposzlopon lesz egymas mellett két azonos eredmény?

L (d) Mekkora a valosziniisége, hogy a nyerd tipposzlopon paros sok 2-es lesz?

Megoldas:
Az 8sszes lehetséges tipposzlop szama 3%, Minden esetben ez keriil majd a nevezdbe.

(@) Szamoljunk komplementer modszerrel. Ha nincs X, akkor minden tipp 2 féle lehet, igy ezek
szama 2. A kérdéses valoszinliség tehat

(b) Tudjuk, hogy 2'2 azon szelvények szdma, amiken nincs X és hasonléan ugyanennyi, amiken
nincs 1-es. Ezeknek a metszetében egyetlen szelvény van, amin minden tipp 2. gy a keresett
valdszinliség

313 _ 213 _ 913 1 q
313
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(©)

(d)

Ha nincs két szomszédos azonos eredmény, akkor az els6t szabadon valaszthatjuk, ez 3 féle lehet.
3-212

Ezt kovetden mindig két lehetéség marad, igy a kérdéses valosziniiség 1 — —-.
3

Megadunk két gondolatmenetet is. Az elsé a 2-esek szama szerint veszi sorra az eseteket.
Kivalasztjuk, mely mérkdzés eredménye legyen a 2-es, a tobbi eredmény pedig lehet 1 vagy X,
azaz 2 lehetéségiink is van mindegyiknél. Lehet O darab 2-es, ilyenbdl 222 lehetséges tipposzlop

van. Lehet 2 darab, ilyenbél (123) - 211 van. Lehet 4 darab, ilyenbdl (143) - 2% van. Igy tovabb

haladva a keresett valosziniiség

213 + (123) . 211 + (143) . 29 + (163) . 27 + (183) . 25 + (1(3)) . 23 + (13) -2
313

Masik érvelésiink a kovetkezd. n mérkdzés esetén a paros sok 2-est tartalmazoé szelvények szamat
jelolje a(n), a paratlan sok 2-est tartalmazé szelvények szamat jeldlje b(n). Kis n-re ezeket
konnyli attekinteni, az értékek a(1)=2, b(1)=1; a(2) =5, b(2)=4. Most teljes indukcidval
bizonyitjuk, hogy a(n)=b(n)+1. Az indukcié kezd6 1épésével n=1-re mar végeztiink is. Az
indukcios 1épés elokészitéseként gondoljuk meg, hogy kaphatjuk meg a(n) és b(n) ismeretében
a(n+1) és b(n+1) értékét. a(n+1)-et megkapjuk, egyrészt ha az elsé n mérkbézés soran paros sok
2-es volt és az utolsd mérkdzés 1, vagy X, masrészt ha az elsé n mérk6zés soran paratlan sok 2-
es volt és az utolsd mérkézés 2-es. Igy a(n+1)=2a(n)+b(n). Hasonld érveléssel kapjuk, hogy
b(n+1) =2b(n)+a(n). Ezzel az indukcids 1épést is megkaptuk, hiszen ha a(n)-b(n)=1, akkor
a(n)-b(n)=a(n+1)-b(n+1)=1. Mivel a(n)+b(n)=3", ezért a keresett valdsziniiség
3B +1

2.313'

Tanulsadgos Gsszevetni a két gondolatmenet eredményét és algebrai uton is igazolni, hogy ezek

\_

(25. Lottézunk, az 1,2,...,90 szamok koziil valasztanak ki 5 nyer6 szamot.

egyenlok.
\

(@) Mekkora a valosziniisége, hogy a nyerd szamok kozt lesz az 1?

(b) Mekkora a valosziniisége, hogy a nyer6 szamok kozt lesz az 1 vagy a 2?

(c) Mekkora a valdsziniisége, hogy ha a nyer6 szamok kozt lesz az 1, akkor a 2 is?

(d) Mekkora a valdsziniisége, hogy a nyer6 szamok kozt nincsenek szomszédos szamok?

(e) Mekkora a valosziniisége, hogy minden nyerd szam paros?

(f) Mekkora a valosziniisége, hogy a nyeré szamok dsszege paros?

(g) Mekkora a valdsziniisége, hogy a nyer6 szamok kozt tobb a paros, mint a paratlan?

. . , 90
Az sszes szelvény szama (

Megoldas:

P ), ez keriil majd a nevezdbe.

(@) Az 1 nyer6, a tobbi 4 nyerd szamot 89 szam koziil valaszthatjuk, igy a keresett valoszintiség

G)_s_1
(950) 90 18
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(b) Az imént kapott eredménybdl kovetkezik, hogy ugyanigy jarhatunk el, ha a 2 nyerd szam. Ha
az 1 és a 2 is nyerd, akkor a tobbi 3 szamot 88-bol valaszthatjuk, igy a keresett valosziniiség

89 89 88
(4)+(4)_(3)
90 '
(5)
Ugyanezt szamolhatjuk a komplementer modszerrel is, az 6sszesbdl azt kell kivonnunk, amikor
az 1 és 2 kozil egyik sem szerepel, igy az 5 nyerd szamot 88 koziil valaszthatjuk. Ebbdl a
gondolatmenetbdl az eredmény ugyanannyi, csak mas alakban adodik:
(5)
1--22,
(5)
5
(c) Ennek az eseménynek a komplementere az, hogy az 1 nyerd szam, de a 2 nem, igy a maradék 4
nyer6 szam 88 féle lehet, az eredmény
(%)
4

)
5
(d) Ha egymas mellé leirjuk az 1,2,..,90 szamokat és a nyerd szamokat pirossal, a tobbit zolddel
bekarikazzuk, akkor az esetek megszamolasat inditsuk azzal, hogy magunk elé képzeliink 85
z01d karikat. Pirosak nem keriilhetnek egymas mellé, igy azok csak két zold kozé, vagy a zold
karikak valamely végére kerlilhetnek. Van két vég és a 85 zold karika kozott 84 hely, igy az 5
piros szamara 86 hely adodik. A kérdéses valdszintiség tehat

(5)

90
(5)
(e) A nyer6 szamokat 45 szam koziil valaszthatjuk, igy a valasz

(5)

%)

(f) Megadunk két gondolatmenetet. Az els6ben a szerint nézziik az eseteket, hogy hany paros van
a kihuzott szamok kozott. Paros sok paratlannak kell lennie, azaz 0,2,4 paratlant htizunk a 45

paratlan szam koziil és mindegyiknél rendre 5,3,1 parosat hiizunk az ugyancsak 45 paros koziil
igy az eredmény

45\ (45 45\ (45 45\ (45

() () +G)E)+G)E)

(5)

A masik gondolatmenet triikkds. Szelvényeinket allitsuk parba. A szamegyenes 1,2,...,90

pontjain kijeldljik az 5 valasztott szamot, majd ezt kozéppontosan tiikrozziikk a 90 pont
kozéppontjara, a 45.5-re. gy példaul az 1, 4, 10, 34, 77 szelvény parja a 90, 87, 81, 57, 14 lesz.
Mivel az x szam tiikr6zésébdl 91-x lesz ezért minden szam paritast valt. igy minden szelvénynek
a parja olyan, hogy azon éppen ellentétes a szamok 6sszegének paritasa. Mivel a kozéppont nem
egész, ezért nem lehet olyan szelvény, aminek énmaga lenne a parja. Igy a feladatra valaszként
az Ys-et kaptuk.
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(9) Ismét két utat mutatunk. Ha t6bb a paros, akkor ezek szdma lehet 3,4 vagy 5. Az eseteket sorra

véve, a valasz
45\ (45 45\ (45 45\ (45
()@ +EC)E)+B)E)
(5)
5
Masik érvelésiink az (f) —ben latott tiikr6zést hasznalja. Minden szelvényt parba allitottuk egy
masikkal tgy, hogy amennyiben az egyiken a paros-paratlan arany n:k, akkor a parjan éppen

k:n. Igy lathatjuk, hogy ugyanannyi szelvényen van tobb paros, mint amennyin tobb pératlan,
ezért a valoszinliség ujra '%.

A szerencsejatékok rengeteg matematikai kérdést vetnek fel, ezekbol valogattunk izelitot. Remélem az
olvaso talalt maganak 1j otleteket, szép gondolatmeneteket és sikeriilt a téma iranti érdeklodést ez altal
is fokozni. A kérdéseken kicsit valtoztatva, 01j problémaékat felvetve batran tovabb lehet 1épni, ehhez
kivanok sok fantaziat és jo fejtorést!

Budapest, 2018 szeptemberében Dobos Sandor
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