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Arany, aranyos kovetkeztetések, szazalékszamitas

. Mit érdemes tudnunk ebben a témakorben?

1. Téortrész fogalma

a) Az egész mennyiség ismeretében Kiszamitjuk a tortrészt:
54 kg ; része 54:9 = 6 kg.

Az M mennyiség 5 -ad része M:q = %.
2700 Ft-nak az g része 2700:9 - 5 = 2700 g = 1500 Ft.

., .M
Az M mennyiség s -ad része 7 P= M - Z.

b) Ismerjiik a tortrészt, kiszamitjuk az egészet:
Ha az auto6 aranak % része 820 000 Ft, akkor az autd ara 820 000- 5 =4 100 000 Ft.
Ha az M mennyiség q -ad része A, akkor M = A - q.

Ha az ut g része 16 km, akkor a teljes Gt hossza 16:2 -5 = 16:% =16-==40km.

N | u

Ha az M mennyiség s -ad része A, akkor M = A:p-q = A:s =A -%.
c) Egy mennyiségrol eldontjiik, hogy hanyad része a masiknak:
Ha a 280 oldalas konyvbdl elolvastunk 160 oldalt, akkor a konyv % = ; részét olvastuk el.

., A .
Az A mennyiség a B-nek 5 ed része.
Két mennyiség aranya, aranypar

4

a) Egy terem két oldalanak aranya 12 m:15m = 12:15 = 4:5 = o

Két mennyiség aranyat a hanyadosukkal hatarozzuk meg.

Tobb mennyiség aranyat is megadhatjuk. Ha a: b: ¢ = 2:4:7, akkor az a mennyiség fele, a b
mennyiség negyede €s a ¢ mennyiség hetede egyenld. llyenkor valaszthatunk tigy egységet (x),
hogy a = 2x; b = 4x; c = 7x Osszefliggés teljesiiljon.
b) A 14:35 = 2:5 tipusu Osszefliggéseket aranyparnak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy g = %
Aranyos osztas

Ha 35000 Ft-ot Péter és Pal kozott 3:4 ardnyban szeretnénk elosztani, akkor a 35 000 Ft-ot
3 4+ 4 = 7 részre osztjuk és Péter kap 3 részt, Pal kap 4 részt.

35000:7 = 5000, Péter kap 3 -5 000 = 15 000 Ft-ot, Pal kap 4 - 5 000 = 20 000 Ft-ot.

Ha az M mennyiséget p: g aranyban osztjuk fel, akkor az egyik rész :TZ , a masik pedig ;WT'Z.



4. Egyenes aranyossag

1 kg alma ara 350 Ft. Ha 2 kg-ot vesziink, akkor 700 Ft-ot, ha 5 kg-ot, akkor 1750 Ft-ot fizetiink. A
kifizetett O0sszeg €s a vasarolt alma mennyiségének a hanyadosa mindig 3501]:—;. Ha kétszer,

haromszor,... annyi almat vesziink, akkor kétszer, haromszor ... annyit fizetiink érte. A fizetett
Osszeg €s a vasarolt alma mennyisége egyenesen aranyos.

Két mennyiség egyenesen aranyos, ha az Osszetartozod (nullatdl kiilonbozo) értékek hanyadosa
allando.

5. Forditott aranyossag

Egy kirdndulason az autobusz koltsége 200 000 Ft. Ha a kirdndulason 50 ember vesz részt, akkor
egy fére 4 000 Ft jut, ha 40 ember, akkor 5 000 Ft, ha 25 ember, akkor 8 000 Ft lesz egy ember
buszkoltsége. A résztvevok szamanak és az egy fore esé buszkoltségnek a szorzata mindig
200 000 Ft. Ha kétszer, haromszor,... annyian kirandulnak, akkor feleannyi, harmadannyi ... lesz
az egy fore esO buszkoltség. Azt mondjuk, hogy a résztvevok szama és a buszkoltség kozott forditott
aranyossag all fenn.

Két mennyiség forditottan aranyos, ha az 6sszetartozo értékek szorzata allando.

6. Alap, szazaléklab, szazalékérték

a) A szazalék szazadrészt jelent. Példéul 32% = —= = 0,32,

b) 4800 Ft-nak a 32% -a 4800 -nak a %része, 4800-0,32 = 1536 Ft.

A 4800 Ft-ot alapnak, a 32% -ot szazaléklabnak, az 1536 Ft-ot szazalékértéknek nevezziik.

Az M mennyiség p %-a M - %.
¢) Arengedmény

Ha egy 4800 Ft-os po6lét 30% arengedménnyel vasarolhatunk meg a nyari vasarban, akkor
70%-ot kell fizetniink, tehat az akcios ar 4800 - 0,7 = 3360 Ft.

Ha az M arat p% -kal leértékelik, akkor az 0j ar M - (1 - %)-

d) Aremelés

Ha a 380 Ft-os literenkénti benzinarat 5%-kal emelik, akkor az eredeti ar 105%-at kell
fizetniink, tehat az aremelés utan 380 - 1,05 = 399 Ft/liter lesz a felemelt benzinar.

Ha az M érat p% -kal emelik, akkor az 0j &r M - (1 + %).

7. Keverékek osszeallitasa

Ezekben a feladatokban az a lényeges gondolat, hogy az alkotoelemek mennyisége az 9sszedntés,
Osszekeverés soran OsszeSségében nem valtozik. Erre a megmaradd mennyiségre irunk fel
egyenletet.

Ld. 9. kidolgozott feladat.



8. Kamatos kamat

A bankba betesziink 120 000 Ft-0t 5%-os évi kamatra. Ev végén ennek az 6sszegnek a 105%-at,
120 000 - 1,05 = 126 000 Ft-ot vehetiink fel. A kovetkezd évben mér ez az 6sszeg kamatozik. igy
példaul az 5. év végén 120 000 - 1,05° ~ 153 154 Ft-ot fog érni a pénziink.

(Ezt nevezziik kamatos kamatnak.)

n
Ha M 6sszeg p%- os évi kamattal kamatozik n évig, akkor az n-edik év végén M - (1 + %) lesz

az érteke.
9. Torlesztorészlet, jaradékszamitas

a) Ha a banktol évi p%-0s kamatra felvett H forintot n év alatt fogjuk torleszteni, akkor a bank évi
vagy havi torlesztérészletet kér téliink. Ekkor két jelenséget kell figyelembe venniink: a
hiteliink a kamatnak megfelel6en évrél évre (honaprél honapra) né és évente (vagy havonta) a
befizetett torlesztorészlettel csokken. A futamid6 végén a tartozasunk 0 Ft lesz.

A 11. kidolgozott feladat megoldasa részletezi a torlesztorészlet kiszamitasanak modjat.

b) A bankban elhelyeziink H forintot. A pénziink p %-kal kamatozik évente. Ebbdl az Gsszegbdl
évente (havonta) felvehetiik egy bizonyos Osszeget. Mennyi ,,jaradékot” kaphatunk akkor, ha
pénziinket n év alatt akarjuk felhasznalni. (Esetleg lehet maradék is.)

A 12. kidolgozott feladat mutat példat arra, hogyan szamolhatjuk ki az éves jaradékot.

A 34.feladatban pedig azt lathatjuk, hogy egy erd6 novekedése és az éves fakivagas ugyanezt a
problémat adja.

Megjegyzés:
A torlesztOrészlet és a jaradék kiszamitasanak elvei azonosak. Leegyszeriisitve a torlesztorészletet

mi fizetjiik a banknak, a jaradékot a bank fizeti nekiink mikdzben kamatozik a rendelkezésre allo
pénzosszeg

A kovetkezo fejezetekben az emlitett problémakdrdkre talalunk feladatokat. Sokszor tobb modszert is
alkalmaznunk kell a megoldasokban felismerve a matematikai 0sszefliggéseket az adott szovegben.

A Kidolgozott feladatok fejezet 12 feladatban mutatja be a legfontosabb feladattipusokat ebben a
témakdorben.

A Gyakorlo feladatok fejezet feladatanyaga — 22 feladat — az elmélyitést szolgalja. Ezeket a feladatokat
onallo munkéra ajanljuk, ezért ebben a fejezetben csak a feladatok szdvege szerepel. A feladatok
szamozésa folytatja a kidolgozott feladatok szdmozasat, igy konnyebb hivatkozni a feladatokra. A
megoldasokat a Gyakorlé feladatok megoldasai fejezetben adjuk meg.



Kidolgozott feladatok

Egy iskola vezetése elrendelte, hogy a tanulok nadragszaranak hossza nem lehet kisebb, mint a
testmagassaganak egyotdde. Samu nadragszaranak iigyében vizsgalat indult, és az etikai bizottsag

megallapitotta, hogy ez éppen a megengedett minimum hosszanak > részével kisebb. S6t azt is

megallapitottak, hogy ha 3 cm-rel hosszabb lenne az a nadragszar, akkor még mindig 20% -kal
kisebb lenne, mint a minimalis megengedett hossz. Milyen magas Samu?

KoMalL 2018. januar; K 571

Megoldas:

. N x s
Samu magassaga x cm. Ekkor a nadragszar megengedett hossza S cm. Samu nadragjanak hossza
X 5

5, .
ennek az = része, tehat
7 5 7

= § A tovabbi feltétel szerint:

X x8_4x

AR TN
25x + 525 = 28x
3x =525
x =175
Samu 175 cm magas.
Ellenorzés:

A megengedett nadraghossz 175:5 = 35 cm. Samu nadragszaranak hossza 35 g =25cm. A
35 cm 80 %-a 35 0,8 = 28 cm, ami valoban 3 cm-rel nagyobb a 25 cm-nél.

Anton ¢és Blaziusz az apjuktol orokoltek egy foldteriiletet, amelynek % része Antonnak jutott.

. r 4 o o
Mindkét fit csak buzat és kukoricat termelt. Anton a sajat teriiletének S reszét iiltette be buzaval,

mig a két testvér altal miivelt teljes teriilet 0,3 részén termett kukorica. Blaziusz a sajat teriiletének
hanyadrészén termelt buzat illetve kukoricat?

ABACUS matematikai lapok; 2017. januar; C.1318

N\

Megoldas:

. . - 4 3., 4 12 .
Legyen a teljes teriilet T. Anton 6roksége ET’ ennek S részén, azaz ET o= 2—5T teriileten termel

buzat.

0,3T teriileten terem kukorica, igy 0,7T teriileten buza. Tehat Blaziusz az egész tertilet % T — g T=

22 .. , P 2
100 T teriileten termel buzat. Az 6 teriilete : T.

Y . w22 .2 22 5 _ 11 , a9,
Ez azt jelenti, hogy sajat teriiletének ET:ET = To0 2 = 7o Feszén termel buzat és g Tészén

kukoricat.




(. : - . ™
3. Egy 181 & térfogati csonkakup alapkdreinek r és R sugara, valamint az a alkotdja kozott az

r:R:a=4:11:25

arany all fenn.

Hatarozza meg a sugarak és az alkot6 hosszat!

Erettségi-felvételi feladatok 1997. majus 20. du.
J
Megoldas:

Az aranyoknak megfelelden vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

r=4x; R=11x; a = 25=x.

A csonkaktp térfogatahoz sziikségiink van a magassagra.

A csonkaktipot a tengelyére illesztett sikkal elmetszve ezt az abrat kapjuk.

D r =4z C
a = 25x
m
“ T
A E B
R=11x

BE = R —r = 7x. A BCE derékszdgii haromszogre felirjuk a Pitagorasz tételt:
m? + 49x? = 625x2
m? = 576x?

m = 24x.

A csonkagtla térfogatat kifejezziik x segitségével:

m
V= ET[(RZ + Rr +1?)

181m = 8xm(121x? + 44x? + 16x2)
181 =8-x3-181
1

x3 =

8
1
x—Z.

r=4x=2; R=11x=15,5; a=25x=12/5.
Tehat a két alapkor sugara 2 és 5,5 hosszusagegység, az alkoto pedig 12,5 hosszlisagegység.



{ A

4. Dolgozatiras kdzben Sanyi az 6rajara pillantva megallapitotta, hogy a dolgozatiras idejébdl 6tszor
annyi telt el, mint amennyi még hatra van. M perc mulva ez az arany mar 8. Mennyi az arany ujabb
M perc elteltével?

KoMal 1999. aprilis; C 537

Megoldas:
A dolgozatiras ideje T perc. Amikor 6tszor annyi id6 telt el ebbdl, mint amennyi még hatra van,

akkor a dolgozatiras idejébol ET 1d6 telt el, amikor az arany 8. akkor g T. A feladat feltétele szerint:

M_8T 5T_16—15T_1T
"9 6 18 187

Ujabb M perc elteltével gT + 1—18T = 1—;T a kezdéstol eltelt 1d6 és 1—18 T id6 van hatra. Tehat 17-szer

annyi id0 telt el, mint amennyi hatra van.

/5. Az abran lathato téglalapot 6t haromszogre bontottuk. A haromszdégekbe irt szdmok az adott\

haromszog négyzetcentiméterben mért teriiletét jelentik. Hany négyzetcentiméter az abran 1évo
sziirke haromszog teriilete?
32 28
36 10
(A4)8 (B) 12 (©) 14 (D) 18 (E) 20
\ Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007; 9. osztaly, megyei fordulo /

Megoldas:0

Ha két haromszog egyik magassaga azonos hosszasagu, akkor a teriiletek aranya megegyezik a
magassagokhoz tartozo oldalak aranyéval.

D 32e G 28e ©
32 28
36 10
A e 36¢ F 10e 8

Igy Tpge:Trc: Trpe: Terg = 32:28:10:36 = DG: GC: FB: EF, hiszen a kozos magassag a téglalap
BC oldala. Az aranyok alapjan hasznaljuk a DG = 32e; GC = 28e; FB = 10e; EF = 36¢ jelolést.
A téglalap szemben 1év6 oldalai egyenldk, DC = AB = 32e + 28e = 60e.



igy AE = 60e — 36e — 10e = 14e. Tygp:Tgpe = AE: EF = 14:36. Tehat Ty5p = 14 négyzet-
centiméter.

A helyes valasz a (C).

A lakasom és az iskola kozotti utat tizszer gyorsabban teszem meg autéval, mint gyalog. Ha ennek
az utnak az egyharmadat gyalog, a tobbit pedig autoéval tenném meg, akkor ehhez 24 percre lenne
szilkségem. Az Ut hanyad részét tettem meg gyalog, ha 9 perccel hosszabb ideig kozlekedtem,
mintha csak autoval utaztam volna?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1981; Kezddk, szakkozépiskola; Il fordulo

Megoldas I:

A sebesség és az ut megtételéhez sziikséges id6 forditottan ardnyos, ha a megtett Gt ugyanakkora. Az
autd sebessége tizszer akkora, mint a gyalogosé, igy az Ut megtételéhez az autonak tized annyi 1d6
sziikséges. Autdval t percig, gyalog pedig 10t percig tart az ut.

Az 0t egyharmada gyalog ITOt perc, a maradék kétharmada autoval % perc:

10t+2t—4t—24
3 3
t=6.

Tehat autdval 6 perc, gyalog 60 perc az 1t.

6 percnyi ,,autoval megtett” utat a gyalogos 60 perc alatt, azaz 54 perccel tobb id6 alatt teszi meg.
A feladat altal kérdezett esetben 9 perccel hosszabb az t, azaz az 54 perc hatodaval, igy az it egy
hatodat teszi meg gyalog.

Ellenorzés:

, 1, . . 1.5 . .
Az ut - részéta gyalogos 10 perc alatt teszi meg, az aut6 a maradék o részt 5 perc alatt, tehat valoban

Osszesen 15 percre van sziikség ilyen esetben.
Megoldas I1:

Azoknak, akik az el6z6 gondolatmenetet kétkedve fogadtak, adunk egy masik megoldast is.

A gyalogos sebessége v ——, az autd sebessége 10 - v — az it pedig s méter.
perc perc
Ha gyalog az ut egyharmadat teszi meg, a tobbit autoval, akkor a sziikséges id6 24 perc:

2s
3

+ = 24.

< |wl v

10v
Az egyenletet 30v-vel szorozva:
10s + 25 = 720v
12s = 720v
s = 60v.
Tegyiik fel, hogy a kérdezett esetben az ut x-ed részét teszi meg gyalog:

x-S 1—x)-s S
La-0s

v 10v 10v +9.




Hasznaljuk fel, hogy s = 60v:
60x+(1—x)-6=15
60x +6 —6x =15

54x =9
_1
x—6.

A I .
A kérdezett esetben az ut - Iesz8t teszi meg gyalog.

Egy folyo partjan az A és B varos 20 km-re van egymastol. Egy csonak A-bol B-be és vissza 10 ora
alatt tette meg az utat. Felfelé 2 km-t tett meg ugyanannyi id6 alatt, mint lefelé 3 km-t. Mekkora a
foly6 sebessége?

Kalmar Laszlo Matematikaverseny 2010; 8. osztaly, orszdagos dontd

Megoldas:

A feltételek szerint a csonak sebességének aranya felfelé és lefelé haladva a folyon 2:3.
Ugyanakkora megtett Ut esetén a sebesség és az id6 forditottan aranyos, igy az AB tavolsag
megtételéhez sziikséges id6 aranya felfelé és lefelé haladva 3:2. Felosztjuk a 10 o6rat 3: 2 aranyban:
10: (3 + 2) = 2;az egyik rész 2-3 = 6 6ra, a masik rész 2-2 =4 oOra. Tehat a hajo az AB
tavolsagot a folyon felfelé 6 ora alatt, lefelé 4 Ora alatt teszi meg. A hajo sebessége felfelé % km/h,

lefelé 22 = 2% km/h.
4 6

Ha a hajo allovizben mért sebesége v, a folyo sebessége c, akkor a folyon felfelé haladva a sebessége

v—c=2 kmh; lefel¢ haladva v+c == km/h. A két érték kiilonbsége, —km/h, a folyo

sebességének kétszerese.

Ezek alapjan a folyo sebessége g km/h. (A hajo sebessége pedig allovizben % km/h.)

Egy sportcipé 15%-kal dragabb, mint egy farmernadrag. Hany szazalékkal olcsobb a farmernadrag,
mint a sportcip6?

Megoldas:

Ha a farmernadrag éra f forint, akkor a sportcip6 ara 1,15f. Ekkor a farmernadrag éara a sportcipd

aranak az —L— = 220 = 20 450 20 0,87 = 87%, ezért a farmernadrag =~ 13%-kal olcsdbb, mint
1,15f 115 23 23

a sportcipo.

Az egyik élelmiszerboltban kétféle rostos dszibaracklé kaphato: az egyik fajtabdl 1,5 litert toltenek
egy dobozba, ennek gyiimolcstartalma 50%, a masik 1 literes kiszerelésii és 25%-0s
gyimolcstartalmi. Saci mindkét fajtabol egyet-egyet felbontott, és Gsszedntdtte egy haromliteres
kancsoba a vendégeknek. hany szazalék a keverék gyiimolcstartalma?

1
(A4) 30 (B) 33§ (€)35 (D) 40 (E) 45
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 11. osztdly, megyei fordulo




Megoldas:

Az els6 doboz gylimdlcstartalma 50%, tehat 0,75 liter. A masodik doboz 25%-os, igy 0,25 liter a
gylimoélcs van benne.

Ha 6sszeontjiik a két dobozt, akkor a 2,5 liter 6szibaracklében 0,75 + 0,25 = 1 liter gytimdlcs lesz,
igy % = 0,4 = 40%-0s szOorpot kapunk.

(D) ajo valasz.

Vs

10. Egy szakacs egy vordsboros szoszt f6z. A szdszba a beleval6 szilard (viz-mentes) dsszetevokon
kiviil csak vorosbort ont folyadékként, igy a teljes szoszmennyiség 12%-a alkohol és 80%-a viz. A
szoszt addig forralja, amig az Osszes alkohol elparolog beldle, a viz egy részével egyiitt. A sz6sz
mennyisége felére csokkent a forras soran. A kapott stirli szosznak hany szazaléka viz?

ABACUS matematikai lapok; 2017. november; C.1358

Megoldas:

Ha a sz6sz mennyisége kezdetben m, akkor 0,12m alkoholt, 0,8m vizet és 0,08m szilard anyagot
tartalmaz. A forralds utdn a szdsz mennyisége 0,5m lesz, benne a szildrd anyag mennyisége
valtozatlanul 0,08m, tehat 0,42m viz maradt, ami a 84%-a a 0,5m mennyiségii szosznak.

11. 500 000 Ft aruhitelt vettiink fel 3 évre. A hitelintézet évi 20%-0S kamatot szamitott fel. A torlesztést
az els6 honap végén kezdjiik. Mekkora lesz a havi torlesztérészlet?

Megoldas:

A torlesztorészletet jeloljik x-el. A havi kamat % =3 %. Az els6 honap végén a tartozasunk a felvett

. 5 1 _ 5 1 et
hitel (1 +3 ﬁ) -szorosa lesz. Bevezetjikag =1 + 3 Too © 1,016667 jelolést.

Az els6 honap végén 5000 000 - g értekbdl torlesztiink x Ft-ot, igy tartozasunk a masodik honap
elején 5000 000 - g — x Ft.

A tartozasunk a masodik hoénapban hasonléan kamatozik, (5000000 q —x)-q 0Osszegbdl
torlesztiink, igy a tartozasunk értéke a harmadik honap végén:

(500000-q—x)q—x="500000-q%—x-q—x.

Ugyanigy gondolkozva a 3.€v végén, 36 honap mulva a tartozasunk:

500000 3¢ —x-q%° —x-¢3* - —x-q—x.
Akkor torlesztettiik a hiteliinket, ha ez az 6sszeg 0:
500000-q3° —x-q*® —x-¢3* - —x-q—x=0
Felhasznaljuk a mértani sorozat 6sszegképletét:
36 __ 1
500 000- g3 =x-
qg-—1

Helyettesitsiik be g kozelitd értékét:
906 575 = 48,7881x
x = 18581.

A havi torlesztérészlet ~ 18 600 Ft lesz.




Megjegyzés:
Erdemes meggondolni, hogyan szamolnank az alébbi feladat esetében:

500 000 Ft aruhitelt vettiink fel 3 évre. A havi torlesztorészlet 18 600 Ft. A torlesztést az elsé honap
vegen kezdjiik. A hitelintézet évi hany szazalék kamatot szamitott fel?

Ugyantgy gondolkozhatunk, mint az eldbb, ezt az 6sszefliggést kapjuk:

q36_1

500 000 ¢3¢ = 18600 -

Atrendezve egy 37-edfoku egyenletet kapunk g-ra:
500 000 - ¢3¢ - (g — 1) = 18 600 - (¢3¢ — 1)

Ennek a megoldasat csak kozelité modszerekkel kisérelhetjiik meg.

12. Mekkora 0sszeget helyezziink el a bankban évi 6%-os kamatra, ha a kdvetkezé 10 évben minden
év végén 240 000 forintot szeretnénk felvenni errdl a betétrol?

Megoldas:

M forintot helyeziink el a ciklus elején. Jeloljiikk a,-nel az n-edik év végén, a 240 000 forint felvétele
utdn a betétiinkdn maradt pénzt.

Az els6 évben kamatozik a betett pénziink és az év végén felvesziink 240 000 forintot, igy a bankban
az elso év végén a betétiink értéke:

a; = M-1,06— 240 000 forint.
A masodik évben ez az 6sszeg kamatozik, és ebbdl vesziink ki tjra 240 000 forintot, marad:
a, = (M-1,06 — 240 000) - 1,06 — 240 000 = M - 1,06% — 240 000 - 1,06 — 240 000.
A 3. év végén:
as; = (M -1,06%> — 240 000 - 1,06 — 240 000) - 1,06 — 240 000 =
=M -1,06% — 240000 - 1,06 — 240 000 - 1,06 — 240 000.
Tovabb ugyanigy gondolkodva az n-edik év végén:
a, = M-1,06" — 240 000 - 1,06™"1 —--—240 000 - 1,06 — 240 000 =
=M -1,06" — (240 000 - 1,06™ 1 + --- + 240 000 - 1,06 + 240 000).
A mértani sorozat dsszegképletét hasznalva:

1,06" — 1

= M- 1,06" — 240 000 - ————.
ay 06" — 240 000 =

Azt az M érteket keressiink, amire a;o = 0:
10 _ 1

M -1,061° — 240000 1'0— >0
1,06 -1 —

10 _
M > -

> a1 ~ 1766 421.
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Tehat ezresekre kerekitve legalabb 1 767 000 forintot kell a betétiinkben elhelyezni. A 10 év alatt
ezért 2400 000 forintot vehetiink fel.

Megjegyzés:
Erdemes meggondolni, hogyan véltozik ez az dsszeg, ha év elején vessziik fel a 240 000 forintot.
Legyen b,, az n-edik év végén a betétiink értéke:
by = (M —240000)-1,06 =M -1,06 — 240 000 - 1,06.
b, = (b; —240000)-1,06 = M - 1,062 — 240 000 - 1,062 — 240 000 - 1,06
Es igy tovabb:
b, = M -1,06™ — (240 000 - 1,06™ + 240 000 - 1,06™ 1 + --- + 240 000 - 1,06) =

=M -1,06™ — 240 000 - 1,06 1,067 — 1
N ’ ’ 1,06 — 1

Most a b1g = 0 egyenl6tlenség megoldasat keressiik:

10_1

M -1,061° — 240000 1,06 - L =0
1,06 -1

1,061° — 1

M >
- 1,0610

~ 1872406

Tehat ezresekre kerekitve legalabb 1 873 000 forintot kell a betétiinkben elhelyezni ilyen feltételek
mellett. Ez az érték 6%-kal magasabb, mintha az év végén vessziik fel a 240 000 forintot.
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13.

14.

15.

16.

17.

Gyakorlo feladatok

Sari, Kati ¢s Zso6fi ugyanolyan konyvet szeretnének vasarolni. Sari pénzébdl azonban hianyzik a
konyv aranak az % része, Kati pénzEébdl az i része, Zsofi pénzébdl pedig az % része. Ha a konyv 470
Ft-tal olcsobb lenne, akkor a harmojuk pénzét teljesen elkdltve éppen harom darabot tudnanak venni.
Hany forintba keriil a konyv?

ABACUS matematikai lapok; 2006. november; C.745

Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne 1év6
pénz 6tddét, €s a masodikba tessziik. Ezutan a masodikbol vessziik ki a benne 1évo pénz 6todrészét,
¢s a harmadikba tessziik, és igy tovabb. Utoljara az 6todik erszényben 1évo pénz 6todét vettiik ki, és
az elsd erszénybe tettiik. gy végiil mindegyik erszényben 1600 Ft lesz. Mennyi pénz volt eredetileg
az erszényekben?

Kalmar Laszlo Matematikaverseny 2010; 7. osztaly, orszdagos dontd

Az internetrél egy 1,5 MB-os f3jlt toltiink le a szamitogépiinkre. A miivelet sordn a program a
letoltés addigi atlagos sebessége alapjan folyamatosan megbecsiili a még hatralevé id6t. A
képerny6re pillantva azt latjuk, hogy a fajlnak pontosan a felét mar letoltotte a program, s ekkor a
miveletbdl hatralévo id6t pontosan 2 percre becsiili. Ezutdn barmely t id0 elteltével azt tapasztaljuk,
hogy (a haldzat leterheltsége miatt) még mindig 2 percet ir ki a program a f4jl letdltésébdl hatralévo
idoként. Adjuk meg t fiiggvényeként a fajl mar letoltott részének méretét.

KoMal 2003. november; C 736

Hamupipékének egy zsak lencsével Osszekevert babot kellett szétvalasztania. A lencse és a bab
tomegének az aranya 2: 3 volt. Hamupipoke mostohajanak ugy tiint, hogy kevés a lencse, ezért még
2 kg lencsét a zsakba szort. igy a lencsének a babhoz valo aranya annyi lett, mint amennyi a bab
aranya volt a lencséhez.

Végiil hany kg lencsét és hany kg babot kellett Hamupipokének szétvalasztania?
Varga Tamads Matematikaverseny 1994/95., 7.osztaly, 3.fordulo

Harom réten tehenek legelnek, a rétek teriiletének aranya 4:5:6. Az elso, legkisebb réten 6 tehén 12
napig tud legelni, a masodikon 7 tehén 20 napig. A harmadik, legnagyobb réten hany napig tud
legelni 12 tehén?

Mindharom réten kezdetben egyforma magas volt a fii, a réteken egyforma gyorsan, egyenletesen
no a fii, és a tehenek megeszik mindazt a fiivet, ami a réten volt, amikor odaérkeztek, és azt is, ami
addig nétt, amig ott legeltek.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2015/16; Kezdok I-11. kategoria; I1. fordulo

Kezdok IlI. kategoria; I. fordulo
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18. Az abran lathato téglalapot az AB szakasz két olyan részre osztja, amelyek teriiletének arany 2: 9.
Mennyi az x és y szakaszok hossziisaganak aranya?
r B Y

(A) 2:9 (B) 2:7 (€)4:7 (D) 4:9 (E)5:9
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 9. osztaly, megyei fordulo

19. Pistiék lakasaban 23 fokos a levegd homérséklete. Pisti este 9 orakor véletleniil lekapcsolta a
lakasfiitésiiket. Amikor sziilei észrevették, visszakapcsoltak, de csak a lekapcsolast kovetd napon
este 6 orakor lett ismét 23 fok a lakasban. Ha nincs fiités, akkor harom oranként fél fokot csokken a
hémérséklet, ha van flités, akkor kétdranként 1 fokot emelkedik. Mikor kapcsoltak vissza a flitést
Pisti sziilei?

ABACUS matematikai lapok; 2013. december; C.1145

20. Két autobusz indul ugyanabban az idépontban ugyanazon az uton, az egyik Piripocsrol Nekeresdre,
a masik ellenkez6 iranyban, Nekeresdrdl Piripocsra. A buszok sebessége allando, az aranyuk 6:5, az
a gyorsabb, amelyik Piripocsrdl indul. Az ut mentén minden kilométernél van egy kilométerkd.
Megérkezéskor a buszok pontosan 30 percig varakoznak, majd ugyanazon az tvonalon indulnak
vissza, igy kozlekednek egész nap a két varos kozt oda-vissza. Masodszor a 156-os kilométerkénél
talalkoznak, harmadszor pedig a 128-asnal.
Hanyadik kilométerkénél lehetett az elsé talalkozas? Hanyadik kilométerkénél lehet a piripocsi
buszmegallo?

OKTV 2017/2018, II. kategoria, I. fordulo

21. Egy képkereskedésben a képek keretének ara egyenesen aranyos a benniik 1évd festmények
értékével. A keresked6 annak érdekében, hogy bizonyos képek ara kozotti kiillonbséget csokkentse,
felcserél egymassal két-két keretet. Az egyik esetben az a kép, amely Otszor annyiba keriilt, mint a
masik, kereteik felcserélése utan mar csak haromszor annyiba keriil. Hogyan modosul a ,, Té¢li t4;"
¢és a ,,Falu rossza" c¢. képek arainak aranya, ha kereteik felcserélése eldtt a ,, Téli taj" kilencszer
annyiba keriilt, mint a ,,Falu rossza"?

KoMalL 2001. december; C 650

22. Egy eredetileg 112 000 forintba keriil6 hiitészekrényt egy akcio keretében 95 200 forintért arulnak.
Hany szazalékkal alacsonyabb az akcios ar az eredeti arnal? Megoldasat részletezze!

Koézépszintii érettségi 2018. mdjus 8.

23. Egy keresked6 egy terméket 20%-o0s arengedménnyel arul, és a beszerzési arhoz képest még igy is
20%-os a haszna. Hany szazalékos volt a haszna az arleszallitas elott?

ABACUS matematikai lapok; 2013. szeptember; C.1124
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24. Andras és Ferenc egy szakasz hosszat becsléssel allapitja meg. Ha Andras 10 %-al kevesebbre

25.

26.

217.

28.

29.

becsiili, ugy eltaldlja a pontos értéket. Ha Ferenc becslése 10%-al tobb lenne, akkor 6 is eltalalné a
pontos értéket.

A két becslés melyikénél lesz a hiba abszolut értéke kisebb?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1979, Kezdok; I. fordulo

Egy arleszallitasi akcidoban egy eredetileg 4 200 000 Ft-os autét 2 310 000 Ft-ért adtak el
Ugyanebben az akcioban (ugyanennyi szazalékos engedménnyel) egy masik autot 146 000 Ft-tal
kevesebbért adtak el, mint a teljes dranak 3/5 része. Hany forintba keriilt eredetileg ez utébbi autd?

KoMaL 2007. december; K 147

A televizio miisordban koézvetitik az orszagos valasztasok szavazatainak feldolgozasat. A
valasztasokat minden korzetben az a jeldlt nyeri, aki ott a legtobb szavazatot kapta. Bejelentik, hogy
egy adott korzetben, ahol 3 jeldlt indult, a szavazatok 60 % -&nak feldolgozasa utan a kiértékelt
szavazatok az A, B, C jeloltek k6zott 80%, 15%, 5% aranyban oszlanak meg.

a) Allithatjuk-e biztosan, hogy az 4 jelslt megnyerte a valasztast?
b) Allithatjuk-e biztosan, hogy a C jelolt nem nyerheti meg a valasztast?

c) Hany szazalékat kellett volna feldolgozni az adatoknak ahhoz, hogy a megadott aranyu
szavazatallas mellett biztosan allithassuk, hogy az A jeldlt megnyerte a valasztast?

ABACUS matematikai lapok; 2002. szeptember; C.518
Anna két évre p%-os évi kamatra pénzt ad kolcson. Kata megkérdezi t6le, hogy mekkora a p? Anna
valasza: ,ha 11%-kal kevesebb kamatot kértem volna, akkor 21%-al tobb pénzt kellett volna

kolesonadnom, hogy két év mulva ugyanakkora Osszeget kapjak vissza, mint a jelenlegi feltételek
mellett”. Szamitsa ki p értékét!

Potirasbeli érettségi-felvételi feladatok 1999. junius 14. de.

Az iskolai karacsonyi vasarra késziilddve Blanka, Csenge és Dori feladata az volt, hogy kiilonb6z6
figurakat hajtogassanak szines papirbol. Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurdk kétheted részét
Dori készitette, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a) Szamitsa ki annak a valosziniiségét, hogy a 70 figura koziil véletlenszeriien kivalasztott két
figurat ugyanaz a lany készitette!

A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt kardcsonyfa, a Csenge altal készitett figuraknak 60%-a,
a Dori altal készitett figurdknak pedig 30%-a. Az els6 vasarlo a vasaron Blanka édesanyja volt; 6
megvett egy véletlenszertien kivalasztott karacsonyfa-figurat.

b) Hatarozza meg annak a valdszinliségét, hogy a figurat éppen Blanka készitette!

Emelt szintii érettsegi 2018. majus 8. (A feladat egy része)

A Kis csalad 700 000 Ft megtakaritott pénzét éves lekotésii takarékban helyezte el az A Bankban,
kamatos kamatra. A pénz két évig kamatozott, évi 6%-os kamatos kamattal. (A kamatlab tehat ebben
a bankban 6% volt.)

a) Legfeljebb mekkora dsszeget vehettek fel a két év elteltével, ha a kamatlab a két év soran nem
valtozott?
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30.

31.

32.

33.

A Nagy csalad a B Bankban 800 000 Ft-ot helyezett el, szintén két évre, kamatos kamatra.

b) Hany szazalékos volt a B Bankban az els6 év folyaman a kamatlab, ha a bank ezt a kamatlabat
amasodik évre 3%-kal novelte, és igy a masodik év végén a Nagy csalad 907 200 Ft-ot vehetett
fel?

€) A Nagy csalad a bankbol felvett 907 200 Ft-ért kiilonféle tartds fogyasztasi cikkeket vasarolt.
Hany forintot kellett volna fizetnilik ugyanezekért a fogyasztasi cikkekért két évvel korabban,
ha a vasarolt termékek ara az eltelt két év soran csak a 4%-os atlagos éves inflacionak
megfeleléen valtozott? (A 4%-os atlagos éves inflacid szemléletesen azt jelenti, hogy az el6z6
évben 100 Ft-ért vasarolt javakért idén 104 Ft-ot kell fizetni.)

Kozépszintii érettségi 2008. mdjus 6.

Egy arany-eziist 6tvozet 75%-a arany. Ez az otvozet 190%-kal értékesebb, mint a forditott
Osszetételli (25% arany, 75% eziist) 6tvozet.

a) Az arany egységara hanyszorosa az eziist egységaranak?
b) Hany %-kal kisebb az eziist egységara az aranyénal?

Erettségi-felvételi feladatok 1997.mdjus 21. de.

Egy tartalyba egy csapon at 600 liter/perc sebességgel 30%-o0s szorp 6mlik. Haromnegyed ora
mulva egy masik csapot is megnyitnak, ezen 40 %-os szorp folyik be, 800 liter/perc sebességgel.
Mennyi id6 mulva lesz a tartalyban a szorp 35 %-0s?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1984, Kezdok; 1. fordulo

Egy edényben egy liter bor, egy masikban egy liter viz van. Az els6 edénybdl atontiink egy decilitert
a masodikba, 6sszekeverjiik, majd a keverékbdl egy decilitert visszadntiink az els6 edénybe.

Szamitsuk ki az elsé edényben 1év6 bor mennyiségének hatarértékét, ha a fenti eljarast végtelen
sokszor ismételjiik! (Az egyes atontések soran tokéletes keveredést tételeziink fel, és az eljaras soran
nincs folyadékveszteség.)

OKTV 1978/1979, daltalanos tantervii osztalyok, I1. fordulo

Egy bank olyan hitelkonstrukciot ajanl, amelyben napi kamatlédbat szamolnak ugy, hogy az adott
hitelre megallapitott éves kamatlabat 365-tel elosztjak. Egy adott évben a hitelfelvételt kovetden
minden napra kiszamoljak a napi kamat értékét, majd ezeket december 31-én Osszeadjak és csak
ekkor tokésitik (azaz a felvett hitel értékéhez adjak).

a) Eza bank egy adott évben évi 8%-os kamatlabat allapitott meg. Eva abban az évben a marcius
1-jén felvett 40 000 Ft utan oktober 1-jén ujabb 40 000 Ft hitelt vett fel. A két kolcson felvétele
utan mennyi kamatot t0késit a bank december 31-én?

(A hitelfelvétel napjan és az év utolsd napjan is szamitanak napi kamatot.)

b) Adam is vett fel hiteleket ettd] a banktol évi 8%-os kamatos kamatra. Az egyik év januar 1-jén
éppen 1 000 000 Ft tartozasa volt. Tobb hitelt nem vett fel, és attdl kezdve10 éven keresztiil
minden év végén befizette az azonos Gsszegll torlesztorészletet. (A torlesztorészlet 0sszegét a
bank mar az éves kamattal megndvelt tartozasbol vonja le.)
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Mekkora volt ez a torlesztorészlet, ha Adam a 10 befizetés utan teljesen visszafizette a felvett
hitelt? Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg!

Emelt szintii érettségi 2013. mdjus 7.

34. Egy erd6 fadlloméanya az év elején 32 000 m3, ami évi 2 %-kal nd. Mennyit vaghatunk ki beléle
évente az év végén, minden évben ugyanannyit, ha azt akarjuk, hogy a 30. év végén 40 000 m3
legyen a faallomany?

Potirasbeli érettségi-felvételi feladatok 1999. junius 14. du.
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V.

13.

Gyakorlo feladatok megoldasai

Sari, Kati ¢s Zso6fi ugyanolyan konyvet szeretnének vasarolni. Sari pénzébdl azonban hianyzik a
konyv aranak az % része, Kati pénzEébdl az i része, Zsofi pénzébdl pedig az % része. Ha a konyv 470
Ft-tal olcsobb lenne, akkor a harmojuk pénzét teljesen elkoltve éppen harom darabot tudnénak venni.
Hany forintba keriil a konyv?

ABACUS matematikai lapok; 2006. november; C.745
Megoldas I:

Legyen a konyv ara x forint. Ekkor Sarinak %x forintja, Katinak %x forintja, Zsofinak %x forintja

van, ez 0sszesen gx + %x + gx = %x = %x forint. A feladat szerint:
%x =3(x —470)
133
Ex = 3x — 1410
47
@x = 1410
x = 1800

A konyv 1800 forintba keriil.
Ellendrzés:
Sarinak 1200 forintja, Katinak 1350 forintja, Zsofinak 1440 forintja van, ami sszesen 3990 forint.

Ha a konyv 470 forinttal olcsobb lenne, azaz 1330 forintba kertilne, akkor a 3990 forintbol valoban
harom darabot lehetne venni.

Megoldas I1:

. ‘o 1,1, 1 _47 , , , .
A konyv aranak 3t t =g része hidnyzik a harom lany pénzébdl. Ez a feltételek szerint

3470 = 1410 forint. Igy a konyv ara 1410: 47 - 60 = 1800 forint.

14. Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne 1évo

pénz 6todét, és a masodikba tessziik. Ezutan a masodikbdl vessziik ki a benne 1év6 pénz 6todrészét,
¢s a harmadikba tessziik, és igy tovabb. Utoljara az 6tddik erszényben 1évo pénz 6tddét vettiik ki, és
az elsé erszénybe tettiik. igy végiil mindegyik erszényben 1600 Ft lesz. Mennyi pénz volt eredetileg
az erszényekben?

Kalmar LaszIo Matematikaverseny 2010, 7. osztaly, orszdgos donto

Megoldas:

Gondolkozzunk visszafelé. Az 6todik [épésben az 6tddik erszénybdl a benne 1€vo Osszeg Stodét
kivettiik és az elsobe tettiik. Ezek szerint az 6todik erszényben az utolso 1épés eldtti pénz 4/5-e van,
tehat az 1/5 rész 400 Ft. igy az utolso 1épés elStt az erszényekben:

1600 — 400 = 1200 Ft; 1600 Ft; 1600Ft; 1600 Ft; 1600 + 400 = 2000 Ft volt.
Hasonloan gondolkozva a negyedik 1épés elott:
1200 Ft; 1600 Ft; 1600 Ft; 1600+ 400 = 2000 Ft; 2000 — 400 = 1600 Ft.
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A harmadik 1épés elott:
1200 Ft; 1600 Ft; 1600+ 400 = 2000 Ft; 2000 — 400 = 1600 Ft; 1600 Ft.
A masodik 1épés elott:
1200 Ft; 16004 400 = 2000 Ft; 2000 — 400 = 1600 Ft; 1600 Ft; 1600 Ft; .
Az els6 1épés elott (Itt az 1200 Ft a 4/5 rész!):
1200 + 300 = 1500 Ft; 2000 — 300 = 1700 Ft; 1600 Ft; 1600 Ft; 1600 Ft; .

Tehat az els6 erszényben eredetileg 1500 Ft; a masodikban 1700 Ft, a harmadik, negyedik és 6todik
erszényben pedig 1600 Ft volt.

15. Az internetrdl egy 1,5 MB-os fajlt toltiink le a szamitogépiinkre. A miivelet soran a program a
letoltés addigi atlagos sebessége alapjan folyamatosan megbecsiilli a még hatralevé idét. A
képernyore pillantva azt latjuk, hogy a fajlnak pontosan a felét mar letdltotte a program, s ekkor a
miveletbdl hatralévo id6t pontosan 2 percre becsiili. Ezutdn barmely t id0 elteltével azt tapasztaljuk,
hogy (a haldzat leterheltsége miatt) még mindig 2 percet ir ki a program a fajl letdltésébodl hatralévo
idoként. Adjuk meg t fiiggvényeként a fajl mar letoltott részének méretét.

KoMalL 2003. november; C 736

Megoldas:
A t idot a fajl felenek letoltésekor kezdjiik mérni, t = 0:
A f3jl x-ed részét t+2 perc alatt tolti le a szamitdgép. Eddig a letoltés atlagos sebessége t+i2 volt. Még
(1 — x)-ed rész van hatra. A gép a letoltési id6t 2 percre becsiili, igy erre a részre az atlagos letoltési
sebesség 1;—x
Tehat:

x 1-x

t+2 2
2x =t+2—(t+2)x

(t+4)x=t+2

t+2
X =—
t+4

A fajl mérete 1,5 MB, tehat t perckor f(t) = z:—i - 1,5 MB a letoltott rész mérete.

Megjegyzés:

Batorito, hogy 198 perc alatt (a felének letoltése utan!) a f4jl 99% -at letdlthetjiik. A reményt nem
szabad feladni, hiszen ennek a fliggvénynek a végtelenben 1 a hatarértéke:

2
t+2 . 1+7 140
lim——=lim——=——=1
tooo t + t—>001+é 1+0
t
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16. Hamupipdkének egy zsak lencsével Osszekevert babot kellett szétvalasztania. A lencse és a bab

17.

tomegének az aranya 2: 3 volt. Hamupipoke mostohajanak ugy tiint, hogy kevés a lencse, ezért még
2 kg lencsét a zsakba szort. fgy a lencsének a babhoz valé aranya annyi lett, mint amennyi a bab
aranya volt a lencséhez.

Végiil hany kg lencsét és hany kg babot kellett Hamupip6kének szétvalasztania?
Varga Tamds Matematikaverseny 1994/95., 7.osztaly, 3.fordulo

Megoldas:

Hasznaljuk fel a lencse és a bab ardnyat, kezdetben a lencse mennyisége 2x, a bab mennyisége 3x.
A mostoha ezt megvaltoztatja, 2x + 2 kg lencse és 3x kg bab lesz és ezek aranya:

(2x +2):3x =3:2
[rjuk fel ezt az aranypart tort alakban és rendezziik az egyenletet:

2x+2 3

3x 2
(2x+2)-2=3-3x

4x + 4 = 9x
5x =4
x=08 = 2x+2=3,6 és 3x=24.

Hamupipdkének 3,6 kg lencsét és 2,4 kg babot kellett szétvalogatnia.

Harom réten tehenek legelnek, a rétek teriiletének aranya 4:5:6. Az elso, legkisebb réten 6 tehén 12
napig tud legelni, a masodikon 7 tehén 20 napig. A harmadik, legnagyobb réten hany napig tud
legelni 12 tehén?

Mindharom réten kezdetben egyforma magas volt a fii, a réteken egyforma gyorsan, egyenletesen
nd a fii, és a tehenek megeszik mindazt a fiivet, ami a réten volt, amikor odaérkeztek, és azt is, ami
addig nétt, amig ott legeltek.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2015/16; Kezdok I-11. kategoria; I1. fordulo
Kezdok 11 kategoria; 1. fordulo

Megoldas:

A teriiletek aranya azt jelenti, hogy a harom rét 4, 5 illetve 6 egységnyi teriiletbdl all. Egy egységnyi
teriileten kezdetben 1évé fii mennyiségét jeldljiik t-vel, igy a harom réten kezdetben 4t; 5t; 6t
mennyiségl fii van. (A harom réten a tehenek egyszerre kezdenek legelni.)

Jeloljik az egy egységnyi teriileten 1 nap alatt n6vé fii mennyiségét a-val. 1 tehén 1 nap alatt b
mennyiségl fiivet eszik meg.

12 nap alatt 48a mennyiségii fii né az elso réten, igy a 6 tehén 4t + 48a mennyiségi fiivet eszik
meg 12 nap alatt:

4t +48a=6-12b
t+12a = 18b.
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A masodik réten 20 nap alatt 100a fii n6, a 7 tehén 5t + 100a mennyiségi fiivet eszik meg 20 nap
alatt:

5t +100a =7-20b

t +20a = 28b.

Az alabbi egyenletrendszerbdl t-t és a-t fejezziik ki b-vel:
t+12a=18b }

t+ 20a = 28b
8a = 10b
a=1,25b

t=18b—12-1,25b =3b

Ez azt jelenti, hogy a t mennyiség 3 tehén egy napi adagja és ezen a teriiletegységen naponta 1,25
tehén szdmara no fi.
Ha a harmadik tertiletet 12 tehén n nap alatt legeli le, akkor:

6t + 6na = n- 12b.
Felhasznaljuk a t-re és a-ra kapott 6sszefiiggéseket:
6-3b+6n-125b =12nb
18+ 7,5n=12n
18 =4,5n
n =4,
A harmadik réten 4 napig tud legelni 12 tehén.
Megjegyzés:

Ellenérzésképpen ezt gondoljuk végig egyenlet nélkiil is. At = 3b és a = 1,25b Osszefiiggések azt
jelentik, hogy 1 egységnyi teriileten 3 tehén 1 napi adagja van kezdetben €s 1,25 tehén 1 napi adagja
nd naponta.

Igy kezdetben 18 tehén 1 napi adagja van a harmadik réten. Naponta 6 - 1,25 = 7,5 tehénnek 1 napra
elegendo fii n6 és 12 tehén eszik, igy naponta 12 — 7,5 = 4,5 tehén 1 napi adagjaval fogy a legelén
1év6 fii mennyisége, tehat 18: 4,5 = 4 nap alatt fogy el a harmadik legel6n a fii.

18. Az abran lathato téglalapot az AB szakasz két olyan részre osztja, amelyek teriiletének arany 2: 9.
Mennyi az x és y szakaszok hossziisaganak aranya?
x B Y

(4) 2:9 (B) 2:7 (c)4:7 (D) 4:9 (E)5:9

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 9. osztdly, megyei fordulé
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Megoldas I:

A c
A téglalap DC oldalat jeloljik z-vel. Az ABE haromszog teriilete % ; az ACDB trapéz teriilete

(xﬂ;ﬂ. Felirjuk az adott aranyt és rendezziik az egyenletet:

xz x+y+y)z  x 2

2 2 “x+2y 9
9x = 2x + 4y
7x = 4y
x_4
y 7

Ezek szerint (C) a jo valasz.
Megoldas I1:
Egyszertibb megoldast kapunk, ha az arany jelentését kdzvetleniil hasznaljuk. Az ABE haromszog

¢és az ACDB trapéz teriiletének aranya 2: 9, ezért ezeket a teriileteket jelolhetjik 2t-vel és 9tvel. Az
AE oldallal parhuzamost huzunk a B ponton keresztiil, igy keletkezik az AFBE téglalap, aminek a

E x B Yy D
2t
Tt
2t
A F c

teriiletét az AB szakasz felezi, tehat az AFE haromszog teriilete is 2t, az FCDB téglalap teriilete 7¢.

Az x és y aranya megegyezik az AFBE ¢s FCDB téglalapok teriiletének ardnyaval, hiszen az FB
oldaluk kozos:

x:y=4t:7t = 4:7.
(C) a helyes valasz.
19. Pisti¢k lakasaban 23 fokos a levegd homérséklete. Pisti este 9 orakor véletleniil lekapcsolta a
lakasfiitésiiket. Amikor sziilei észrevették, visszakapcsoltak, de csak a lekapcsolast kovetd napon

este 6 orakor lett ismét 23 fok a lakasban. Ha nincs fiités, akkor harom oranként fél fokot csokken a
homérséklet, ha van flités, akkor kétoranként 1 fokot emelkedik. Mikor kapcsoltak vissza a fitést

Pisti szilei?

ABACUS matematikai lapok; 2013. december; C.1145
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Megoldas:

A feladat szerint hat 6ra alatt hiil a hémérséklet 1 fokkal és két ora alatt emelkedik 1 fokkal. igy
haromszor annyi ideig csokkent a hémérséklet, mint amennyi ideig melegedett a lakas. Este 9 ora és
masnap este 6 ora kdzott 21 éra van. Ennek % részében hiilt a lakés, ami 21 - % = 15% ora. 9 oratol
éjfélig 3 ora telik el, igy masnap 12 6ra 45 perckor kapcsoltak vissza a sziil6k a flitést.

20. Két autobusz indul ugyanabban az idopontban ugyanazon az uton, az egyik Piripocsrol Nekeresdre,
a masik ellenkezd irdnyban, Nekeresdrdl Piripocsra. A buszok sebessége allando, az ardnyuk 6:5, az
a gyorsabb, amelyik Piripocsrdl indul. Az Gt mentén minden kilométernél van egy kilométerkd.
Megérkezéskor a buszok pontosan 30 percig varakoznak, majd ugyanazon az utvonalon indulnak
vissza, igy kozlekednek egész nap a két varos kozt oda-vissza. Masodszor a 156-os kilométerkonél
talalkoznak, harmadszor pedig a 128-asnal.

Hényadik kilométerkénél lehetett az elso talalkozds? Hanyadik kilométerkonél lehet a piripdesi
buszmegallo?

OKTV 2017/2018, II. kategoria, I. fordulo

Megoldas:

A buszok sebességének aranya 6: 5, ezért azonos id0 alatt a buszok 4ltal megtett utak aranya is 6: 5.

1. taldlkozas

o—O0—0—0—0—0—H—0—0—0—0—=0
Piripécs A Nekeresd

Az els6 talalkozasig a két autobusz a Piripocs és Nekeresd kozotti utat (s) egyiittesesen teszi meg, a
megtett utak aranya 6: 5. [gy célszerti ezt a tavolsagot 11 egységnek tekinteni: s = 11e. A talalkozas
Piripdcstol 6e tavolsagra tortént (A pont).

A masodik talalkozasig az abran lathatd modon az autdbuszok 2s utat tesznek meg Osszesen.

2. taldalkozas

F——0—0—0—H—0—H—0—0—0—0—0

Piripocs B A Nekeresd
S mmmmcc e -
_________________ e
B )

Mindketté 30 percet varakozott, ezért ezt figyelmen kiviil hagyhatjuk, mindkét busz ugyanannyi
ideig haladt, az altaluk megtett utak aranya most is 6: 5, tehat a gyorsabb 12e , a lassabb 10e utat
tett meg, Piripocstol 4e tavolsagra talalkoztak (B pont).

A masodik és harmadik talalkozas kozott ugyancsak 2s utat tettek meg 6: 5 aranyban a buszok, azaz
12e-t és 10e-t. igy Piripocstol 7e tavolsagra talalkoztak (C pont):

3. talalkozas

F—O0—0—O—H——H—O—H—O——O0—0@

Piripocs B A c Nekeresd
@ - mmmmmm e e
_____________________ e e
- ———————— R ]
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A masodik talalkozasnal, a B pontban van a 156-os kilométerkd, a harmadik talalkozasnal, a C
pontban van a 128-as kilométerkd. Tehat 4e = 156 — 128 = 28 km, e = 7 km. Ezek alapjan az

elso talalkozas a 128 + 2 - 7 = 142-os kilométerkénél lehetett, a piripocsi buszmegalld pedig a
156 + 4 - 7 = 184-es kilométerkénél van.

21. Egy képkereskedésben a képek keretének ara egyenesen aranyos a benniik 1évé festmények
értékével. A kereskedd annak érdekében, hogy bizonyos képek ara kozotti kiilonbséget csokkentse,
felcserél egymassal két-két keretet. Az egyik esetben az a kép, amely 6tszor annyiba keriilt, mint a
masik, kereteik felcserélése utan mar csak haromszor annyiba keriil. Hogyan médosul a ,,T¢li taj"

¢és a ,,Falu rossza" c. képek arainak aranya, ha kereteik felcserélése elott a ,, Téli t4j" kilencszer
annyiba keriilt, mint a ,,Falu rossza"?

KoMal 2001. december, C 650
Megoldas:
Eredetileg a keret ara legyen k-szorosa a kép aranak.
Az elso esetben az els6 kép ara legyen 5x, a keret ara 5kx, a masik kép ara x, a keret ara kx.
Ha felcseréljiik a kereteket, akkor:

5x+kx_ 5+k _
x+5kx 145k

5+k=3+15k

14k =2
k—l
=5

Tehat eredetileg a keret ara hetede a kép aranak.

, . (15 4099 L .9 s 7 1
A masodik esetben ,, T¢li t4j” ara 9y, a kereté 2y, A ,,Falurossza” ara y, a kereté 2y

Felcserélve a kereteket a megfeleld arany:

9y+1y 9+l ot
9 9 16 ’
ytzy 147 7

tehat ebben az esetben a Téli t4j” ara négyszer annyiba keriil, mint a ,,Falu rossza”.

22. Egy eredetileg 112 000 forintba keriil6 hiitészekrényt egy akcid keretében 95 200 forintért arulnak.
Hany szazalékkal alacsonyabb az akcios ar az eredeti arnal? Megoldasat részletezze!

Kozépszintii érettségi 2018. majus 8.
Megoldas:

Az akcios ar az eredeti ar 95200 : 112 000 = 0,85 része, tehat 85%-a. Ez alapjan 15%-al
alacsonyabb az akcios ar az eredetinél.

23. Egy keresked6 egy terméket 20%-o0s arengedménnyel arul, és a beszerzési arhoz képest még igy is
20%-os a haszna. Hany szazalékos volt a haszna az arleszallitas elott?

ABACUS matematikai lapok; 2013. szeptember; C.1124
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Megoldas:

Jeloljiik a beszerzési arat x Ft-al. Az arengedmény utan 1,2x Ft-ért adta az arut a kereskedd, mert
még ekkor is 20% haszna volt. Ez 80%-a az eredeti arnak, ami igy 0,2x:0.8 = 1,5x Ft. Tehat
eredetileg 50%-0s haszna volt.

24. Andras és Ferenc egy szakasz hosszat becsléssel allapitja meg. Ha Andras 10 %-al kevesebbre
becsiili, ugy eltaldlja a pontos értéket. Ha Ferenc becslése 10%-al tobb lenne, akkor 6 is eltalalné a
pontos értéket.

A két becslés melyikénél lesz a hiba abszolut értéke kisebb?
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1979, Kezddk; I. fordulo

Megoldas I:
Legyen a pontos érték L, az Andrés altal becsiilt érték A, a Ferenc altal becsiilt érték F.

Ha Andras 10%-al kevesebbet becsiilt volna, akkor a pontos értéket kapta volna:

094=1
A=1L 09—10
=1:09 =~

Ez azt jelenti, hogy Andrés hibaja a valos érték % -€.

Ha Ferenc becslése 10%-kal tobb lenne, akkor kapna meg a pontos értéket:

1,1F =1L
F=1L 11—10L
- . ) _11 .

Tehat Ferenc becslésének a hibaja a pontos érték o€

Igy Ferenc hibajanak abszolut értéke a kisebb.
Megoldas I1:

Gondolkozzunk egyenletek nélkiil!

Ha Andras becslése 100%, akkor a pontos érték 90%, tehat a hiba a pontos érték % -€.

Ha Ferenc becslése 100%, akkor a pontos érték 110%, tehat a hiba a pontos érték % —e.

Tehat Ferenc hibajanak abszolut értéke a kisebb.

25. Egy arleszallitasi akcioban egy eredetileg 4 200 000 Ft-os autét 2 310 000 Ft-ért adtak el.
Ugyanebben az akcidban (ugyanennyi szazalékos engedménnyel) egy masik autot 146 000 Ft-tal
kevesebbért adtak el, mint a teljes aranak 3/5 része. Hany forintba keriilt eredetileg ez utobbi autd?

KoMalL 2007. december,; K 147

Megoldas:

2310000:4 200 000 = 0,55, tehat az akcidban az eredeti ar 55%-aért arultdk a kocsikat.
3/5 =60%, igy a kocsi aranak 5%-a lesz 146 000 Ft. Az auto 146 000 - 20 = 2 920 000 forintba
keriilt eredetileg.
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26. A televizid6 miisoraban kozvetitik az orszdgos valasztasok szavazatainak feldolgozasat. A
valasztasokat minden kdrzetben az a jeldlt nyeri, aki ott a legtobb szavazatot kapta. Bejelentik, hogy
egy adott korzetben, ahol 3 jeldlt indult, a szavazatok 60 % -&nak feldolgozasa utan a kiértékelt
szavazatok az A4, B, C jeloltek k6zott 80%, 15%, 5% aranyban oszlanak meg.

a) Allithatjuk-e biztosan, hogy az A jelolt megnyerte a valasztast?
b) Allithatjuk-e biztosan, hogy a C jel5lt nem nyerheti meg a valasztast?

c) Hany szazalékat kellett volna feldolgozni az adatoknak ahhoz, hogy a megadott aranyu
szavazatallas mellett biztosan allithassuk, hogy az A jelolt megnyerte a valasztast?

ABACUS matematikai lapok; 2002. szeptember; C.518
Megoldas:

a) Az eddig Osszeszamolt szavazatok alapjan A az Osszes szavazatok 60 -0,8 = 48%-at, B a
600,15 =9%-at és C a 60 - 0,05 = 3%-at mar megkapta. Ha a maradék 40%-ot B kapna,
akkor 49%-al megel6zné A-t. Igy nem mondhatjuk biztosan, hogy A nyert.

b) C legfeljebb 3 + 40 = 43 %-ot szerezhet, igy A-t biztosan nem tudja megeldzni, tehat 6 biztosan
nem nyerhet.

c) Ha aszavazatok p % -at dolgoztak fel, akkor A a szavazatok 0,8p, B a 0,15p szazalékat kapta
eddig meg biztosan. Még 100 — p szazalékot kaphatnak a jeloltek. A akkor nyerhet, ha a
jelenlegi szavazatainak szdma tobb, mint amit B a legjobb esetben is kaphat, azaz:

0,8p > 0,15p + 100 —p
1,65p > 100

20
P> 60-2% ~ 60,61%

Ilyen feldolgozottsag esetén mar biztos, hogy A nyer.

27. Anna két évre p%-os évi kamatra pénzt ad kolcson. Kata megkérdezi téle, hogy mekkora a p? Anna
valasza: ,ha 11%-kal kevesebb kamatot kértem volna, akkor 21%-al tobb pénzt kellett volna
kolesonadnom, hogy két év mulva ugyanakkora Osszeget kapjak vissza, mint a jelenlegi feltételek
mellett”. Szamitsa ki p értékét!

Potirasbeli érettségi-felvételi feladatok 1999. junius 14. de.
Megoldas:
. . D 2
Anna x forintot ad k6lcson. Két év mulva évi p%-0s kamattal x - (1 + E) lesz az értéke.

Ha 21%-al tobb pénzt adna kélcson — 1,21x forintot — (p — 11)%-os kamatra, akkor ennek értéke

112
két év malva 1,21 - x - (1 + plT101) forint lenne. Azt a p értéket keressiik, amelyre:

D 2_ . ( p—ll)2
X (1+100) =121 x (145
Py =121 (14200
1+—) =121-(1
( +100) ' + 00

Négyzetgyokot vonunk. A kifejezések pozitivak, igy nem kell abszolutértéket venniink:
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p p—11)
1+100_1'1 <1+ 100

100+p=11-(100+p—11)
0,1p=21
p = 21.

Tehat Anna 21%-os kamatra adta kolcson a pénzét.

28. Az iskolai karacsonyi vasarra késziilodve Blanka, Csenge és Dori feladata az volt, hogy kiilonb6zo
figurakat hajtogassanak szines papirbél. Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurdk kétheted részét

Dori készitette, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a)

Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy a 70 figura koziil véletlenszeriien kivalasztott két
figurat ugyanaz a lany készitette!

A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal készitett figuraknak 60%-a,
a Dori altal készitett figuraknak pedig 30%-a. Az els6 vasarld a vasaron Blanka édesanyja volt; 6

megvett egy véletlenszertien kivalasztott karacsonyfa-figurat.

b)

Hatéarozza meg annak a valdszintiségét, hogy a figurat éppen Blanka készitette!

Emelt szintii érettsegi 2018. majus 8. (A feladat egy része)

Megoldas:

a)

b)

A 70 figura kétheted részét, 20 darabot, Dori készitett. A maradékot fele-fele ardnyban Blanka
és Csenge, igy 6k 25-25 figurat készitettek.

Két figurat (720) féleképpen valaszthatunk ki (az Gsszes eset szama).

Déri figuraibol kettot (220) féleképpen, Blanka illetve Csenge figuraibol kettot (225) féle modon
, ‘ . , 20 25

valaszthatunk. Igy a kedvez6 esetek szdma ( ) ) +2- ( 5 )

Annak a valdszinlisége, hogy a két kivalasztott figurat ugyanaz a lany készitette:

kedvezl esetek szama (220) +2- (225) _190+2-300 158
Osszes eset szama (720) B 2415 483

~ 0,327.

Blanka 25 - 0,4 = 10, Csenge 25+ 0,6 = 15, Déri 20 - 0,3 = 6 karacsonyfat készitett, 0sszesen
31 karacsonyfa késziilt.

Annak a valdszinlisége, hogy Blanka édesanyja altal megvett kardcsonyfat Blanka készitette:

10 10

— =—=(,323.
10+15+6 31 ’

29. A Kis csalad 700 000 Ft megtakaritott pénzét éves lekotésii takarékban helyezte el az A Bankban,
kamatos kamatra. A pénz két évig kamatozott, évi 6%-os kamatos kamattal. (A kamatlab tehat ebben
a bankban 6% volt.)

a)

Legfeljebb mekkora dsszeget vehettek fel a két év elteltével, ha a kamatlab a két év soran nem
valtozott?

A Nagy csalad a B Bankban 800 000 Ft-ot helyezett el, szintén két évre, kamatos kamatra.
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b) Hany szazalékos volt a B Bankban az els6 év folyaman a kamatlab, ha a bank ezt a kamatlabat

amasodik évre 3%-kal novelte, és igy a masodik év végén a Nagy csalad 907 200 Ft-ot vehetett
fel?

€) A Nagy csalad a bankbol felvett 907 200 Ft-ért kiilonféle tartos fogyasztasi cikkeket vasarolt.
Hény forintot kellett volna fizetniiik ugyanezekért a fogyasztasi cikkekért két évvel korabban,
ha a vasarolt termékek ara az eltelt két év soran csak a 4%-os atlagos éves inflacionak
megfelelden valtozott? (A 4%-os atlagos éves inflacié szemléletesen azt jelenti, hogy az el6z6
évben 100 Ft-ért vasarolt javakért idén 104 Ft-ot kell fizetni.)

Kozépszintii érettségi 2008. mdjus 6.
Megoldas:
a) A felvehetd sszeg 700 000 - 1,062 = 786 520 forint.

b) Ha a kamatlab az els6 évben x%, a masodik évben (x + 3)% volt, akkor a masodik év végén
felvehetd Osszeg:

X x+3
800 000 - (1 + W) : (1 + W) =907 200
(1 +i) : (1 +ﬂ) = 1,134
100 100
100 +x 103 + x
100 100
(100 + x) - (103 + x) = 11340

=1,134

10300 + 103x + 100x + x? = 11340
x% +203x—1040=0

A masodfoku egyenlet két gyoke: x; = 5 és x, = —208. A feladat szempontjabol csak a pozitiv
megoldas johet szamitasba.

A B bankban az els6 évben 5%-0s volt a kamat.
¢) Ha y forintot kellett volt fizetniiik, akkor

y - 1,042 =907 200

907 200

= 838757,
Y="1o0a

A Nagy csaladnak ~ 838 757 forintot kellett volna fizetnie két évvel korabban.

30. Egy arany-eziist otvozet 75%-a arany. Ez az Otvozet 190%-kal értékesebb, mint a forditott
Osszetételli (25% arany, 75% eziist) 6tvozet.

a) Az arany egységara hanyszorosa az eziist egységaranak?
b) Hany %-kal kisebb az eziist egységara az aranyénal?

Erettségi-felvételi feladatok 1997.majus 21. de.
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Megoldas:

a) Legyen az arany egységara a Ft/g, az eziist egységara e Ft/g. Az 6tvozet tomege legyen m g.
Az els6 6tvozetben 0,75m arany van, aminek az ara 0,75m - a , az 6tvozet eziisttartalma 0,25m,
ennek ara 0,25m - e. A teljes 6tvozet ara 0,75m - a + 0,25m - e.

Hasonldan szamolva a masodik 6tvozet ara 0,25m - a + 0,75m - e. A feladat feltétele szerint:
0,75m-a+0,25m-e =29-(0,25m-a + 0,75m - e).
Egyszertsitsiink 0,25m-mel:
3a+e=29"-(a+3e)
3a+e=29a+8,7e

0,1a =17,7e
a
—-=177.
e

Tehat az arany egységara 77-szerese az eziist egységaranak.
b) Kifejezziik az arany és az eziist egységaranak kiillonbségét az eziist egységaraval:
a=77e
a—e=76e
Ezt viszonyitjuk az arany egységarahoz:

a—e_76e_76 0987 =987%
a  77e 77 ol T IR

Az ezlist egységara 98,7%-kal Kisebb az aranyénal.

31. Egy tartalyba egy csapon at 600 liter/perc sebességgel 30%-os szorp 0mlik. Haromnegyed ora
mulva egy masik csapot is megnyitnak, ezen 40 %-os szorp folyik be, 800 liter/perc sebességgel.
Mennyi id6 mulva lesz a tartalyban a szorp 35 %-0s?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1984, Kezdok, 1. fordulo

Megoldas I:
A megadott szazalékok térfogatszazalékot jelentenek.
Az els6 csap megnyitasa utan t perccel lesz a szorp 35 %-0S.

Az elsé csapon keresztiil t perc alatt 600 - t liter folyik be, az ebben 1év6 , tiszta szorp” mennyisége
600-t-0,3=180-t liter.

A masodik csap 45 perccel rovidebb ideig miikodik, ezalatt 800 - (t — 45) liter jut a tartalyba,
amiben 800 - (t — 45) - 0,35 = 320 - (t — 45) liter ,,tiszta szOrp” van.

Osszesen 600 -t + 800 - (t — 45) liter lesz a tartdlyban, és a benne 1évé szorp mennyisége
180 -t + 320 (t — 45) liter. Ez a keverék akkor lesz 35%-0s, ha

(600 - ¢ +800-(t —45))-0,35=180-t+ 320 (¢t — 45)
(1400t — 36 000) - 0,35 = 500t — 14 400
490t — 12600 = 500t — 14 400
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10t = 1800
t =180
180 perc = 3 6ra, tehat az els6 csap megnyitasa utan 3 oraval lesz a tartalyban 35%-o0s szorp.
Ellendrzés:

Az elsé csapon keresztiil 180 perc alatt 600 - 180 = 108 000 liter keriil a tartalyba, ennek
szorptartalma 180 000 - 0,3 = 32 400 liter.

A masodik csapon at 180 — 45 = 135 perc alatt 135-800 = 108 000 liter folyik a tartalyba,
amiben 108 000 - 0,4 = 43 200 liter szorp van.

A 216 000 liter folyadékban 75 600 liter szorp van. A tartalyban ezalapjan 27156600000 - 100 = 35%-0s
szOrp van.
Megoldas I1:

Ha 30%-os és 40 %-os szorpbdl 35%-os szorp lesz, akkor egyenld mennyiségben kevertiik 0ssze a
kétféle szorpdt. 45 perc alatt az els6 csapon keresztiil 45 - 600 = 27 000 liter 6mlott a tartalyba. Ezt
kell kiegyenlitenie a masodik csapnak. 1 perc alatt 200 literrel tobb aramlik a masodik csapon
keresztiil a tartalyba, mint az elsén, igy 27 000: 200 = 135 perc alatt ,,hozza be a lemaradasat” a
masodik csap. Tehat az elsé csap megnyitasa utan 45 + 135 = 180 perc= 3 o6ra alatt lesz a
tartalyban 35%-os szorp.

32. Egy edényben egy liter bor, egy masikban egy liter viz van. Az els6 edénybdl atontiink egy decilitert
a masodikba, dsszekeverjiik, majd a keverékbol egy decilitert visszadntiink az els6é edénybe.

Szamitsuk ki az elsé edényben 1év6 bor mennyiségének hatarértékét, ha a fenti eljarast végtelen
sokszor ismételjiik! (Az egyes atontések soran tokéletes keveredést tételeziink fel, és az eljards soran
nincs folyadékveszteség.)

OKTV 1978/1979, dltaldanos tantervii osztdlyok; II. fordulo

Megoldas:

Az els6 edényben az n-edik 1épés utan 1évo bor mennyisége legyen b,,, ezt 1 — by, liter viz egésziti
ki 1 literre. A masodik edényben ekkor 1 — b, liter bor és b, liter viz van, hiszen a bor és a viz
mennyisége dsszesen mindig 1 liter.

Kezdetben b, = 1.
n+1. 1épés:
Az elsé edénybdl minden alkotorész %O-ét atontjiik, igy az elsé edényben 1% b,, bor marad. A masodik
edényben 1 — %b" bor (hiszen 6sszesen 1 liter van) és 1,1 — (1 - 1% bn) = 1—10 + 1% b,, liter viz van,
hiszen most a masodik edényben 1,1 liter folyadék van. Ennek az % -ed részét ontjiik vissza. Igy:

b —9b+1(1 9b)—1+9b(1 1)_1+9b10

LT 11 10" 11 107" 11/ 11 10 ™11
1 9
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Ezt a rekurziv képletet alkalmazva, felhasznalva, hogy by = 1:

b_1+9b_1+9
711 11711 T 1

b_1+9b_1+9(1+9) 1,1 9+(9>2
2711 "1 11 1 1 11/ 1 11 11 1)

poo Lt 9, 1.9 (1 1 9+(9>2 1,1 9+1(9)2+(9)3
U110 11711 11 \11 11 11 \11 1111 11 11 \11 11/’

Lathato, hogy:

b=t (1424 (2) +en (2) )4 (D)
"T11 11 ' \11 11 11)
(Aki nem hiszi, lassa be teljes indukcioval!)

Hasznaljuk a mértani sor dsszegképletét:

9 n 9 n 9 n
1 17) 1 /9\" 1 1-\5471 9\" 1-1(171 9\"
o=t B - S G - )
9 n
bn=1+(zﬁ)

9 o 1 9\" . ot
|H| < 1, ezért lim (E) = 0, tehat a keresett valoszinliség:

n—oo

9 n
@) o
nl—r>lgo no nl—r>120 2 o2 2
33. Egy bank olyan hitelkonstrukcidt ajanl, amelyben napi kamatlabat szamolnak ugy, hogy az adott

hitelre megallapitott éves kamatlabat 365-tel elosztjak. Egy adott évben a hitelfelvételt kovetéen
minden napra kiszamoljak a napi kamat értékét, majd ezeket december 31-én Gsszeadjak és csak

ekkor tokésitik (azaz a felvett hitel értékéhez adjak).

a) Ezabank egy adott évben évi 8%-os kamatlébat allapitott meg. Eva abban az évben a marcius
1-jén felvett 40 000 Ft utan oktober 1-jén ujabb 40 000 Ft hitelt vett fel. A két kdlcson felvétele
utan mennyi kamatot t6késit a bank december 31-én?

(A hitelfelvétel napjan és az év utolsé napjan is szamitanak napi kamatot.)

b) Adam is vett fel hiteleket ettdl a banktol évi 8%-os kamatos kamatra. Az egyik év januar 1-jén
éppen 1 000 000 Ft tartozasa volt. Tobb hitelt nem vett fel, és attdl kezdve10 éven keresztiil
minden év végén befizette az azonos Gsszegli torlesztorészletet. (A torlesztorészlet 6sszegét a
bank mar az éves kamattal megnovelt tartozasbol vonja le.)

Mekkora volt ez a torlesztérészlet, ha Adam a 10 befizetés utan teljesen visszafizette a felvett
hitelt? Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg!

Emelt szintii érettségi 2013. majus 7.
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Megoldas:

a) A marcius 1-én felvett hitel 365 — 31 — 28 = 306 napig kamatozik, az oktober 1-én felvett
pedig 31+30+31=92 napig.

A napi kamatlab % %, igy a két hitel utan a kamat:

8 1 8 1
40000 - %-ﬁ-306+40000- %-m-92~3489

Tehat a bank évvégeén 3489 forintot tokésit.
b) Legyen a torlesztérészlet évente x forint, az n-edik év végén a tartozas a,,.
Az 1. évben az 1 000 000 forint kamatozott és évvégén Adam befizette a torlesztérészletet:
a; =1000000 -1,08 —x
A masodik évben ez az 6sszeg kamatozott:
a, = (1000 000 - 1,08 —x)-1,08 —x = 1 000 000 - 1,082 — 1,08 - x — x
Ugyanigy hatarozhatjuk meg az n-edik év végi allapotot:
a, =1000000-1,08" —1,08" 1x —---— 1,082 -x — 1,08 - x —x =
=1000000-1,08" — (1,08" 1x + -4+ 1,08% - x + 1,08 - x + x)

A mértani sorozat 6sszegképlete alapjan:

= 1000 000 - 1,08" 1,087~ 1
n = ’ ' Tos—1
Azt az x értéket keressiik, amire a;q = 0:
1000 000 - 1,081° = 10870 — 1
P T X008

~ 1000000 -1,08'° 0,08
= 10810 — 1

Tehat Adam éves torlesztérészlete ezresre kerekitve 149 000 forint.

~ 149 029 ~ 149 000.

34. Egy erd6 fadlloménya az év elején 32 000 m3, ami évi 2 %-kal nd. Mennyit vaghatunk ki beléle
évente az év végén, minden évben ugyanannyit, ha azt akarjuk, hogy a 30. év végén 40 000 m3
legyen a fadllomany?

Potirasbeli érettségi-felvételi feladatok 1999. junius 14. du.
Megoldas:
Ha x m3-t vagunk ki, akkor az elsé év végén a faallomany:
a; =32000-1,02 — x.
A masodik évben ez né 2%-kal, tehat a masodik év végén:
a, =(32000-1,02 —x)-1,02—x =32000-1,02%2 — 1,02 - x — x.
Ugyanigy gondolkozva az n-edik év végén a faallomany:

a, =32000-1,02" - 1,02" 1x —---— 1,022 x — 1,02 x —x =
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=32000-1,02" — (1,02 1x + -+ + 1,022 - x + 1,02 - x + x).

Alkalmazzuk a mértani sorozat §sszegképletét:

=32000-1,02" 102" =1 _ 55 000- 1,02 102" — 1
n = ’ " Toz—-1_ ’ 0,02
Azt az x-et keressiik, amelyre azy, = 40 000:

1,023 —1
0,02

57 963,57 — 40,57x = 40 000

32000-1,023° — x = 40000

x = 442,8.

Tehat 442,8 m3 fat vaghatunk ki évente.
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