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Matematika szakkor a 10. évfolyamon

Ez az anyag a 10. évfolyamon tanitott négy témakorhdz tartalmaz egy-egy szakkori foglalkozason
feldolgozhato feladatsort. Az itt lathatd feladatsorok példat szeretnének mutatni arra, hogyan
valogassunk feladatokat. Az adott szakkor célja lehet az 6ran tanult ismeretek mélyitése, az adott
témakorbe tartozo nehezebb ismeretek megismertetése, versenyre vald felkésziilés, de lehet valogatni
érdekes logikai feladatokat is annak illusztralasara, hogy a matematika tud szorakoztatni is.

A feladatok elészor megoldassal szerepelnek. A dokumentum végén pedig megoldds nélkiil
megtaldlhatoak a feladatsorok, igy nyomtathatok egy-egy szakkorre.

I. Logikai feladatok — gondolkozzunk!

1. Aliznak 8 kulcsa van felflizve egy karikara. A kulcsok ranézésre megkiilonboztethetetlenek és a két
oldaluk is egyforma. Aliz, hogy meg tudja a kulcsokat kiilonboztetni, mindegyikre egy-egy szines
sapkat huz. Hany szinre van sziiksége?

KoMal 2007. szeptember; B.4012.
Megoldas:

Két szin elegendd. Szamozzuk meg a kulcsokat 1-t61 8-ig és huzzunk piros sapkat az els6, a harmadik
¢s a negyedik kulcsra, a tobbire pedig kéket.

5
Ekkor Aliz tudja, hogy a kiilonall6 piros kulcs az 1-es és a két piros sapka kozotti egyediilallo kék a

2-es. gy barmelyik kulcsot azonositani tudja.

2. Egy hatszemélyes dzsipben el6l, hatul 3-3 hely van. Hanyféle kiilonb6z6 modon tud 6 kiilonbozoé
magassagu, vezetni tudé ember beiilni a dzsipbe, Ggy, hogy az elsé sorban mindenki alacsonyabb
legyen a hatso sorban mogotte il6nél?

KoMal 2005. marcius; K.40.
Megoldas I:

A 6 emberbdl kivalasztunk 2-t. Ezt %5 = 15 féle modon tehetjitk meg. Ok iiljenck a bal oldalra, elére
a kisebb, hatra a nagyobb.



A maradék 4 emberbodl 2-t 2—3 = 6 féle modon valaszthatunk ki. Oket iiltessiik kozépre, elére a

kisebbet, hatra a nagyobbat.

A maradék két embert iiltessiik jobbra egymas mogé nagysag szerint megfeleld sorrendben.
Igy 15 - 6 = 90 lehetdség van.

Megoldas I1:

A legnagyobb ember vélasszon maganak part. Ezt 5-féle modon teheti meg. Ok jobbra, kozépre vagy
balra iilhetnek be a dzsipbe egymas mogé, eldre a kisebb. Ez 5 - 3 = 15 lehet6ség.

A maradék 4 ember koziil a legnagyobb 3 masik kozil valaszthat maganak part, és két helyre
tilhetnek le. Ez 3 - 2 = 6 féle modon valdsithaté meg.

A maradék két ember mar csak egyféle modon iilhet be a dzsipbe.
fgy 15 - 6 = 90 lehetdség van.

3. Anna és Baladzs szokitalalosat jatszik. Anna gondol egy négybetiis értelmes magyar szdra, amit
Balazs probal kitalalni. Ha Balazs tippel egy négybetiis szot, akkor Anna elarulja, hogy az 6 szavabol
hany betl szerepel benne, és koziiliik hany van j9, illetve rossz helyen. Mi lehetett Anna szava?

Balazs tippjei | Jo betiik szama jo helyen Jo betiik szama rossz helyen
ROKA 1 0
OKOS 0 0
IKRA 2 0
RITA 1 1
DANO 0 3

KoMal 2015. oktober; K.474.
Megoldas:

Az IKRA szoban két jo betli van j6 helyen. Ez nem lehet a K, mert akkor az OKOS szdban is lenne
j6 betii. Az R sem lehet a j6 betii, mert akkor a ROKA szoban lenne rossz helyen 1év6 jo betii. igy az
I és az A betli lehet j6 helyen az IKRA szoban. Tehat a ROKA szoban az A betii fordul el8, az R,0,K
nem lehet a keresett szoban. Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy a DANO sz6bol a D,A,N betiik a jok,
de nem a megfeleld helyen szerepelnek. Ezekbol a betliikbdl az IDNA és INDA szavak rakhatok
0ssze, de az IDNA nem értelmes, tehat Anna szava az INDA lehetett.

4. Egy kiraly esélyt ad egy elitéltnek a megmenekiilésre. Ehhez az elitéltnek bekotétt szemmel harom
urnabol kell egy-egy golydt hliznia, majd a harom kihuzott golyot egy negyedik urnaba helyezik az
orok. A negyedik urnabol ismét kell egy golyot hiiznia a bekotott szemd elitéltnek, aki megmenekiil,
ha ez a golyo fehér. Mekkora a megmenekiilés valosziniisége, ha az urndkban a kiilonb6z6 szini
golyok szama a kovetkezo:

fehér | piros | fekete
l.urna 2 5 3
2.urna 5 2 3
3.urna| 3 3 4

KoMal 2014. november; C.1256.



Megoldas:

Osszesen 30 goly6 van, mindhdrom urnaban 10. Mindegyik golyonak egyforma esélye van arra,
hogy a végso kihuzott golyd legyen, ez az esély 3—10. 10 fehér golyd van, igy g =§ annak a

valdszinlisége, hogy megmenekiil az elitélt.

Legfeljebb hany bastyat lehet egy 8 x 8-as sakktablara feltenni ugy, hogy mindegyiket legfeljebb 1
masik iisse?

KoMal 1981. februar; F.2296.
Megoldas:

El6szor probaljunk egy jo elrendezést talalni:

X

Ez az elrendezés 10 bastyat tartalmaz. Erezziik, hogy ez elég jol teljesiti a feltételt, lehet, hogy ennél
tobbet nem tudunk elhelyezni. Bebizonyitjuk.

A sakktablan 8 oszlop és 8 sor van — ezeket a magyarazatban vonalaknak (16 db) fogjuk nevezni.
Ha egy vonalban van 2 bastya, akkor ez 3 vonalat foglal le, ezekbe a sorokba, illetve oszlopokba nem
tehetlink tovabbi bastyat. Ha egy bastyat nem iit masik, akkor ez a bastya 2 vonalat foglal le az alabbi
abra szerint:




Ha x darab egymast iit6 paros és y darab maganyos bastya van, akkor 3x + 2y vonalat foglalnak le:
3x + 2y < 16.

2x + y darab bastyank van, ezt becsiiljiik:

2 1 2
2x+y=§(3x+2y)—§y<§-16<11.

Ez azt jelenti, hogy legfeljebb 10 bastya helyezhetd el az adott feltételekkel a sakktablan.

Hany lovat helyezhetiink el a 8 X 8-as sakktablan ugy, hogy semelyik kettd ne lisse egymast? Mi a
helyzet az 5 x 5-6s sakktablan?

KéMal 1981.januar; Gy.1951.
Megoldas:

A 16 fehér mezordl feketére, feketérdl pedig fehérre ugrik. Az azonos szinti mez6kon allo lovak tehat
nem lthetik egymast. 32 fehér és 32 fekete mez6 van, igy 32 lovat el tudunk helyezni a sakktablan
a kivant modon. Vajon van-e ennél jobb elhelyezés?

Nézziik egy kisebb részletét a tablanak, vegylink egy 2 X 4-es részletet:

1 2 3 4

3 4 1 2

A mezdket ugy szamoztuk meg, hogy az azonos szami mez6kon 16v6 lovak iitik egymast. fgy erre a
részletre legfeljebb négy 16 tehetd le ugy, hogy ne iisse egymast. Ilyen részletekbol a 8 X 8-as
sakktabla kirakhato, tehat 32-nél tobb 16 nem helyezhetd el a tablan az adott feltételek mellett.

Alkalmazzuk ezeket a gondolatokat az 5 x 5-6s tablan. Ekkor a tabla Gigy szinezhet6, hogy 12 fehér
¢s 13 fekete mezd legyen rajta, tehat 13 16 elhelyezhet6 igy, hogy ne lisse egymast.

Az 5 X 5-0s tabla nem rakhat6 ki a fenti tipusa 2 X 4-es részletekkel, igy ezzel a gondolatmenettel
nem tudjuk megindokolni, hogy t&bb 16 elhelyezhet6-e a tablan. Szamozzuk meg a tabla mezdit az
alabbi modon:

1 120 9 (14| 3

10 (15| 2 | 19| 24

21 | 8 | 25| 4 | 13

16 | 11 | 6 | 23 | 18

7122|1712 | 5

A szamozast 1-t6l 25-ig kovetve lougrasban be tudjuk jarni a tablat. Ezért, ha 13-nal tobb lovat
helyeziink el, akkor lesz két olyan 16, amely szomszédos szamozasu mezokon lesz, igy ezek iitik
egymast. Ezzel belattuk, hogy legfeljebb 13 16 helyezhet6 el a tablan a feltételeknek megfelelGen.



7. Egy csapatversenyen hat fos csapatokban versenyeznek a didkok. A csapatok Osszeallitasa
tetszoleges, de két feltételnek eleget kell tenni:

1. minden csapatban legalabb két lanynak, és legalabb két fiinak kell lennie,
2. minden csapatban legalabb két hetedikesnek és legalabb két nyolcadikosnak kell lennie.

Egy harom hetedikes lanybol, négy nyolcadikos fiubdl €s két nyolcadikos lanybol allo barati tarsasag
hanyféle, a feltételeknek megfeleld csapatot nevezhet?

KoMal 2011. februdr; K.283.
Megoldas:

Csak nyolcadikos fitk vannak, ezért koziiliik legalabb kett6t valasztanunk kell. Két hetedikest is
valasztanunk kell, 6ket csak a hetedikes lanyok koziil valaszthatjuk. Ezzel a feltételek teljesiilnek,
még két embert tetszOlegesen valaszthatunk a maradék hetedikes lanybol, két nyolcadikos fiibol €s
két nyolcadikos lanybol. Az alabbi tdblazat mutatja, hogy milyen dsszetétele lehet a csapatnak:

hetedikes lany nyolcadikos fid nyolcadikos lany
A 2 2 2
B 2 3 1
C 3 2 1
D 3 3 0

A eset: A harom hetedikes lanybdl kettét 3 féleképpen, a négy fiubol kettét (;) = 6 féleképpen

valaszthatok, és ehhez hozzavessziik a két nyolcadikos lanyt. Ezt az Osszeallitast 3 -6 = 18 féle
moddon tehetjiik meg.

B eset: Két hetedikes lanyt 3 féleképpen, harom nyolcadikos fiut 4 féleképpen, egy nyolcadikos lanyt
2 féleképpen valaszthatok. Ez 3 - 4 - 2 = 24 lehetdség.

Hasonldan:
Ceset: 1-6-2 = 12 lehetdség.
D eset: 1-4 = 4 lehetbség.

Osszesen 18 + 24 + 12 + 4 = 58 féle modon allithato Ossze a kivant dsszetételben a csapat.



Négyzetgyok

1. Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezés értelmezési tartomanyat!

3x+6
Vx2—-9- “JxZ—6x+9
x—=7

Megoldas:
A valos szamok korében csak nemnegativ szamok esetében értelmezziik a négyzetgyokot.
a) Az elso tényezd esetében
x2-9>0 > |x|=3 = x>3 vagy x <-3.
b) A kovetkez6 tényezénél azt is figyelembe vessziik, hogy a nevezé nem lehet 0:

3x+6
>
x—17

x#7 és 0

Egy tort értéke akkor 0, ha a szdmlalgja 0 és akkor pozitiv, ha a szamlalo és a nevezd eldjele

azonos.
3x+6=0 vagy 3x+6<0
x—7>0 x—7<0
x=—2 vagy x <=2
x>7 x <7
Tehat
x>7 vagy x< -2

¢) A harmadik tényezd esetében a négyzetgydk alatt x? — 6x +9 = (x — 3)? 4ll. Egy szdm
négyzete sohasem lehet negativ, igy ez a kifejezés mindig értelmezhetd.

A fenti feltételek egyszerre teljesiilnek, a megoldast a szamegyenesr6l olvassuk le:

L 1 1
T T T

S
-3 -2 0 3 7
O

A kifejezés értelmezési tartomanya: x < —3 vagy x > 7, azaz |—o0; —3] U [+7; +oo.

2. Szamitsuk ki az alabbi kifejezés pontos értékét!

(JJTS+JE—JJT5—J6>2—J61—4JE

Megoldas:

Szamitsuk ki kiilon a két tagot:

(\/\/EH/E_\/\/E_\/EY=VE+\/€+\/E—\/€_2\/\/E+\/5.\/\/E_\/5=



= 215 — 2 [(V5 +V6)(V5 - V6) = 2VT5 ~ 215~ 6 = 2VI5 - 6.

2
\/61—4\/E=\/61—2-2\/E=\/60+1—2-1-2\/1_=\/(2\/E—1) =
=[2V15 - 1| = 2V15 - 1.
Most szamitsuk ki az eredeti kifejezés értékét:
2V15-6-(2V15-1) = —

3. Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezés értékét, ha x = \/7—:

1+ x + 1—x
1+v1+x 1—-+V1-—x

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1966/67. 1. fordulo, Haladok

Megoldas:

Helyettesitsiik be el6szor a négyzetgyokos kifejezésbe x értékét:

2
V3 [2-V3  [4-2V3 V3-1 V3-1| V3-1
\/T: 1——: = = ( ) = = ;
2 2 4 4 2 2
2
V3 [2++V3  [4+2V3 V3+1 V3+1] V3+1
\/1+—X= 1+—= = = ( ) = = )
2 2 4 4 2 2
Igy az eredeti kifejezés értéke:
V3 V3 2++3 2-43
1+2 1_7 _ 2 4 2 2+\/_ 2 — \/_
\/_+1 _¥3-1 2+4V3+1 2-V3+1 T34v3 343
2 2 2

_(2+V3)(3-V3)+(2—-V3)(3+V3) 6—2V3+3V3-3+6+2V3—-3V3-3 _
- (3++v3)(3-V3) - 9-3 -

4. Hozzuk egyszeriibb alakra!

(6 12 18

V71" V7 -2 4+\/_) (Ve45-1)
Megoldas:

Gyoktelenitsiik a nevezoket:
6 6(V7+1)  6(V7+1) _ 4
V7—1 V7-D)7+1)  7-1
12 12(V7+2) 12(V7+2)
V7i-2 (V7-2)(V7+2) 7-4

=4(V7+2) =4V7 +8,



18 18(4—V7)  18(4—V7)
447 (4+V7)(4-V7)  16-7

Igy az els6 tényezé:

=2(4-7) =8-2V7.

Vi+1+4V7+8—8+2V7 =77 + 1.

Az eredeti kifejezés értéke:
(7V7 +1)(V343 —1) = (7V7 + 1)(¥343 — 1) = (V343 + 1)(V/343 — 1) = 343 — 1 = 342.

Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékeét!

1 1 1
Y nntEmvataa
1 1 1 1 1
Y T EGa T e T s T e
4 4
©) 1+V5 + V5+3
4 4 4 4 4 4

d) 1+V5 + V5+/9 + Vo+V/13 + V13417 + V174421 + V21+25

Igazoljuk, hogy tetszbleges pozitiv n egész szam esetén:

1 1 1 1 1
) G T i T Bra T T T T Ve

Igazoljuk, hogy ha n olyan pozitiv egész szam, amely 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, akkor:

<n

4 4 4 4 4 vn
D ot et rovs Y oanm i 2
Megoldas:

a) A nevezOt gyoktelenitjiik, igy kozos nevezdjl torteket kapunk:
1 1 1
1+V2 VZ+\B VAR
R U i A o S
(V2+1)(vV2-1) (V3++V2)(¥V3-+2) (V4++3)(V4-+3)

V2-1 3-v2 VA-v3
=5-1 7322 TTa=3 =

Va-1=1.
b) Az el6z6 modszert alkalmazva:
1 1 1 1 1
+ + + ot + =
1+v2 V2++v3 V3++4 V22 ++23 V244425
=vV25-1=4.

¢) Most is miikodik a médszer:

4 4 4(W5-1) 4(3-+v5)
115 V513 (B+1)(5-1) B+v5)B-5)




=4(\5/§__11)+4(Z:\5/§)=\/§—1+3—\/§=2
d) A c) feladat gondolatmenete szerint:
4 4 4 4 4 4
145 V5 +0  NO+ VI3  VIZH+VIT NI74NZL NI
V5—143—-V5+-+V25-v21=v25-1=4

e} Aza)ésb) feladatok szerint:

1 1 1 1 1
142 V243 BivE Vw342 VmEol4vm
v2-1 V3 -2 VnZ —VnZz -1

TV D(Z-1) BB —V2) | (v o) (Ve V= 1)
VZ-1 V3-VZ w1

-1 " 3=z VT oy
V2-14V3-V2+4+-+yn2—yn2—1=yn2-1=n-1<n

Az egyenlétlenség valoban teljesiil.

f} A c) és d) feladat szerint:
4 4 4 4 4
+ + +oet + =
1475 V5+V8 VO+VI3 Nm—d+vn vn+vntd
4(V5-1) 4(3-+5) 4(vn+4—+n)
— + +...+ =
5-1 9-5 n+4-n
=V5-1+3-V5+-+Vn+d—vn=Vvn+4-1.
Az kell belatnunk, hogy

Vn
Vn+4—1>7.
Ez pedig teljesiil, mert
Vn+4 Jn+4 Vn Vn
Vvn+4—1= > + 5 —1>7+1—1:7.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ és d szamok pozitivak €s

a c
—=—=2-13
b d
akkor
ad + bc + 2Vabcd — \/(a? + b?)(c? + d?) = 0.
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1971/72. 1. fordulo, Haladok
Megoldas:

Ha a kifejezésbdl bd-t kiemeljiik, akkor a kifejezésben megjelennek a megadott hanyadosok:



bd a+c+2 a ¢ (a®> +b%)(c2+d?)\
b dTNb'd b2 - d2 -

c a? c?

e F+1 ﬁ-l_l =

bd<z—\/§+z—x/§+2-\/(z—x/§)(2—x/§)—\/((2—x/§)z+1)((2—\/§)2+1)> )

—pd| 2+
N b

Ul o
+

S| Q

QU

Atalakitjuk a zaréjelben 1évé kifejezést:

4-2v3+2-(2-3) - ((2-V3) +1) =4-2V3+4-2V3 - (4 - 43+ 4) =0.
A (*) kifejezés egyik tényezdje 0, igy a szorzat is nulla. Ezzel belattuk az allitast.
Megjegyzés:

Ha a feladat feltételét a = (2 —v3)b , ¢ = (2 — V/3)d forméban irjuk fel és behelyettesitjiik, akkor
ugyanilyen mdédon kaphatjuk meg az allitast.

Milyen x természetes szam esetén lesz az alabbi kifejezések értéke természetes szam?

a) VxZ+22
b) V4xZ -11
Megoldas:
a) Legyen vx2 + 22 = n, ahol n természetes szam. Ekkor
x2 422 =n?
n?—x?2=m+x)(n—x) = 22.

n + x biztos, hogy pozitiv, ezért a 22-t két pozitiv egész szam szorzatara bontjuk, ahol n + x a
nagyobb tényezd. Két lehetéségilink van:

n+x=22 n+x=11

vagy
n—x=1 n—x=2

Ezeknek az egyenletrendszereknek nincs egész megoldasa, ezért az a) esetben nincs megfeleld
X.

b) Legyen V4x2 — 11 = n, ahol n természetes szam. Keressiik x-et, amelyre teljesiil:
4x?2 — 11 =n?
4x% —n? = 2x+n)(2x —n) =11
Most a 11-et bontjuk fel két pozitiv egész szam szorzatara:
2x+n=11
2x—n=1
A két egyenletet dsszeadva: 4x = 12 = x = 3, ekkor n = 5. Valoban V4 - 32 — 11 = 5.

Tehat x = 3 esetén lesz természetes szam a négyzetgyokos kifejezés.

10



8. Adottak az n = abcabc és m = d00d alaku hatjegyi, illetve négyjegyii természetes szamok, ahol
a, b, ¢ és d nem feltétleniil kiillonboz6 szamjegyeket jelol.

a) Mutassa meg, hogy v/n nem természetes szam!

b) Hatarozza meg azokat az (n, m) szamparokat, ahol n = abcabc és m = d00d alaka természetes
szamok, tovabba igaz, hogy vn + m € N!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012. I. fordulo, Haladok, Il kategoria
Megoldas:

a) n = abcabc = 1001 -abc = 7-11-13-abc. Vn csak akkor lehet természetes szam, ha n
négyzetszam. Minden négyzetszdm primtényezds felbontasdban a primszamok paros kitevovel
szerepelnek, ezért abc oszthato 7-tel, 11-gyel, 13-mal, tehat 1001-gyel is. De abc haromjegyt
szam, igy nem oszthaté 1001-gyel, tehat v/n nem lehet természetes szam.

b) Vvn+m= \/1001(@ + d). Az a) rész gondolatmenete szerint 1001(abc + d) = 1001% - k2,

ahol k természetes szam. Tehat abc +d = 1001 - k?. abc < 999 és d < 9, ezért abc +d <
1008. Tehat csak k = 1 lehetséges, abc + d = 1001. Az alabbi tablazat mutatja a lehetséges

megoldasokat:

abc d n m

999 2 999999 2002
998 3 998998 3003
997 4 997997 4004
996 5 996996 5005
995 6 995995 6006
994 7 994994 7007
993 8 993993 8008
992 9 992992 9009

9. Hatarozzuk meg azokat a racionalis (x,y) szamparokat, amelyekre
x(V3-4)+2y(Vi2+5) =6
Megoldas:

x(V3—4)+2y(2V3+5) =V3(x +4y) + (10y —4x) = 6

Tudjuk, hogy V3 irracionalis szam. Ezért az elébbi egyenletben x + 4y = 0. Ha ez nem igy lenne,
akkor felirhatnank, hogy
6 —10y + 4x

V3= x+ 4y

)

és ebbdl az kovetkezne, hogy V3 racionalis szam. Ekkor 10y — 4x = 6 is teljesiil.

11



A fenti feltételekbol:

x = —4y
10y —4-(—4y) =6
_ 6 _ 3
Y =267 13
_ 12
X = 13

12



1. Masodfoku fiiggvények, egyenletek, egyenletrendszerek

1. Hatarozzuk meg azon a és b valdés szamokat, amelyekre igaz, hogy a és b is gyoke az
x% + ax + b = 0 egyenletnek!

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny 2015/2016. I. fordulé, Haladok, 1. kategoria
Megoldas:

Az egyenletnek gyokei a és b, helyettesitsiik be ezeket az értékeket:
a’?+a’+b=0
b’+ab+b=0

Az elso egyenletbdl kifejezziik b-t és behelyettesitjiik a masodikba:

b = —2a?
4a* —2a® —2a® = 2a?(2a*—-a—-1)=0
Egy szorzat akkor nulla, ha az egyik tényezéje nulla, ezért:
a=0 vagy 2a°—a—-1=0
1

A masodfoku egyenlet gyokei: a = 1;a = — >

Ha a = 0, akkor b = 0. Az x?=0 egyenletnek a 0 valoban megoldasa.
Haa = 1, akkor b = —2. Az x? + x — 2 = 0 egyenletnek az 1 és a —2 megoldésa.
Haa =— % akkor b = — % Az x? — %x —% = 0 egyenletnek a — % megoldasa.
Tehat harom megoldasunk van:

a=0 és b=0

a=1 és b=-2

a=-z és b= —5
2. Mi alegkisebb értéke a kovetkezo kifejezésnek?

f)=x-D+2)(x+3)(x+6)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1970/1971. 1. fordulo, Haladok
Megoldas:

Szorozzuk 6ssze az elsO és utolso illetve a két kdzépso tényezot:
f(x) = (x? +5x — 6)(x% + 5x + 6).
Alkalmazzuk az (a — b)(a + b) = a? — b? azonossagot:
f(x) = (x? + 5x)? — 36.
Egy szam négyzete sohasem lehet negativ, igy:
f(x) = (x?+5x)>-36=>0—36=-36.
A legkisebb érték a —36, amit akkor vesz fel a fliggvény, amikor
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x?+5x =x(x+5)=0.
Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6 nulla.
Tehat a fiiggvény a minimumat x = 0 és x = —5 értékekre veszi fel, a minimum értéke —36.

Melyik dsszefliggés all fenn az mx? — 2x — m + 2 = 0 egyenlet gydkeinek S dsszege és P szorzata
kozott, ha m nullatol kiilonb6zé valds szam?

(4 Ss=prP-1 (BYS=P (C)S=P+1 (D) S =2P (E) P=2S

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007, 10. osztaly megyei fordulo
Megoldas:
A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggés alapjan
2 -m+2 2 m 2
S==; P= ===
m m m m m

Tehat S = P + 1, igy a (C) valasz a helyes.

Az m paraméter fiiggvényében adjuk meg az

mx +4 = |x? — 10x + 21|

egyenlet megoldasainak szamat.

KoMal 2014. november; B.4665.
Megoldas:

A feladatot oldjuk meg grafikusan.
f(x) =x2—10x +21 =x2 —10x 4+ 25 — 4 = (x — 5)? — 4.

Ezt a fliggvényt dbrazoljuk, és vessziik az abszolut értékét. Az abran ezt g(x) jeloli:

Az abszolit érték az y = x%2 —10x +21 és y = —x?+ 10x — 21 egyenletli parabolak
megfeleld darabjaibol all.

Az e(x) = mx + 4 fiiggvény grafikonja egy egyenes, amely athalad az A(0; 4) ponton és az m a
meredeksége. Forgassuk az egyenest a (0; 4) pont koriil és figyeljiik a megoldasok szamat.
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Meghatarozzuk azokat az egyeneseket, amelyek athaladnak a (0;4) ponton és érintik az f(x)
fliggvényt. Ekkor a parabolanak és az egyenesnek egy pontja van, az x2 — 10x + 21 = mx + 4
egyenletnek egy megoldasa. Ez akkor teljesiil, ha az x?— (10+m)x+17 =0
egyenletnek a diszkriminansa 0:

D=(1O+m)2—68=0
m=—-10+68

A grafikonrol lathato, hogy a g(x) fiiggvény grafikonjat csak az m; = —10 — /68 meredekségii
egyenes fogja érinteni (e;). (A masik egyenes az x-tengely alatti részt érinti.)

Hasonl6 modon vizsgalva a —f (x) fiiggvény esetében keressiik azokat az m értékeket, amelyekre a
—x?% + 10x — 21 = mx + 4 egyenletnek egy megoldas lesz.

x>+ (mM—-10)x+25=0
D= (m-10)2-100=0
m=0 vagy m = 20.

Az abrarol lathato, hogy csak az m, = 0 meredekségii egyenes érinti a g(x) fliggvény grafikonjat
is (ey).

A kozos pontok szempontjabol még szerepe van az A és B pontokon atmend e, egyenesnek,

; 4, , , ’
amelynek a meredeksége m, = —3 & az A és C pontokon atmené e; egyenesnek, amelynek a

. 4
meredeksége m; = — 3
Most mar szamba vehetjiik az egyenlet megoldasainak a szamat:

Ham < —10 — /68, akkor 2 megoldas van, ham = —10 — /68, akkor 1 megoldast kapunk.

Ha—-10—-+v68 <m < —g, akkor nincs megoldas, ham = — g, akkor 1 megoldas van.

Ha —% <m< —%, akkor 2 megoldas, ha m = —g, akkor 3 megoldas, ha —% <m <0, akkor 4
megoldas, ha m = 0, akkor 3 megoldas, ha m > 0, akkor 2 megoldas adodik.

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert!
{ x+2[y=2
2Vx+y=2

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2017/2018. 1. fordulo, Haladok, Il kategoria
Megoldas:

A négyzetgyok csak nemnegativ szdmok esetében van értelmezve, ezért x > 0,y = 0. A két egyenlet
bal oldala egyenl6 egymassal:

x+2/y=2vx+y
x—y=2(Vx =)
(Vx =) (Vx +4/y) = 2(Vx = /y) ()

Ha x = y, akkor ez az egyenlet teljesiil. Az els6 egyenletbe ezt visszahelyettesitve:
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x+2Vx—2=0.
Ez v/x-ben masodfoku egyenlet, amelynek megoldasai:

Vx=-1++3
Vx nemnegativ, ezért csak a vx = —1 + /3 felel meg a feltételeknek.
Ekkorx =y = (=1 +v3)" = 4 — 2V3.
Ha x # y, akkor (Vx — \/y)-el eloszthatjuk a (x) egyenletet:
Vx+ [y =2
7 =2-V%
Ezt behelyettesitjiik az eredeti egyenletrendszer els6 egyenletébe:
x+4—-2Vx=2
x—2Vx+2=0
Ez az egyenlet is v/x-ben masodfoku egyenlet, de ennek nincs megoldasa a valos szamok kérében.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: x = y = 4 — 2+/3.

Egy kilovdallvanyrol filiggélegesen fellének egy rakétat. A rakéta t masodperc mulva
h(t) = —5t% + 60t + 30 méter magasan van.

a) Milyen magas a kilové allvany?

b) Milyen magasan van a rakéta a kilovés utan 1 masodperccel? Mikor lesz még ugyanilyen
magasan?

¢) Milyen magasra repiil a rakéta?
d) Mennyi id6 mulva ér foldet?
Megoldas:

a) Az indulaskor a magassag a kilovoallvany magassagaval egyezik meg, tehat h(0) = 30 méter
magas a kilovéallvany.

b) h(1) = -5+ 60 + 30 = 85 méter magasan van 1 masodperccel a kilovés utan.
Keressiik azt a t-t, amikor h(t) = —5t% + 60t + 30 = 85.
—5t2 + 60t —55=10
t? —12t4+11=0

A masodfoku egyenlet megoldasai t = 1 ést = 11. Tehat 11 masodperc mulva lesz a rakéta még
85 méter magasan.

c) A h(t) figgvény maximumat keressiik.
h(t) = =5(t? —12t) +30 = —=5(t — 6)2 + 5-36 + 30 = —5(t — 6)% + 210

—5(t — 6)? < 0, ezért h(t) maximuma 210, amit t = 6 esetén vesz fel. Tehat a rakéta az indulas
utan 6 masodperccel 210 méter magassagig emelkedik.

d) Akkor ér foldet, amikor h(t) = 0.
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—5t>+ 60t +30 =10
t2—12t—6=0
t=6+42
Csak a pozitiv megoldasnak van jelentése, igy t = 12,5 masodperc mulva ér foldet a rakéta.

7. A valés szamok halmazan értelmezett f(x) = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvénynek minimuma
van, melynek értéke —a. Az f(x) fiiggvényre barmely x érték esetén f(x) = f(1 — x) teljesiil.
Adjuk meg az f(x) fiiggvény zérushelyeit!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011. 1. fordulo, Haladok, 11.kategoria
Megoldas:

f(x) = f(1 — x) minden x-re teljesiil, ezért
ax’+bx+c=a(l1—-x)>+b(1—x)+c
ax?+bx+c=a(l-2x+x3)+b—bx+c
2(a+b)x=a+b
Ez x = 1 —re is teljesiil, tehaita + b = 0,b = —a, f(x) = ax® —ax + c.
Ekkor teljesiil a feladat feltétele:
fA-x)=a(l-x)?-a(l-x)+c=a(l-2x+x?)—a+ax+c=ax?—ax+c = f(x).

Vizsgaljuk meg a fliggvény minimumat:

0 ( 1)2 1 N

x)=alx—=) ——a+c

f 2 4

Ha ennek a fliggvénynek minimuma van, akkor a > 0, a minimumhely x = %, a minimum értéke

1 . 1 3
c—a A feladat szerint ¢ — Ja4=—aaz.zc=—_a.

3 3
— g2 — gy — g — 2_,_Z)=
f(x) =ax* —ax 24 a(x x 4) 0

Azokat az x értékket keressiik, ahol

tehat az f(x) fliggvény zérushelyei x; = — % ; Xy = 2
8. Oldjuk meg az x2 + y? + 1 = xy + x + y kétismeretlenes egyenletet.

KoMal 2013. december; C.1198.
Megoldas:

Alakitsuk at az egyenlet egyes részeit teljes négyzetté kiegészitéssel. Ehhez még az az dtlet is jol jon,
hogy ,,szivesen” latjuk a 2xy kifejezést. Tehat az egyenletet szorozzuk be 2-vel és rendezziik nullara:

2x%2 —2x+2y? =2y —2xy+2=0
-D*+ @ -D*+(x-»?=0
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Egy szdm négyzete sohasem lehet negativ, ezért a harom tag dsszege csak tigy lehet nulla, ha minden
tag nulla.

Igy az egyenlet megoldasa x = 1;y = 1.

9. Tortént egyszer egy matematikadran, hogy egy didk az (a + 2b — 3)? négyzetre emelést rosszul
végezte el, és a? + 4b% — 9 lett az eredménye. Tanara kérésére ellendrzésképpen behelyettesitett a
¢és b helyére egy-egy természetes szamot. A behelyettesités utan az eredmény helyesnek bizonyult.
Mely szamokat helyettesithette a tanuld?

KdéMal 2004. szeptember; C.772.
Megoldas:

(a+2b—3)2=a’+4b*+9+ 4ab — 6a — 12b = a*? + 4b*> -9
egyenléségnek kell teljesiilnie.
4ab —6a —12b+18 =10
2ab—-3a—-6b+9=0
a(2b—3)=6b—9
b természetes szam, ezért 2b — 3 # 0, tehat oszthatunk vele.
a=3
Ekkor b tetsz6leges természetes szam lehet.
10. Mennyi az x3 + y3 kifejezés értéke, ha J17-12V2=x + yV2, ahol x és y egész szamok?
(4) 5 (B) 19 (€) 50 (D) 28
(E) Ezekbdl az adatokbdl nem lehet meghatarozni.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007, 10. osztaly megyei fordulo
Megoldas:

Emeljiik négyzetre az egyenletet. A négyzetgydk értelmezése miatt ezt x + yv2 > 0 feltétellel
tehetjiik meg:

17 — 12v2 = x2 + 2y% 4 2xyV/2
V2 irracionalis szam, ezért ez az sszefiiggés csak ugy teljesiilhet, ha
17 = x* + 2y?
—-12=2xy = xy=-—6.

Ha ez nem teljesiilne, akkor v2 kifejezheté lenne olyan tort alakjaban, amelynek szamlaloja és

nevezdje is egész szam, tehat v/2 racionalis szam lenne.

X=-—=
y

36
x2+2y2=F+2y2=17

2y*—17y2+36=10
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Az egész szamok korében csak y? = 4 lehetséges. Tehat y; = —2; y, = +2, az ezekhez tartozo x
értékek: x; = 3; x, = —3. Ax + yv/2 > 0 feltétel csak az elsd esetben teljesiil, igy

x3+y3=3%+(-2)%=19.
A jo6 valasz a (B).
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IVV. Geometria

1. Legyen a, b és c egy haromszdg harom oldalanak hossza. Bizonyitsuk be, hogy
3(ab + ac+bc) < (a+ b +c)? < 4(ab + ac + bc)
Mikor 4ll fenn az egyenldtlenség?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2016/2017. I1. fordulo, Haladok, 11.kategoria
Megoldas:

Alakitsuk at eldszor az els6é egyenlGtlenséget:
3(ab + ac + bc) < a? + b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc
0<a?+b%?+c?—ab—ac—bc

Ha az egyenldtlenséget beszorozzuk kettével, akkor tjra kétszeres szorzatokat kapunk, amibél az az
otletiink adodik, hogy érdemes teljes négyzeteket keresni a kifejezésben:

0 < 2a? + 2b? + 2¢? — 2ab — 2ac — 2bc
0 <a?®—2ab+b?+a?—2ac+c?+b%*—2bc+c?
0<(a—b)?+(a—c)>+(b-c)?

Egy szam négyzete mindig nagyobb vagy egyenlé mint 0, ezért a harom tag O0sszege is mindig
nagyobb vagy egyenlé mint 0. Megfordithato 1épéseket végeztiink, ezért az eredeti egyenlGtlenség is
igaz. Egyenl6ség csak akkor teljesiil, ha a = b = c, tehat a haromszdg szabalyos.

Az eddigi gondolatmenetben nem hasznaltuk ki azt, hogy a harom szam egy haromszog harom
oldala.

A masodik egyenlotlenséget is alakitsuk at:
a? + b% + c? + 2ab + 2ac + 2bc < 4ab + 4ac + 4bc
a? + b? + ¢* — 2ab — 2ac — 2bc < 0

Itt megvannak a kétszeres szorzatok, az oldalak négyzetét j6 lenne mindkét oldalhoz hozzaadni, hogy
Ujra teljes négyzeteket kapjunk:

2a% + 2b? + 2¢? — 2ab — 2ac — 2bc < a? + b? + ¢?
(a=b)?+(a—-c)>+(b—-c) <a?+b%+c? (*)
Ebbdl a formabol a haromszogegyenl6tlenség juthat esziinkbe:
la—b|<c

Mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

(a—b)?* < c?
Hasonldan

(a —c)? < b?

(b —¢)? < a?

A harom egyenlétlenséget Gsszeadva megkapjuk a (*) egyenlétlenséget. Lépéseink megfordithatok
voltak, ezzel belattuk a bizonyitando allitds masodik felét.
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2. Az abran lathato két négyszog egy-egy oldala parhuzamos. Kdssiik 6ssze a megfeleld csticsokat. Az
A, A, 6sszekotd vonal egy tetszés szerinti pontja P. P pontbol parhuzamost htizunk az A, B, oldallal,
ez a Q pontban metszi a B, B, szakaszt. Hasonldan keletkeznek az R és S pontok, QR || B;C; és
RS |l C; D, Bizonyitsuk be, hogy az S pontbol indulo, D, A, egyenessel parhuzamos egyenes atmegy
a P ponton!

Megoldas:
El6szor egy segédallitast bizonyitunk:

Ha az ABCD trapézban PQ parhuzamos AB-vel, akkor a P illetve Q pont a trapéz szarait azonos
aranyban osztjak.

A B

Behuzzuk a BD 4tlot. A PQ szakasz és a BD atlo metszéspontja M. Az ADB4-ben a parhuzamos
szelok tétele szerint AP: PD = BM: MD. A DBC4-re ugyanigy igaz, hogy BM: MD = BQ: QC.
Tehat: AP: PD = BQ: QC.

Ezt a gondolatot alkalmazva az A, B, B, A, trapézra kapjuk az A; P: PA, = B;Q: Q B, Osszefiiggést.
Az Bleczcl trapéZban qu: QBZ = ClR: RCZ, a ClDlDZCZ trapéZban ClR: RCZ = Dls: SDZ Ebbol
kovetkezik, hogy A{P: PA, = D1S:SD,.

Ha az R ponton keresztiil pArhuzamost huzunk a D;A, oldallal, akkor az a A;A, szakaszt ez az
egyenes olyan X pontban fogja metszeni, amelyre A, X: XA, = D,S:SD,. Egy, ilyen P pont van, azaz
az X pont megegyezik a P ponttal. Ezzel a feladat allitasat belattuk.
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3. Az ABC haromszog oldalainak a hossza: AB = 9 ¢cm, AC = 12 cm, BC = 6 cm.

a) Hol metszi a Ccsticsbol induld belsé és kiilsé szogfelezé az AB oldalt.

b) Hol vannak a sikban azok a pontok, amelyeknek az A és B pontoktol mért tavolsdganak az aranya
2:1?

¢) Hol vannak a sikban azok a pontok, amelyeknek az A és B pontoktol mért tavolsaganak az aranya
p: q, ahol p, q pozitiv valos szamok?

Megoldas:

a) Alkalmazzuk a szogfelezdtételt. a belso és a kiilsé szogfelezdre is:

. R N

AP _AC 12, ¢ AP+PB=09
PB BC 6
fgy AP = 6 cm,PB = 3 cm.
AQ 12

0B 6 es AQ—-0Q
Innen AQ = 18 cm, BQ = 9 cm.

b) Ha a C pontra AC: BC = 2:1, akkor az ilyen ABC haromszogek belsé és kiilsé szogfelez6i
mindig a P és Q pontokon fognak atmenni.

A /'( B }\
A belsé és kiils6 szogfelezOk szoge 90°, ezért a C pont rajta van a PQ szakasz Thalész-korén. Ha

az ABC pontok nem alkotnak haromszoget, azaz C az AB egyenesen van, akkor a P és Q pontok
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lesznek az AB egyenes megfelel pontjai. gy ehhez a ponthalmazhoz az atmérd két végpontja is
hozzatartozik. Megmutathatd, hogy a kdrvonal minden pontja hozzatartozik a ponthalmazhoz.

¢) Hap:q = 1, akkor a keresett pontok az AB szakasz szakaszfelez6jén vannak, Ha p: ¢ # 1, akkor
a b) részben lathato modon keressitk meg az AB szakaszon azt a P pontot, amelyre AP: PB =
p:q és az AB szakasz meghosszabbitasan azt a Q pontot, amelyre AQ: QB = p: q. A keresett
pontok a PQ szakasz Thalész-korén vannak, a ponthalmazhoz a P és Q pontok is hozzatartoznak.

Ezt a kort az AB szakasz p: q aranyhoz tartozo Apolloniusz-korének nevezziik.

4. Az ABCD és az EFGH konvex négyszog oldalfelezd pontjai egybeesnek. Igazoljuk, hogy a két
négyszog egyenld teriiletd.

KoMal 2014. januar;, C.1204.
Megoldas:

A P B

Az ABCD négyszog oldalfelezé pontjai P; Q; R;S. Ha az A pontbol az ABD haromszoget felére
kicsinyitjiik, akkor az APS haromszdget kapjuk. Hasonl6 sikidomok teriiletének aranya megegyezik
a hasonldsag aranyanak a négyzetével, ezért

1
Tapsa = ZTABDA.
Hasonldan
1
TCQRA = ZTCBDA-
Tehat

Tapsa + Tcora = ZTABCD.

Ugyanigy lathatjuk be, hogy

Tgpoa + Tpsra = ZTABCD.

Ha a négy kis haromszoget elhagyjuk a négyszogbol, akkor a négyszog teriiletének a felét hagyjuk
el, a maradék teriilete a négyszog teriiletének a fele lesz.

23



Ha az EFGH négysz0g oldalfelez6 pontjai is a P; Q; R; S pontok, akkor mind a két négyszog teriilete
2Tpggs » tehat egyenld.

5. Egy haromszogbe irt kor sugara r. A kornek az oldalakkal parhuzamosan hiizott érint6i egy-egy
kisebb haromszoget vagnak le az eredeti haromszogbdl. Bizonyitsuk be, hogy a kis haromszégekbe
irt korok sugaranak 0sszege szintén 7.

KoMal 2008. janudr; B.4054.
Megoldas:

A B, D A, B

Az oldalak parhuzamossaga miatt a keletkezd kis haromszogek hasonloak az ABC haromszdghoz.
Hasonl6 haromszdgekben a megfeleld a szakaszok aranya egyenld. A magassagokat €s a beirt korok
sugarat fogjuk 6sszehasonlitani. Az oldalakat és a hozzajuk tartozé magassagokat a szokasos modon
jeloljiik: a, b, c, my, my, m.. A haromszog teriilete legyen t.

o Mg —2r 2r 2r
homesE_  E (-2
T mg mg mq
r, my—2r 2r 2r
r my my my
T3 mg—2r 2r 2r
2=t " —=1-— > r3=r<1——>
r me me me
ot (3 2r  2r 2r>
= _ *
nTrnTr3=r m, m, m, (*)

a-mg 2t

= = m —_——

2 @ a
1 a 2r ar
— — = _——

m, 2t m, t

Hasonldan:
2r  br 2r cr
m, t ' m, t
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Ezek alapjan:
ar br cr r(a+b+c)
J=r(a-")
t t t t
Ismert, hogy a teriilet kifejezhet6 a beirt kor sugaraval és a keriilettel:

_a+b+c

2 r.

A fenti egyenlet igy alakithato:
2t
rntnrtr =r<3—?> =r
Ezzel az allitast belattuk.
Az AB atmérdju félkorbe egy ABCD négyszoget irunk ugy, hogy a C és D cstucsok a félkoriven
vannak. Legyen P a CD oldal tetsz6leges bels6é pontja, Q pedig a P mer6leges vetiilete az AB

atméron. Bizonyitsa be, hogy
AQ QB —CP-PD = PQ?%

Megoldas:

A PQ egyenes a korvonalat az X és Y pontban metszi. A Thalész-tétel miatt az AXB haromszog
derékszogii. A magassagtétel alapjan:

AQ - QB = XQ°2.
A szelotétel alapjan:
DP-PC =XP-PY

Igy a bizonyitando allitas helyett az XQ? — XP - PY = PQ? Gsszefiiggést bizonyitjuk.
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Az abra alapjan.
XQ = QP + PX
PY = PQ + QY
Szimmetria miatt QY = QX = QP + PX, igy PY = 2PQ + PX.
Tehat
XQ%— XP-PY = (QP + PX)? — XP - (2PQ + PX) =
= QP? + PX? +2QP - PX — 2XP - PQ — XP%? = QP?
Tehat az allitas valoban igaz.

Az ABC haromszog AB oldalanak Thalész-kore az AC oldalt a P, a BC oldalt a Q pontban metszi.
Mekkora az ACB szbg, ha a PQ szakasz felezi az ABC haromszog teriiletét?

Arany Daniel Matematikai Tanuldverseny 1996/1997. I1. fordulo, Haladok, I1.kategoria
Megoldas:

Az ABCD négyszog hurnégyszog, a P és Q pontoknal 1évo kiils6 szogek egyenldek a veliik nem
szomszédos belsé szogekkel, CPQ4 = f; CQP4 = a.

A o B

Az ABC és a PQC haromszdgek szdgei paronként egyenlok, ezért hasonloak. A hasonlo sikidomok
teriiletének aranya a hasonlosag aranyanak négyzetével egyezik meg, a PQC haromszog teriilete fele
az ABC haromszog teriiletének, igy

PQ 1 AB

—=— = PQ=V2—

AB 2 Q=2 2

O a Thalész-kor kozéppontja, ezért AO = OP = 0Q = %. ezek alapjan az OPQ haromszog
oldalainak az aranya 1: 1: V2, azaz egyenl6szart derékszogii haromszog, POQ# = 90°.

Az AOPA egyenl6 szard, az alapon fekvo szogei egyenlok, tehat AOPA = 180° — 2a. Hasonldan
B0OQ4 = 180° — 2. AOB4 = 180°, tehat

POQ4 = 180° — (180° — 2a + 180° — 2f3) = 180° — 2y.
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180° — 2y = 90°.
y = 45°.
Az ACB4 = 45°.
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V.Feladatlapok

1.

1.

feladatlap

Aliznak 8 kulcsa van felflizve egy karikara. A kulcsok ranézésre megkiilonboztethetetlenek €s a két
oldaluk is egyforma. Aliz, hogy meg tudja a kulcsokat kiilonboztetni, mindegyikre egy-egy szines
sapkat huz. Hany szinre van sziiksége?

KéMal 2007. szeptember; B.4012.

Egy hatszemélyes dzsipben eldl, hatul 3-3 hely van. Hanyféle kiilonb6zé modon tud 6 kiilonbzo
magassagu, vezetni tudo ember beiilni a dzsipbe, Ggy, hogy az els6é sorban mindenki alacsonyabb
legyen a hatsdsorban mdgotte ilonél?

KoMal 2005. marcius; K.40.

Anna és Balazs szokitalalosat jatszik. Anna gondol egy négybetiis értelmes magyar széra, amit
Balazs probal kitalalni. Ha Balazs tippel egy négybetiis szot, akkor Anna elarulja, hogy az 6 szavabol
hany betl szerepel benne, és koziiliik hany van j9, illetve rossz helyen. Mi lehetett Anna szava?

Balazs tippjei | Jo6 betiik szama j6 helyen J6 betiik szama rossz helyen
ROKA 1 0
OKOS 0 0
IKRA 2 0
RITA 1 1
DANO 0 3

KoMal 2015. oktober; K.474.

Egy kiraly esélyt ad egy elitéltnek a megmenekiilésre. Ehhez az elitéltnek bekotott szemmel harom
urnabol kell egy-egy golyot hiiznia, majd a harom kihuzott golyot egy negyedik urnaba helyezik az
orok. A negyedik urnabol ismét kell egy golyot huiznia a bekotott szemd elitéltnek, aki megmenekiil,
ha ez a goly6 fehér. Mekkora a megmenekiilés valoszinisége, ha az urnakban a kiilénb6z6 szini
golyok szama a kovetkezd:

fehér | piros | fekete
1l.urna 2 5 3
2.urna 5 2 3
3.urna 3 3 4

KoMal 2014. november; C.1256.

Legfeljebb hany bastyat lehet egy 8 X 8-as sakktablara feltenni ugy, hogy mindegyiket legfeljebb 1
masik tisse?

KoMal 1981. februar; F.2296.

Hany lovat helyezhetiink el a 8 x 8-as sakktablan tigy, hogy semelyik kett6 ne iisse egymast? Mia
helyzet az 5 x 5-6s sakktablan?

KéMal 1981.januar; Gy.1951.
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7. Egy csapatversenyen hat fos csapatokban versenyeznek a didkok. A csapatok Osszeallitasa
tetszoleges, de két feltételnek eleget kell tenni:

1. minden csapatban legalabb két lanynak, és legalabb két fitinak kell lennie,
2. minden csapatban legalabb két hetedikesnek és legalabb két nyolcadikosnak kell lennie.

Egy harom hetedikes lanybol, négy nyolcadikos fiubdl €s két nyolcadikos lanybol allo barati tarsasag
hanyféle, a feltételeknek megfeleld csapatot nevezhet?

KoMal 2011. februdr; K.283.
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2. feladatlap

1. Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezés értelmezési tartomanyat!

3x+6
Vx?2—-9- ‘Vx%2—6x+9
x—=17

2. Szamitsuk ki az alabbi kifejezés pontos értékét!

(J\/E+\/€—\/\/E—\/E>2—\/61—4\/E

3. Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezés értékét, ha x = \/7_:

1+x 4 1—x
1+vl+x 1-v1-—x

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1966/67. 1. fordulo, Haladok

4. Hozzuk egyszeriibb alakra!

( 6 s 12 18
V7—1 N7-2 4447

5. Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékét!

)'(\/ST—l)

1 1 1

a) 1+V2 + V2+/3 + V3+V4
1 1 1 1 1
b) tes T et Tt s T s

1+V2
4 4
c) 1+V5 + V5+3

4 4 4 4 4 4
D TE e T Bevs T o T o T v

Igazoljuk, hogy tetszdleges pozitiv n egész szam esetén:

1 1 1 1 1
€) 142 + V2+v3 + V3+V/4 ot Vn2-3+VnZ-2 + Vn2—1+Vn? <n

Igazoljuk, hogy ha n olyan pozitiv egész szam, amely 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, akkor:

4 4 4 4 4 Vn
f) 145 + V5+/9 + Vo+v13 Tt Vn—4+vn + Vn+Vn+4 > 2

6. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ és d szamok pozitivak €s

=2 —1/3,

Ql o

b
akkor

ad + bc + 2vabcd — \/(a? + b?)(c? + d?) = 0.

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1971/72. 1. fordulo, Haladok
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7. Milyen x természetes szam esetén lesz az alabbi kifejezések értéke természetes szam?

a) VxZ + 22
b) V4xZ —11

8. Adottak az n = abcabc és m = d00d alaku hatjegyi, illetve négyjegyii természetes szamok, ahol
a, b, ¢ és d nem feltétleniil kiilonbozé szamjegyeket jelol.

¢) Mutassa meg, hogy v/n nem természetes szam!

d) Hatarozza megazokat az (n, m) szamparokat, ahol n = abcabc és m = d00d alakll természetes
szamok, tovabba igaz, hogy vn + m € N!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012. I. fordulo, Haladok, Il kategoria

9. Hatarozzuk meg azokat a racionalis (x,y) szamparokat, amelyekre

x(V3-4)+2y(vVi2+5) =6
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o

7.

feladatlap

Hatarozzuk meg azon a és b valds szamokat, amelyekre igaz, hogy a és b is gyoke az
x% + ax + b = 0 egyenletnek!

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny 2015/2016. I. fordulé, Haladok, 1. kategoria

Mi a legkisebb értéke a kovetkezo kifejezésnek?
fO)=-Dx+2)(x+3)(x+6)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1970/1971. 1. fordulo, Haladok

Melyik dsszefliggés all fenn az mx? — 2x — m + 2 = 0 egyenlet gydkeinek S dsszege és P szorzata
ko6z6tt, ha m nullatol kiilonboz6 valds szam?

(A) S=P—-1 (B)S=P () S=P+1 (D) S =2P (E) P=2S

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007, 10. osztaly megyei fordulo

Az m paraméter fiiggvényében adjuk meg az

mx + 4 = |[x? — 10x + 21|

egyenlet megoldasainak szamat.

KéMal 2014. november; B.4665.
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

{ x+2[y=2
2Vx+y=2

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2017/2018. I. fordulo, Haladok, Il kategoria
Egy kilovoallvanyrol fliggdlegesen fellonek egy rakétat. A rakéta t masodperc mulva
h(t) = —5t% + 60t + 30 méter magasan van.

a) Milyen magas a kilovo allvany?

b) Milyen magasan van a rakéta a kilovés utan 1 masodperccel? Mikor lesz még ugyanilyen
magasan?

¢) Milyen magasra repiil a rakéta?
d) Mennyi id6 mulva ér foldet?

A valds szamok halmazan értelmezett f(x) = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvénynek minimuma
van, melynek értéke —a. Az f(x) fiiggvényre barmely x érték esetén f(x) = f(1 — x) teljesiil.
Adjuk meg az f(x) fiiggvény zérushelyeit!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2010/2011. 1. fordulo, Haladok, I11.kategoria
Oldjuk meg az x2 + y2 + 1 = xy + x + y kétismeretlenes egyenletet.

KoMal 2013. december; C.1198.
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9. Tortént egyszer egy matematikadran, hogy egy didk az (a + 2b — 3)? négyzetre emelést rosszul
végezte el, és a? + 4b% — 9 lett az eredménye. Tanara kérésére ellendrzésképpen behelyettesitett a
¢és b helyére egy-egy természetes szamot. A behelyettesités utan az eredmény helyesnek bizonyult.
Mely szamokat helyettesithette a tanuld?

KdéMal 2004. szeptember; C.772.
10. Mennyi az x3 + y? kifejezés értéke, hav/17 — 124/2 = x + y+/2, ahol x és y egész szamok?

(4) 5 (B) 19 (C) 50 (D) 28

(E) Ezekbdl az adatokbo6l nem lehet meghatarozni.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2007, 10. osztaly megyei fordulo
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4. feladatlap
1. Legyen a, b és c egy haromszdg harom oldalanak hossza. Bizonyitsuk be, hogy

3(ab + ac+bc) < (a+ b +c)? < 4(ab + ac + bc)
Mikor 4ll fenn az egyenldtlenség?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2016/2017. I1. fordulo, Haladok, 11.kategoria
2. Az abran lathato két négyszog egy-egy oldala parhuzamos. Kdssiik 6ssze a megfeleld csticsokat. Az
A, A, 6sszekotd vonal egy tetszés szerinti pontja P. P pontbol parhuzamost htizunk az A; B, oldallal,
ez a Q pontban metszi a B, B, szakaszt. Hasonldan keletkeznek az R és S pontok, QR || B, C; és
RS |l C; D, Bizonyitsuk be, hogy az S pontbo6l indulo, D; A; egyenessel parhuzamos egyenes atmegy

a P ponton!

3. Az ABC haromszog oldalainak a hossza: AB = 9 cm,AC = 12 cm,BC = 6 cm.

a) Hol metszi a Ccsticsbol induld belsé €s kiilsé szogfelezé az AB oldalt.

b) Hol vannak a sikban azok a pontok, amelyeknek az A és B pontoktol mért tdvolsaganak az aranya
2:1?

¢) Hol vannak a sikban azok a pontok, amelyeknek az A és B pontoktol mért tavolsaganak az aranya
p: q, ahol p, q pozitiv valds szamok?

4. Az ABCD ¢s az EFGH konvex négyszog oldalfelezd pontjai egybeesnek. Igazoljuk, hogy a két
négyszog egyenld teriiletil.

KoMal 2014. januar; C.1204.
5. Egy haromszogbe irt kor sugara r. A komek az oldalakkal parhuzamosan huzott érint6i egy-egy
kisebb haromszoget vagnak le az eredeti haromszogbdl. Bizonyitsuk be, hogy a kis haromszogekbe

irt korok sugaranak 6sszege szintén 7.

KoMal 2008. januar; B.4054.
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6. Az AB atmérgju félkorbe egy ABCD négyszoget irunk gy, hogy a C és D csucsok a félkdriven

vannak. Legyen P a CD oldal tetszéleges bels6é pontja, Q pedig a P mer6leges vetiilete az AB
atméron. Bizonyitsa be, hogy

AQ - QB —CP - PD = PQ?!

7. Az ABC haromszog AB oldalanak Thalész-kore az AC oldalt a P, a BC oldalt a Q pontban metszi.
Mekkora az ACB szog, ha a PQ szakasz felezi az ABC haromszog teriiletét?

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny 1996/1997. I1. fordulo, Haladok, I1.kategoria
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