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Matematika szakkor a 11. évfolyamon

A 11. évfolyamon tobbféle célja is lehet egy szakkdrnek. Késziilhetiink hétrdl-hétre a
matematikaversenyekre. Ebben az esetben a KoMal feladataibol, régebbi versenyfeladatokbol
valogathatunk, egy-egy témat attekinthetiink nehéz feladatokon keresztiil, uj megoldéasi modszereket
tanulhatunk. Sokszor ezen az évfolyamon a diakok a tovabbtanulds szempontjait mar fontosabbnak
tartjak a versenyzésnél. Igy lehet a feladatvalogatas szempontja az, hogy a tanéran megismert témakat
meger6sitsiik, az emeltszintl érettségi szempontjai szerint rendszerezziik. Ilyenkor a
feladatgylijtemények nehezebb feladatait oldhatjuk meg, amelyek mar a tandra kereteibe nem fértek
bele. Valogathatunk az elmult évek érettségi feladataibol megmutatva azt, hogy a tanultakat milyen
modon kérheti szdmon az érettségi.

Ilyen szempontok vezettek a szakkori anyag Osszeallitasaban. A feladatok el6szor megoldassal
szerepelnek, a dokumentum végén pedig megoldas nélkiil is megtalalhatoak, igy nyomtathatok egy-
egy szakkorre.,

Kombinatorika

7

1. Egy férfi ruhataraban 6t kockas ing talalhato, ebbdl ketté barna, egy kék. Hét barna ingje van,
ebbdl harom csikos. A harom kék ing k6zott viszont nincsen csikos. Ezeken kiviil csak nyolc piros
ingje van, aminek a fele csikos. Tudjuk tovabba, hogy harom nadragot hord: egy kék csikosat, egy
barna kockasat, illetve egy sziirke csikosat. Hanyféleképpen vehet 6l egy nadragot és egy inget,
ha nem vesz kéket barnahoz és csikosat kockashoz?

N\

J

KoMal 2016. december; C. 1385.
Megoldas:

A feladat feltételei szerint csak barna, kék és piros inge van a férfinak. Igy a kockas ingek koziil
2 barna, 1 kék és 2 piros. Rogzitsiik ezt egy tablazatban:

kockas csikos mas
barna 2
kék 1
piros 2

A hét barna ingrél tudjuk, hogy 2 kockas, 3 csikos. Igy van még 2 masféle.

kockas csikos mas
barna 2 3 2
kék 1
piros 2

A kék ingekbdl 1 kockas, nincs koztiik csikos, tehat 2 se nem kockas, se nem csikos.

kockas csikos mas
barna 2 3 2
kék 1 0 2
piros 2




A nyolc piros ing fele, azaz 4 csikos. Tudjuk mar, hogy van 2 piros kockas ing is, tehat 2 masféle.

Milyen 0sszeallitas képzelheto el, ha nem vesz kéket barnahoz €s csikosat kockashoz?

Ha a kék csikos nadragot veszi fel, akkor a tablazatbol a barna sor és a kockas oszlop nem
megfeleld. Ekkor 2 + 4 + 2 = 8 lehetdség van.

Ha a barna kockas nadragot veszi fel, akkor a kék sort és a csikos oszlopot zarjuk ki. Marad 2 +

kockas csikos mas
barna 2 3 2
kék 1 0 2
piros 2 4 2

2+ 2 + 2 = 8 6sszeallitas.

Osszesen 8 + 8 + 13 = 29 lehetdsége van a férfinak az elveinek megfeleléen felvenni egy inget
¢s egy nadragot.

kockas

csikos

mas

kockas

barna

2

barna
kék

piros

4+ 2 =13 van.

. Az Orszégos Tarka Pénztérat is elérte a gazdasagi valsag. Februar els6 hete szamukra fekete hét
volt. A hét mind az 6t napjan esett a cég részvénye: két nap 5, egy nap 6, és szintén két nap 8

szazalékkal. Hanyféle sorrendben kovetkezhetett ez be a ,,fekete” héten?

(4) 5

(B) 6

(€) 30

(D) 60

~

Megoldas:

Két 5-0s, egy 6-ost és két 8-ast kell sorba rendezniink. Ot kiilonbozd elemet 5! féle modon
rendezhetiink sorba. A két 5-0s felcserélésével nem kapunk 0j esetet, ezért minden sorrendet emiatt

kétszer szdmoltunk. Ugyanez igaz a két 8-as felcserélésére is. Ezért 72 =30 féle modon torténhetett

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 11.osztaly; orszdgos

meg a ,,fekete hét”. A jo valasz a (C).



3. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szorzata és dsszege is 127

Emelt szintii érettsegi 2019.mdjus 7.

Megoldas:

A 12-t egész szamok szorzatara bontjuk el6szor Ggy, hogy nem hasznalunk 1-es szorzotényezot:
12=2-6=4-3=3-2-2

A szamjegyek 0sszege akkor lesz 12, ha néhany 1-es szorzotényez6t hozzavesziink a tényezokhoz.

Ha a 6-o0s és 2-es mellett négy 1-est hasznalunk, akkor a hatost 6 helyre, a 2-est 5 helyre tehetjiik,
a fennmaradé négy helyre irjuk az 1-eseket. igy 6 - 5 = 30 esetet kapunk.

EQy 4-est, egy 3-ast és Ot 1-est hasznalva a 4-est 7, a 3-ast 6 helyre téve 7 - 6 = 42 lehetdségiink
van.

Az egy 3-as, a két 2-es mellé 6t 1-est kell venniink. A két 2-es helyét (3) féle médon vélaszthatjuk
meg, a 3-as 6 helyre keriilhet, az 1-eseket pedig elhelyezziik a maradék helyekre. (g) -6 =168
esetet kapunk

Osszesen 30 + 42 + 168 = 240 lehetséges szam van.

4. A magyar kartya 32 lapos, négy szinben (piros, z6ld, tok, makk) 4-4 figurat (asz, kiraly, felso, also)
és 4-4 szamot tartalmaz (VII; VIII; IX; X).
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Kihuzunk a magyar kértyabol 5 lapot. Hany olyan eset van, amikor a kihtizott lapok kozott
a) mindegyik makk;

b) nincs kiraly;

¢) pontosan 2 kiraly és 2 hetes van;

d) pontosan 2 kiraly és 2 piros van;

. ©) legaldbb két zold van?

Megoldas:

a) A nyolc makkbol 5 lapot hiizunk. Ez (g) = 56 lehetdség.

b) 4 kiraly van, ezért a maradék 28 lapbol huzunk. (%) = 98280 eset,

c) A négy kiralybol htizunk kett6t, a négy hetesbdl hiizunk kettét, a maradék 24 lapbol egyet:
(3) - () - 24 = 864 lehetdség

d) Lehet, hogy kihuzzuk a piros kiralyt. Ekkor a maradék 3 kiralybol kell még egyet, a maradék 7
pirosbol még egyet huznunk. Eddig harom kartyank van — két kiraly és két piros. Két tovabbi
kartyank nem lehet kirdly és nem lehet piros. 21 ilyen kartyank van, ezekbdl kettdt kell
huznunk. Az ilyen esetek szama 3 - 7 - (221) = 4410.

Ha a kihuzottak kdzott nines a piros kiraly, akkor 3 kiralybol kett6t, 7 pirosbol kettét és a tobbi
lapbol egyet kell huznunk. Ezt (3) - (]) - 21 = 2646 féle modon tehetjiik meg.

Osszesen 4410 + 2646 = 7056 féle ilyen hiizas lehet.

e) Otkartyat (352) féle modon huzhatunk. (254) esetben nincs a kihtuzottak kozott zold. Egy zold és

négy nem zold 8- (244) féle modon valaszthatd. Minden mas esetben legalabb két zoldet

(2)-()-s: () =730

htizunk, ezen esetek szama:

5. Egy teniszklub tagjai elhatarozzak, hogy minden lehetséges modon parokat alakitanak, majd
minden par minden masik pérral jatszik pontosan egy mérk6zést. Hany tagja van a teniszklubnak,
ha 6sszesen 210 mérkdzésre keriil sor?

Zrinyi llona Matematikaverseny 2015, 11.osztaly megyei
Megoldas:
Ha a teniszklubnak n tagja van, akkor egy parost (721) féle mddon, a maradék (n — 2) emberb6l egy
Ujabb part (n;Z) féleképpen valaszthatunk ki. Minden paros minden parossal jatszik, a résztvevok
(")
2

kivalasztasanak a sorrendje nem szamit. gy mérkdzést jatszottak.

&) ()
2

=210
n(n — 1)(n8— 2)(n—3) 210
nmn—1)n-2)(n—-3)=8-210=8-7-6-5 (%)




n csak pozitiv egész szam lehet, ezért a fenti szorzatbol lathatd, hogy n = 8. Tehat 8 tagja van a
teniszklubnak.

Valéban (2) = 28 paros van. A mésodik parost (g) = 15 féle modon valaszthatjuk. A mérkézések
. 2815
szama —— = 210.

Megjegyzés:

Az egész szamok korében a (*) egyenletnek a megoldasa a 210 megfeleld szorzatra bontasaval
adodik, de érdemes meggondolni, hogy ez a negyedfoku egyenlet hogyan oldhaté meg a valds
szamok korében. Ha a két sz¢élIso és a két kdzépso tényezdt sszeszorozzuk:

(n? —3n)(n? —3n+2) = 1680
Vezessiink be 1j ismeretlent, y = n? — 3n.

Ekkor az y(y + 2) = 1680 masodfoku egyenletet kell megoldanunk. A megoldasok y; = 40 és
yz = —4‘2

Az n? — 3n = 40 egyenlet megolddsain = 8 ésn = —5.
Az n? — 3n = —42 egyenletnek pedig nincs megoldasa a valos szamok kdrében.

A feladat szempontjabol a pozitiv megoldas, n = 8 felel meg.

. Hanyféleképpen juthatunk a koordinatarendszer origojabol a (4; 2) pontba, ha 10 1épést tesziink,
minden Iépésiink egységnyi hosszi és parhuzamos a tengelyek valamelyikével?

OKTV 2012/2013, II. kategoria, I. fordulo
Megoldas:

AkKkor jutunk a (4; 2) pontba, ha az x-tengely iranyaban 4-gyel tobbet 1éptiink pozitiv iranyba, mint
negativ iranyba, az y-tengely iranyaban pedig 2-vel tobbet pozitiv iranyba, mint negativba.

Ha x 1épésiink volt az x-tengelyen negativ iranyba, akkor (x + 4)-et Iéptiink pozitiv iranyba, ha y
1épésiink volt az y-tengelyen negativ iranyba, akkor (y + 2)-t 1éptiink pozitiv iranyba.

x+x+4+y+y+2=2x+2y+6=10
x+y=2

A lehetséges esetek:

X 0 1 2
y 2 1 0

Ha x = 0; y = 2, akkor 4-et 1éptiink jobbra, 4-et fel, 2-t le. A 10 1épésbdl ki kell valasztanunk 4-
et a jobbra l1épésekre, majd a maradék 6-bol 4-et a felfelé 1épésekre, a maradék 2 helyen pedig
lefelé 1épiink. Ezt (140) . (Z) = 3150 féleképpen tehetjiikk meg.

Ha x = 1;y = 1, akkor 5-6t [éptiink jobbra, 1-et balra, 3-at fel, 1-t le. Erre () -5 - (3) = 5040
lehetdsegiink van.

Ha x = 2; = 0, akkor 6-0t léptiink jobbra, 2-t balra, 2-t fel. Most (%) - () = 1260 esetet
kapunk.

Tehat 3150 + 5040 + 1260 féleképpen juthatunk a (4; 2) pontba.




Grafok

s

1.

Az abran egy kis muzeum alaprajzat latjuk. A
muzeum termei kozotti kapcsolatot graffal is
szemléltethetjiik. A graf pontjai a termek, €lei
pedig az atjarok a termek kozott. (Egy él egy
atjarot szemléltet két terem kozott.) T

Rajzolja fel a mizeum termeit és atjaroit c |
szemléltetd grafot! D

Kozépszintii erettségi 2019.mdjus 7.

Megoldas:

D

2. a) Van-e olyan 7 fobdl allo tarsasag, amelyben mindenki pontosan harom embert ismer?

b) Van-e olyan 6 f6b6l allo tarsasag, amelyben mindenki pontosan harom embert ismer?

Megoldas:

a) A tarsasagot abrazoljuk egy graffal. Az embereknek a pontok felelnek meg. Két embert akkor
kotiink ossze éllel, ha ismerik egymast. Tudjuk, hogy egy grafban a fokszamok 6sszege az élek
szaménak a kétszerese, tehat paros. Igy nem lehet egy grafban 7 harmadfoka pont.

Ningcs ilyen tarsasag.

b) Igen van. Egy szabalyos hatszog cstcsai jel6ljék a tarsasag tagjait, az ismeretségeket pedig az
oldalak és a szemkozti csticsokat 6sszekoto atlok jelzik.
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(3. a) Hatérozza meg az alébbi kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)! h
Valaszait indokolja!

I.  Van olyan hatpontt fagraf, amelynek minden cstcsa paratlan fokszamu.
Il. Ha egy hétpontu egyszerti grafnak 15 éle van, akkor a graf 6sszefiiggo.
Ill.  Van olyan fagraf, amelyben a csucsok szamanak ¢és az €lek szdmanak 0sszege paros.

Egy hatf0s tarsasag tagjai 4, B, C, D, E és F. Mindenkit megkérdeztiink, hogy hany ismerdse van a
tobbiek kozott (az ismeretség kolesonos). A valaszként kapott hat természetes szam szorzata 180.
Az is kideriilt, hogy A-nak legalabb annyi ismerése van, mint B-nek, B-nek legalabb annyi
ismerdse van, mint C-nek, és igy tovabb, E-nek legalabb annyi ismerése van, mint F-nek.

\_ b) Szemléltesse egy-egy graffal a lehetséges ismeretségi rendszereket! )
Emelt szintii érettségi 2014.0ktober 14.
Megoldas:
a)

. Azallitas igaz, az abran két lehetséges graf lathato:

Il. Az allitds hamis. Egy hatpontu teljes grafnak %5 = 15 ¢le van. Ehhez vegyiink hozza egy

hetedik pontot, de ne kdssiik 6ssze a tobbi ponttal, ez egy izolalt pont lesz a grafban. Ezzel
egy ellenpéldat talaltunk.

I1l. Az allitas hamis. Egy n pontl fagrafnak n — 1 ¢le van. A cstcsok és az élek szamanak az
Osszege 2n — 1, ami paratlan.

b) Az ismeretségeket abrazold hatpont grafban egy pont fokszama legfeljebb 5, ezért a 180-at
ezzel a feltétellel kell 6 természetes szam szorzatara bontani. A 180 primtényezds felbontasa:
53222, ezért két lehetséges szorzatra bontés lehetséges:

5-3-3-2-2-1vagy 5-4-3-3-1-1.

A masodik esetet ki kell zarnunk, mert egy grafban a paratlan foki pontok szama nem lehet
paratlan.

Tehat A-nak 5, B-nek 3; C-nek 3; D-nek 2; E-nek 2; F-nek 1 ismerdse van. A ismer mindenkit,
F pedig A-n kiviil senkit.

Ha B és C nem ismerné egymast, akkor mindketten ismernék D-t és E-t, mert csak igy lehetne
3 ismero6siik. Ekkor D-nek és E-nek is 3 ismerOse lenne ellentétben a feltételekkel. Tehat B és
C ismeri egymast.



Ezek szerint két lehetdségilink van: B ismeri D-t és C ismeri E-t vagy forditva. A két esetlen
megfeleld graf:

(4. Tobb telepiilés kozotti legkisebb koltségli vezetékhalozat tervezésekor eldszor egy teljes grafot
készitettek. Ebben a grafban minden telepiilést a graf egy csticsaval, minden vezetékes kapcsolatot
a graf egy-egy ¢élével jeloltek, majd a graf minden élére rairtak, hogy mennyibe keriilne az adott
kapcsolat kiépitése. Ezutan egyesével kitorolték a ,koltséges éleket” ugy, hogy a torlés utan
megmarado graf osszefliggd maradjon. A teljes graf élei kétharmadanak torlése utan végiil egy (a
legkisebb koltségili halozatot megado) fagrafot kaptak.

Hany telepiilés szerepelt a tervben? y

Emelt szinti] érettségi (idegen nyelven) része, 2019. majus 7.
Megoldas:

Jeldlje n = 2 atelepiilések szamat. Az n pontu teljes graf éleinek a szadma @ Az n pontu fagraf

¢leinek a szama n — 1. A feladat szerint a graf éleinek az egy harmada marad meg:
1 nn-1)
3 2
n # 1, ezért (n — 1)-gyel oszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat:

n—1.

n_1
e

n==6.
Tehat 6 telepiilés tartozik a haldzathoz.
Ellendrzés.

Egy 6 pontu teljes grafnak i—s = 15 ¢éle van, a 6 pontu fagrafnak pedig 5, tehat valoban az élek
kétharmadat, 10-et kell elhagyni.

5. Adott n ember kozott hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki paratlan
sok masikat ismer (az ismeretség kdlcsonds)?

OKTV 2013/2014, IlI. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:

Az embereket jeloljik egy graf pontjaival. Két pontot akkor kotiink dssze, ha a két ember ismeri
egymast. A pontok fokszama azt fejezi ki, hogy kinek hany ismerdse van.




A grafban a fokszamok Osszege paros. Igy ha minden pont fokszama pératlan, akkor a grafban
paros sok pontnak kell lennie, tehat n paros.

Vegyiink egy tetszdleges n — 1 ponta grafot. P legyen az n-edik pont és kossiik 6ssze a graf azon
pontjaival, amelyeknek a fokszama paros. Ezeknek a pontoknak a fokszama ezutan paratlan lesz.
A paratlan fokszamu pontok ezen tulajdonsagat nem rontottuk el. n — 1 paratlan, igy benne a
paratlan foku pontok szdma paros. Osszesen paratlan szdmu pont van, tehat a paros fokszamu
pontok szdma paratlan. Ekkor teljesiil, hogy P-bdl paratlan szamu él indul ki.

Ez a modszer azt mutatja, hogy minden n — 1 ponta gratbol, ha n paros, tudunk olyan n ponta
grafot késziteni, amelyben minden pont fokszdma paratlan.

Hany n — 1 pontt grfot tudunk késziteni? Az n — 1 pontbél 2 pontot (™) féle médon lehet
kivélasztani. Minden pontpar esetében két lehetdség van: vagy van koztiik él, vagy nincs. Tehat a
lehetoségek szama 2 -2+ ...-2-2 = 2029,

(")
Belattuk: Ha n paratlan, akkor nincs megfeleld ismeretségi kapcsolatrendszer, ha n paros, akkor

2("2") ilyen van.

. Kilenc szinész haromf0s helyzetgyakorlatokat jatszik. Legkevesebb hany gyakorlatra van sziikség
ahhoz, hogy barmelyik két szinész szerepeljen kozdsen?

KoMal 2018. majus; C. 1487.
Megoldas:

A feladatot szemléltessiik egy kilencpontt graffal, amelynek a pontjai a szinészeket jelolik. Ha két
szinész egyiitt szerepel, akkor kossiik Ossze az Oket abrazolé pontot egy éllel. Egy
helyzetgyakorlatnak egy haromszog felel meg a grafban.

Ezen az abran példaul 4, D, E illetve C, G, H jatszott helyzetgyakorlatot.
F

A B

oot . v .1 98 . . . . , ot s
Két szinészt a kilenc koziil - = 36 féle modon valaszthatunk ki. Ha barmely két szinész szerepelt

kozosen, akkor a grafban van legalabb 36 ¢él. Egy helyzetgyakorlat esetében 3 élt huzunk be, igy
legalabb 12 haromszognek kell lennie.
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Probaljuk meg a kilencpontu teljes grafot 12 olyan haromszogbdl 6sszeallitani, amelyeknek nincs
ko6z06s oldala. Egy csticsbol 8 él indul ki, ezt 4 haromszog 2-2 oldalanak kell valasztanunk.

Ekkor az A cstcshoz tartozo szinész 4 helyzetgyakorlatban jatszott és mind a 8 szinésztarsaval
jatszott valamikor. Induljunk el egy csucsbol szép ,,szimmetrikusan’:

F

A B
Az AGD pontok ,szabalyos haromszoget” alkotnak, ezért probaljuk meg azonos modon,

»szimmetrikusan” folytatni ezekben a pontokban a haromszogek berajzolasat. Majd a hidnyzo
¢lekbdl berajzoljuk a BEH ¢és CFI pontokat 6sszekdtd szabalyos haromszoget. Ezzel a kilenc pont
mindegyike ,,azonos” mddon szerepel a konstrukcioban.

Szerencsénk van, megkaptunk egy megfelel6 teljes grafot:

fgy 12 helyzetgyakorlat elegend6 ahhoz, hogy mindenki mindenkivel szerepeljen.
A kovetkez6 oldalon attekinthetéen kiemeljiikk a haromf6s helyzetgyakorlatokat.
Megjegyzés:

A feladat megoldasa nem azt mondja, hogy ,levezettiik” a lehetséges konstrukcidt, csupan
megmutatja, hogyan probalkozhatunk egy lehetséges el6allitas megalkotasaban.
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Hatvany, gyok

1.

Milyen szémjegyre végzédik a 20172018 — 20182019 + 20192020

Megoldas:

Egy hatvany végzddése csak az alap utols6 szamjegyének hatvanyaitdl fiigg. A 7 hatvanyainak
utolsé jegyei: 7;9; 3;1;7;9; ..., tehat egy négyes periddus ismétlodik. 2018 négyes maradéka 2,
ezért 20172918 végzddése 9.

A 8 hatvanyai esetében ez az ismétlédé peridodus: 8;4;2;6. 2019 néggyel osztva 3-at ad
maradékul, igy 20182919 utolso szamjegye 2.

A 9 hatvanyai paratlan kitevé esetén 9-re, paros kitevd esetén 1-re végzédnek. Tehat 20192020 1-
re végzodik.

9—2+1=8,igy 20172918 — 2018201° + 20192920 ytols6 szamjegye 8.

Melyik az a legnagyobb primszam, amellyel az
52n+1 + 2n+4 S 2n+1

0sszeg minden pozitiv n esetén oszthat6?

Potirasbeli érettségi-felvételi, 2001. junius 5.
Megoldas:

Ha n =1, akkor 52"*1 4 2nt4 4 pn+l = 161 =7-23. Csak a 7 és a 23 primszam johet
szamitasba. Megmutatjuk, hogy a kifejezés minden pozitiv n esetén oszthatd 23-mal.

Alakitsuk at a kifejezést:
52ntl g pn+d 4 ontl = 5.5 4 24.2" 422" =5-25"+ 18- 2" =
=5-(25"—2") +23-2"

Tudjuk, hogy ha a, b egész szamok, n természetes szam, akkor a™ — b™ oszthaté (a — b) — vel.
Ez alapjan 5 - (25™ — 2™) oszthat6 25 — 2 = 23-mal. Ha ehhez hozzaadunk 23 - 2™-t, akkor 23-
mal oszthat6 kifejezést kapunk.

Megjegyzés:

A 23-mal val6 oszthatosagot teljes indukcidval is bizonyithatjuk.

Rendezd névekvd sorrendbe a kovetkezd szamokat!

i/F: 2%: \/ﬁ; i/F; 16_%

Megoldas:

crcr

=@y =25 25 B =@ =27

4

1
V2t =275 1673=(2%)"

W=
Wl

=2
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A kitevOket rendezziik novekvo sorrendbe:

2 (= 45) < 4< - 0,8) < 2—06< 2

Az x — 2% exponencialis fiiggvény szigoruan monoton nd, ezért:

V83 < 16‘% <Y2r<Yat< 2‘%

4. Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!

3-4% +4%*1 =896

Kozépszintii érettsegi 2019. majus 7. (13. feladat része)

Megoldas:
3:4¥ +4-4* =896
7 4% = 896
4* =128
22x — 27
2x =17
x =35
Ellenorzés:

3:4%° +4%5=3-27+2°=3-128+512 =896

5. Oldja meg a valds szamok halmazéan az aldbb egyenletet:

25'8% = 5 4 4. 5lg*

Emelt szintii érettsegi 2014. oktober 14 (1. feladat része)
Megoldas:

(52)1gx — (Slgx)z =544 5lgx
(5'8%)* — 4. 518x 5= 0

Ez az egyenlet 5'8*-ben masodfoku. A masodfoku egyenlet gyokei 5 és —1.
Ha 5'8% = 5, akkor Igx = 1;x = 10.
Az 5 hatvanyai nem lehetnek negativak, ezért az 5'8% = —1 egyenletnek nincs megoldésa.
Ellendrzés:
Bal oldal:  25'810 = 25! = 25
Jobboldal: 5+4-5'810=5+4.5=25
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[ 6. Oldja meg a valos szamok halmazan az

5x +8-,/xy + 5y =113

(2vx +.[y) - (Vx + 2,[y) = 56

egyenletrendszert!
& J

OKTV 2016/2017, I. kategoria, I. fordulo

Megoldas:
A négyzetgyok miatt az egyenlet x; y = 0 valos szamokra van értelmezve.

Atalakitjuk az elsé egyenletet:
5x+y)+8-/xy=113 (D

A masodik egyenletben felbontjuk a zarojeleket és rendezziik:
2x + 4 /xy + \/xy + 2y =56
2(x+y)+5/xy =56 (2)

Vezessiink be 0j ismeretleneket: a = x + y; b = \/xy.

5a +8b = 113}

2a +5b =56
Megoldva az egyenletrendszert:

a=13;b=6

Az x,y értékét az alabbi egyenletrendszerbol kapjuk meg:

x+y=13
Jxy=6 = xy = 36.

y=13—x
x(13—x) =36

Innen a megoldasok: x; =4; y; =13 —x; =9¢ésx, =9;y, =13 — x, = 4.

e X—y _ 2 \
7. Az {;x_y _ i] 6,4 egyenletrendszernek a pozitiv valos szamok halmazan van olyan megoldasa,
amelyre:
(A)x<l B)x<1 ) x>1 (D) y<1 (E) y>2
2
Bolyai Matematika Csapatverseny 2018., 1. osztdly, teriileti fordulé
Megoldas:

Szorozzuk 6ssze a két egyenletet:

(xy)*=Y = x%y® = (xy)°

A feladat feltétele szerint xy > 0. Ilyen esetben a két azonos alapti hatvany akkor lehet egyenld, ha
az alap 1 vagy a kitevok egyenldk.
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a) Haxy =1, akkor az x*~Y = y? egyenlet igy alakithaté:
1
x*Tx =x"2
Most is két eset lehet:
- azalap 1, tehat x; = 1 és y; = 1. Ezek nem szerepelnek a felsorolt esetek kozott.
- akitev6k egyenlok:
1

x—==-2
X

x> +2x—1=0.

Innen a pozitiv szamok korében egy megoldast kapunk

1
x, =—1+vV2~041 és =——=V2+1=~241
2 Y2 _1+\/§

Ez alapjan (A); (B); (E) igaz.
b) Hax — y = 6, akkor az eredeti egyenletrendszerbél az x, y > 0 feltétel mellett azt kapjuk, hogy
x6=y%2 = y=x8
Az x — y = 6 feltételt hasznalva:
x—x3=6 = x3=x-6
A harmadfoku egyenlet megoldaséhoz célszerti grafikus megoldast hasznalni

i

@

[3%) (3]
—

16



Az egyenletnek csak az x = —2 a megoldasa. Mi most a pozitiv szamok kdrében oldjuk meg
az egyenletet, tehat ebbdl az esetbdl nem kapunk megoldast.

Tehat j6 megoldasok (A4); (B); (E).
Megjegyzés:
A harmadfokt x3 = x — 6 egyenlet megoldhatd igy is:

Nullara rendezziik: x3 — x + 6 = 0. Az egész szamok korében keressiik elészor a megoldast, ami
csak a 6 osztoi (£1; +2; +3; £6) koziil keriilhet ki. Behelyettesitéssel lathato, hogy —2 megoldas.
Ennek tudataban szorzatta alakitjuk az x3 — x + 6 kifejezést:

x3—x+6=x3+2x>-2x>—4x+3x+6=
=x%(x+2)—2x(x+2)+3(x+2)=(x+2)(x?—2x +3)
Ez a kifejezés akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

Hax + 2 = 0, akkor x = —2. Az x? — 2x + 3 = 0 egyenletnek pedig nincs megoldasa.
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V.

Trigonometria

1.

Az ABCD hurtrapéz oldalainak hossza: AB =5 cm, BC = 2,5 cm, CD =2 c¢cm ¢s DA =2,5 cm.

a) Szamitsa ki a trapéz szogeit!

b) Hatarozza meg az ABC és ACD haromszdgek teriiletének aranyat!

Kozépszintii érettségi 2016. mdjus 3. (14.feladat része)
Megoldas:

2 em

A 1,5em E 2cm F 1,5cm B

A DE és CF magassagokat behuzva EF = 2 cm, AE = FB = 1,5 cm. Az AED derékszogi
haromszdgbdl cos a = g =0,6; a =53,13° a és § kiegészito szogek, ezért § = 126,87°.
A szimmetria miatt § = 53,13°,y = 126,87°.

a) Két oldalbol és a kdzbezart szogbdl szamitsuk ki a haromszdgek teriiletét:

D 2 cm c

A 5cm B

AB-BC-sinf 5-2,5-sinf

T =
AD -DC-sind AD-DC-sin(180°—pf) 2,5:-2-sinf
Tacps = = =
2 2 2
A két haromszog teriiletének aranya:
Tapca _ E
Tacpa 2

Megjegyzés:
A b) kérdésre igy is megadhatjuk a valaszt:

Az ABC4 és az ACD 4 magassaga egyenld (CF), ezért a teriiletiik ardnya megegyezik az alapok
aranyaval: 5: 2.
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2. Az ABC haromszogben BAC 4 = 70°% ABC4 = 45°. A CB oldal B-n tli meghosszabbitasanak

egyik pontja P, amely az AB oldalegyenest6l 3 cm, az AC oldalegyenest6l 13 cm tavolsagra van.
Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat!

Megoldas:

A haromszog harmadik szoge 65°. QBP4 = ABC4 = 45° , mert csucsszdgek. A QBP derékszogl
haromszogbdl BP = sir?zs" = % =3-vV2~424cm. A CRP derékszogli haromszoghdl

2

13 -~ 14,34 cm. igy BC = CP — BP ~ 10,1 cm.
sin65

A masik két oldalt szinusztétellel szamoljuk ki:
sin 65°

~ sin70°

sin 45°

€= sin70°

BC = 9,74 cm,

*BC = 7,6 cm.
Megjegyzés:

Erdemes a feladatot paraméteresen is megoldani. Ha a haromszog szogei a szokasos betlizéssel:
a; B; v; PQ = q; PR =, akkor

__r a
~ siny sing

sin T - sin
AB=BC-_y=. _.q .y
sing sina sina-sinf

AC=BC-Sinﬁ= r-sinf q

sina sina-siny sina

3. Mennyivel egyenld a Vsin* x + 4 cos? x + Vcos* x + 4 sin? x dsszeg?

A0 B) 1 (C) 1,5 (D) 2 (E) Az elbzbek kozul egyik sem.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 11.0sztaly; orszagos
Megoldas:

Hasznaljuk fel a sin? x + cos? x = 1 sszefiiggést:
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Jsin?x + 4 cos? x ++/cos* x + 4 sin? x =

= /(1 —cos2x)2 +4cos?x + /(1 —sin2x)? + 4sin2x =

=/1—2cos2x +cos*x + 4cos?x ++/1— 2sin? x + sin®x + 4 sin? x =

=/(1+cos2x)2++/(1+sin2x)2 =
=1+4+cos?x+1+sin?x =2 + cos? x +sin®x = 3.

A jo valasz az (E).

4. Oldja meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletet:

1\ 2
(cosx +E) + . /sin2x +siny + [tgy —z| =0

Megoldas.

Egy szam négyzete, négyzetgyoke és abszoliit értéke sohasem lehet negativ. igy a bal oldal csak
akkor lehet nulla, ha mindharom tag nulla.

Hacosx+%= 0, cosx = —%,akkorxl =2?n+2knvagyx2 = —2?”+2kn, k € Z.

Ekkor sin 2x; = sin (4?” + 4k7r) = - g vagy sin 2x, = sin (— %ﬂ + 4kn) =+ g
A sin 2x + siny = 0 0sszefiiggésbdl siny = —sin2x = + -

Hasiny = ‘/; akkor y; = g 4+ 2lm vagy v, = 2?”+ 2w, | € L.

Hasiny = —?, akkor y; = — = + 2lm vagy y, = —2?”+ 21m.

Tehat z = tgy = ++/3.

Fontoljuk meg, hogy a megfelelé szamharmasokat hogyan allitjuk dssze:

2m T
x=?+2kn;y=§+2ln;z=\/§;

21 21
x=?+2k7r; y=?+2ln;z=—\/§;

2n T
x=—?+2kn; y=—§+2ln;z= —V3;

21T 21

5. Tegyiik fel, hogy 0 < a, f < gés tg @ + tg f = 8. lgazoljuk, hogy

289
(tga + ctg B)? + (tg B + ctg a)? ==

OKTV 1981/1982, szakkézépiskolasoknak, II. fordulé
Megoldas:

(tga +ctgf)? + (tg B + ctga)? =
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=tgla+ctg?f+2-tga-ctgf +tg?f+ctgla+2-tgf-ctga =

t2+t2ﬁ+1+ +2-t 1+2tﬁ !
= a — . a-_ . —_—
g g e g 8F g

1
tg?f tg B
tglat+tg’f . tgtattg’p
tg?a - tg?p tga-tgp
Az adott feltételek mellett tg a és tg f pozitiv, igy alkalmazhatjuk a szamtani és a mértani kdzép
kozotti egyenlétlenséget az alabbi formaban:

tga+t

tga-tgf <16
1 1

tga-tgf — 16

=tgla +tg?f +

Q)

A négyzetes kdzép és a szamtani kozép kozotti egyenlStlenség szerint:

’tg2a+tgzﬂ >tga+tg[>’ _4
2 - 2

tg?a + tg2p = 32.

A (*) kifejezést ezekkel az értékekkel becsiilhetjiik:

2

1 1
>32+32 (16) +2-32 6=

tg?a + tg?p tg? a +tg? B
tg2a - tg?p tga-tgp
32 1 289

=36+ﬁ=36§=?.

tg?a + tg?p +

. Bizonyitsuk be, hogy

sin 25° - sin 35° - sin 60° - sin 85° = sin 20° * sin 40° - sin 75° - sin 80°

KoMal 2003. janudr; B. 3610.
Megoldas:

Szogfiiggvények szorzatat fel tudjuk irni 6sszeg alakban is:
2-sina-sinf = cos(a — f) — cos(a + f3)

Alkalmazzuk ezt az azonossagot és hasznaljuk fel, hogy cosa = — cos(180° — a):

2 -sin35° - sin 25° = cos 10° — cos 60°

2 - sin 85° - sin 60° = cos 25° — cos 145° = cos 25° + cos 35°
2+ sin40° - sin 20° = cos 20° — cos 60°
2-sin80° - sin 75° = cos 5° — cos 155° = cos 5° + cos 25°
A bizonyitand¢ allitas négyszerese igy irhato a fentiek hasznalataval:
(cos 10° — cos 60°)(cos 25° + cos 35°) = (cos 20° — cos 60°)(cos 5° + cos 25°)
Bontsuk fel zardjeleket, rendezziik a kapott egyenléséget:
c0s10° - cos 25° + cos 10° - cos 35° — cos 60° - cos 25° — cos 60° - cos 35° =
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= c0s20°- cos 5° + cos 20° - cos 25° — cos 60° - cos 5° — cos 60° - cos 25°
c0s 10° - cos 25° 4+ cos 10° - cos 35° — cos 60° - cos 35° =
= c0s 20° - cos 5° 4+ cos 20° - cos 25° — cos 60° - cos 5°
A koszinuszok szorzatat igy tudjuk 6sszeggé alakitani:
2-cosa-cosf = cos(a+ B)+ cos(a— )
Alkalmazzuk elészor a baloldal, majd a jobb oldal kétszeresének atalakitasara:
2+ (cos25°-cos10° + cos 35° - cos 10° — cos 60° - cos 35° =
= c0s35° + cos 15° + cos 45° + cos 25° — cos 95° — cos 25° =
Vonjunk 6ssze és hasznaljuk fel, hogy cosa = — cos(180° — a):
= c0s 35° + cos 15° + cos 45° + cos 85° D
Es a jobb oldal:
2+ (cos20°- cos 5° + cos 20° - cos 25° — cos 60° - cos 5°) =
= c0s 25° + cos 15° + cos 45° + cos 5° — cos 65° — cos 55° 2
Az (1) és (2) kifejezés akkor egyenld, ha:
cos 35° + cos 15° + cos 45° + cos 85° =

= c0s 25° + cos 15° + cos 45° + cos 5° — cos 65° — cos 55°
cos 35° + cos 85° = cos 25° + cos 5° — cos 65° — cos 55°

Alkalmazzuk a cosa + cosf§ = 2 - cos# : cosa;—ﬁ azonossagot:
85° + 35° 85° — 35° 65° + 55° 65° — 55~
2 cos > * COS > = cos 25°+ cos5° — 2 - cos > * CoS >

2-c0s 60°- cos25° = cos 25° + cos 5° — 2 - cos 60° - cos 5°
Felhasznaljuk, hogy cos 60° = 0,5:
cos 25° = cos 25° + cos 5° — cos 5°
Ez utobbi allitas igaz. A 1épéseink megfordithatoak voltak, ezért az eredeti allitas igaz.
Megjegyzés:
A feladat megoldasa utan lathatd, hogyan tehet6 a feladat megoldasa ,,szebbé”:
A bizonyitando6 allitast 8-cal szorozzuk és nullara rendezziik:

8:sin25°:sin35°-sin 60° - sin85° — 8 : sin 20° * sin 40° - sin 75° * sin 80° = 0.

Probaljuk meg most a megoldasban szerepl6 atalakitasokat!
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V.Sorozatok

n pozitiv egész szamra. Hatarozzuk meg a, g4 értékét!

( )

1. Egy szdcske gy ugral a szamegyenesen, hogy az egymast kdvetd ugrasaival felvaltva a nagyobb
¢s a kisebb iranyaba ugrik. Az elsé ugrasaval a nagyobb szamok iranyaba ugrik 1 egységnyit.
Ezutan minden ugrasa 1 egységgel hosszabb, mint az el6z6 ugras hossza. Melyik szamtdl kezdte
a szocske az ugralast, ha a 2009. ugrasaval a 0-ra érkezett?

(A) — 2009 (B) — 1005 () —1004 (D) 2009 (E) 4018
. J
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009, 11.0sztaly; megyei
Megoldas:
Jeloljiik a,-nel azt a szamot, ahova az n-edik 1épés utan jut a szocske, és legyen p ahonnan indul.
A 1épések hosszat eldjelesen hasznaljuk annak megfeleléen, hogy pozitiv vagy negativ iranyban
torténik: +1; —2; +3; —4; +5 .... Ezt hasznalva:
a,=p+La=p—laz=p+2;a,=p—2;
Az a sejtésiink, hogy a,,_1 =p +n; az, =p —n.
Teljes indukcioval tudjuk bizonyitani ezt a sejtést.
n = 1;n = 2-re igaz az allitas.
Feltételezziik, hogy igaz 2n — 1-re és 2n-re:
p-1 =P +MN Azp =P —7

Bizonyitjuk 2n + 1-re és 2n + 2-re:
A2n + 1-edik 1épés 2n + 1, ezért aypyq = app +2n+1=p—n+2n+1=p+n+ 1L
A2n + 2-edik 1épés —2n — 2,1gy Aspiz = Aopyq —2n—2=p+n+1-2n—-2=p—-—n-—-1.
Ezzel belattuk a sejtést.
A szocske a —1005 szamtol kezdett ugralni. A jo valasz (B).

2. Az a, sorozat elemeire teljesiil, hogy a; = 1337, tovabba hogy a,,.1 = a,, = n — a, minden

KdoMal 2004. februar; B.3703.
Megoldas:

Hasznaljuk a rekurziv 6sszefliggést néhany lépésben:
az004 = 1002 — ay¢02
A1002 = 501 — aspq
As01 = As00 = 250 — azs0
Az50 = 125 — ay35
Q125 = Q124 = 62 — ag;
gy =31 —asz

az, = azg = 15— ay5
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A5 =014 =7 —ay
a; =ag=3—a;
az=a,=1—a
a, = 1337
Ez alapjan.

Q004 = 1002 — 501 + 250 —-125+62—-31+15—-7+3 -1+ 1337 = 2004.

3. Az a, sorozatot (n € Z%) igy értelmezziik: ha 1 <n < 5, akkor a,, = n?, minden més esetben
an+5 + an+1 = an+4 + an. Mennyl Iehet a2019?

(4) 4 (B) 16 ©) 17 (D) 22 (E) azel6zbek egyike sem

Bolyai Matematika Csapatverseny 2019, 11. osztaly, kérzeti fordulo
Megoldas:

A rekurziv szabaly csak n = 6 esetén hasznalhatd. Nem ismerjiik ag, a-, ag, aq, a1 értékét, igy a
sorozat nincs egyértelmiien meghatarozva.

a2019; (20185 A20175 Q20165 Q2015  Crt€keét
tetszélegesen megvalaszthatjuk.
ag=10a,=4;a3=9; a, =16; ag =25

A tovabbi tagokhoz pedig hasznalhatjuk a rekurziv képzési szabalyt ,,visszafelé”ebben a formaban
n > 6 értekekre:

Ap = Anis T Any1 — Apige
Tehat a jo valaszok: (A); (B); (C); (D), mert aygq19 értékét tetszélegesen megvalaszthatjuk.
Példaul, ha a,y,9 = 4, akkor legyen a,g15 = @2017 = A2016 = A2015 = 0.
Ekkor:
Az014 = G2019 T 2015 — d2013 =4+ 0—-0=4
A2013 = Q2018 + 02014 — Q2017 =0+4—-0=4
(012 = Q2017 + Q2013 — 2016 =0+ 4—-0=14
Az011 = G2016 T Q2012 — A2015 =0+ 4 —-0=14
Azt gondolnank, hogy mindig 4. De nem igy van:
Q2010 = Q2015 + 02011 — 2014 =0+4—-4=0
A2009 = Q2014 + Q2010 — A2013 =4+ 0—-4=0
Az008 = Q2013 + A2009 — A2012 =4+ 0—-4=0

Q2007 = Q2012 + A2008 — Q2011 =4+0—-4=0

Innentdl kezdve Gjra négy darab 4-es, majd négy darab 0 jon és igy tovabb...

A2006 = Q2011 — A2007 — Q2010 =4 —0—-0=4..

24



Megjegyzés:

Mi lenne, ha a rekurzios feltétel n > 1 esetén igaz lenne. (Feltételezem, hogy a versenyzok nagy

szdmban igy hibaztak.) Szamitsuk ki a sorozat néhany tagjat. Az az érzésiink, hogy a sorozat
ismétlédni fog.

ag=10a,=4;a3=9; a, =16; ag =25
A tovabbi tagokhoz hasznaljuk a rekurziv képzési szabalyt ebben a forméban:
Ap+s = Anig — Any1 T ap
ag=as—a; +a; =25—-4+1=22
a;=ag—az+a, =22—9+4=17
ag=a;—as+az3=17—-16+9 =10
ag=ag—as+a,=10—-25+16=1
Qg =09g—ag+as=1—-22+25=4
Q1 =Ap—ay+ag=4—-17+22=9
A =a1—ag+a; =9-10+17 =16
a3 =a1; —ag+ag=16—1+10 = 25
Lathatoan ett6l kezdve a tagok ismétlédnek. A sorozat nyolc szamot ismétel periodikusan:
Qnig = Qn

2019 nyolccal osztva 3-at ad maradékul, igy a,919 = az = 9. Tehat (E) lenne a jo valasz.

4. Hatérozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre
1-2°42-2043-224 .. 4n-2""1

négyzetszam.

KoMal 2018. marcius; B.4945.
Megoldas:

A kifejezést mértani sorozatok Osszegére tudjuk bontani, a mértani sorozatok Osszegképletét
hasznalva zart alakban tudjuk megadni:

2" —1
20421 422 42 = ;-1 =21
2nl -1
21+22+...+2n—1=2-—2_1 =2"-2
22 -1
22+...+2n—1:22-ﬁ=2”—22
2n—3_
23+_“+2n—1:23_ 51 =2n_23
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Az utolso tagra is igaz:

21’1—1 — 271 _ 2n—1

Ezeket az egyenleteket Osszeadva kapjuk a feladatban szereplo kifejezést:

2" -1

1-2042-21 43224 4n-2"t=pn-2" - (14+2+22+--2"H=n-2" - 51

=(n—-1)-2"+1

Azt keressiik, hogy milyen k egész szdm esetén all fenn:
n—1)-2"+1 = k?
m—1)-2"=k?-1=(k+1D(k-1)
Han =1, akkor (n — 1) - 2" + 1 = 1, ami négyzetszam. Ha n > 2, akkor (n — 1) - 2™ pozitiv és
mn-1)-2"=k?*-1=(k+1)(k-1).

k+1¢és k —1 killonbsége 2. Az (n — 1) - 2™ szorzat paros, igy a két tényez6 mindegyikének
parosnak kell lennie, de csak az egyik lehet 4-gyel oszthato. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyik
tényez6 legalabb 2™, a masik viszont legfeljebb 2 - (n — 1). Igy

2"l <k+1=(Gk-1D+2<2n—-1)+2=2n
A 271 < 2n feltétel csak kis pozitiv egész szamokra teljesiil, mert a 2-hatvanyok gyorsan ndnek.
Teljes indukcidval belatjuk, hogy n > 5 természetes szam esetén 2"~ > 2n,
Han =5:
2*=16>2-5=10.
Tegyiik fel, hogy valamely n > 5 természetes szam esetén 2"~1 > 2n,

Bizonyitunk n + 1-re. 2" = 22"t > 2-2n > 2n + 2 = 2(n + 1). Tehat az allitasunk valoban
igaz.

Nézziik meg, hogy n < 5 esetében mikor lesz a kifejezés négyzetszam.

Han=1;2; 3; 4 akkor (n —1)-2"+1=1;5;17;49. Tehat n = 1 és n = 4 esetén kapunk
négyzetszamot.

. Egy papirlapra felirtuk a pozitiv egész szamokat n-t6l 2n-ig. Azt vettiik észre, hogy paros szamok

Osszege 2013-mal nagyobb, mint a felirt paratlan szamok 6sszege.

Mettdl meddig irtuk fel a szdmokat?

OKTV 2012/2013, I. kategoria, donto
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Megoldas I:
Ha n paros, akkor:
A felirt paros szamok. n; n+ 2; n + 4;...; 2n, a paratlan szamok n+ 1;n + 2; ...; 2n — 1. Két

. . P n+2 . ;. n
szédmtani sorozatot kaptunk. Az elsének — tagjavan, a masiknak >

n+2
(n+2n) == 3n(n+2)

A szamtani sorozat dsszegképletét hasznalva a paros szamok dsszege: > .

(n+142n-1)-2 372

a paratlan szdmok 0sszege: — =

Keressiik azt az n-et, amelyre:

3n(n+2) 3n?

2 7 = 2013
6_n = 2013
4
n = 1342.

Ha n paratlan, akkor:

(n+1+2n)-nT+1

, , = n+1 ;
A paros szamok: n+ 1;n + 3;...; 2n. Osszesen —— szam, amelyek Osszege: — =

Bn+1)(n+1)
—

(n+2n-1) nTH _ (3n-1)(n+1)

n+1 , , i
- darab paratlan szam van: n;n + 2; ...; 2n — 1, ezek 0sszege

2 4
Most az alabbi egyenlet megoldasat keressiik:
3In+1)(n+1 3In—1)(n+1
( Jnt+D) Gn-Dw+1) o
4 4
2(n+1
¥ = 2013
4
n = 4025

Tehat 1342-t61 2684-ig vagy 4025-t61 8050-ig adtuk Gssze a szamokat.
Megoldas I1:

Nem sziikséges a paros és a paratlan szamokat Osszeadnunk, ahhoz, hogy a kiilonbségiiket
megkapjuk. Hasznaljuk fel azt, hogy két szomszédos egész szam kiilonbsége 1.

Ha n péaros, akkor a kiilonbség:

n 3n
2n—(2n—1)+(2n—2)—(2n—3)+---+n=§-1+n=7=2013 = n = 1342.

1 1

Ha n paratlan, akkor a kiilonbség:

n+1
2n—2n-1)+2n-2)—-2n-3)+ -+ (n+1)—n=——=2013 = n =4025.
1 1 1 2

Tehat 1342-t61 2684-ig vagy 4025-t61 8050-ig adtuk Ossze a szamokat.
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7

6. Osszeadtunk 6tvendt egymast kdvetd pozitiv paratlan szamot, az dsszeg értéke 3905.

a) Melyik volt az 6sszegben az els6, illetve az 6tvenotddik paratlan szam?

b) Melyik az 6sszeadottak kozott a legkisebb olyan szam, amelynek a primtényezds felbontasaban
két kiilonb6z6 primszam szerepel, és a négyzete 6tre végzodik?

Kozépszintii erettségi 2006. februar 21.
Megoldas:

a) Ezek a szamok szamtani sorozatot alkotnak, a differencia 2.

A sorozat elsé tagjat jeloljik a,- gyel. EKkor ass = a; +54-2 = a4 + 108. Az 55 szam
0sszege:

(a; + a; +108)-55
2
(aq +54)-55=3905

= 3905

a, = 17
Agg = 17 + 108 = 125
Az elsé 0sszeadott paratlan szam a 17, az 6tvenotodik a 125.

b) A szamnak Otre kell végzOdnie. Az elsé ilyen a 25, de ebben csak az 5 fordul el
primtényez6kent. A kovetkez6 a 35 = 5 - 7, ami megfelel a feltételeknek.

7. Egy mértani sorozat elsé eleme és hanyadosa egész szam. Az els6 harom elem Osszege 21, az

n-edik és az azt megel6z6 két elem 6sszege 336. Irja fel a mértani sorozat elsé n elemét!

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 2000. mdjus 22.
Megoldas:

A sorozat els6 eleme a,, a hanyadosa q.

a,+a,q+ a;q? =a;(1+q+q?) =21

a, a a a,q" ! ~
q—z+?n+an=q—2(1+q+q2)= qu (1+g+g®)=a,q"3(1+q+q? =336
Az egyenletek egyik oldala sem nulla, igy eloszthatjuk a masodik egyenletet az elsovel:
q" 3 = 16.

q egész szam, ezért a 16-ot irjuk fel hatvany alakban. 16 = 16! = (+4)? = (£2)*.

Ha q = 16, akkor n = 4.Ekkor a,(1+ 16 + 16%) = 21 lenne, de ez nem ad a,-re egész
megoldast.

Ha q = 4, akkor n =5. a;(1 + 4+ 42?) = 21, azaz a, = 1. Ekkor a sorozat elsd 6t eleme
1,4, 16, 64, 256. Ezek valdoban megoldasok: 1 + 4 + 16 = 21;16 + 64 + 256 = 336.

Ha q = —4, akkorn = 5. a;(1 — 4 + 42) = 21 lenne, de ekkor a; nem egész szam.

Ha q = 2, akkor n = 7. a;(1 + 2 + 22) = 21, tehdt a; = 3. Ekkor a sorozat elsé hét eleme:
3,6,12,24,48,96,192. Ezekre a szamokra is teljesiilnek a feladat feltételei.

Ha q = —2, akkor n = 7. a;(1 — 2 + 22) = 21, tehat a; = 7. Ekkor a sorozat elsd hét eleme:
7,—14,28,—56,112,—224,448. Ezek a szamok is teljesitik a feltételeket.
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VI.

Valosziniiségszamitas, statisztika

. Egy véletlen kisérlet soran két szabalyos dobokockaval dobunk egyszerre. Ezt a kisérletet tébbszér\

egymas utan elvégezziik. Egy-egy dobas utan mindig feljegyezziik a két dobott szam Gsszegét, és
ezt az Osszeget tekintjiik a kisérlet kimenetelének.

Az elso kilenc kisérlet utan ezeket az 0sszegeket jegyeztiik fel: 9, 3,5,4,11, 6,9, 6, 10.

a) Szamitsa ki a kilenc szdmbol 4ll6 adatsokasag terjedelmét, medianjat, atlagat és szorasat!

Legyen az A esemény az, hogy a kisérlet kimenetele 4-nél nagyobb, de 9-nél kisebb.

b) Adjameg az A esemény relativ gyakorisagat az els6 kilenc kisérlet utan!

¢) Szamitsa ki az A esemény valdsziniiségét! )

Kozépszintii érettségi (idegen nyelven) 2019. majus 7.
Megoldas:

a) A szamokat felirjuk névekvo sorrendben: 3; 4; 5; 6; 6; 9; 9,10; 11.
A legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége 8, tehat az adatsoksag terjedelme 8.

A koz€pso szam a 6, ezért a medidn 6.

. 3+4+5+6+6+9+9+10+11
Az atlag: 5 =7.

A szOrés: \/(7—3)2+(7—4)2+(7—5)2+2-(7—Z)2+2-(7—9)2+(7—10)2+(7—11)2 — g ~ 2,67

b) A 4-nél nagyobb és 9-nél kisebb szamok: 5; 6; 6, azaz harom darab.
A relativ gyakoriség% = %

c) Az alabbi tablazat mutatja a két kockadobas lehetséges értékeit és azok Gsszegét:

1 2 3 4 5 6

5 6 7 8 9 10 | 11

6 7 8 9 10 | 11 | 12

Az Gsszes eset 36. A kedvezd eseteket a kék szin jelzi, ezek szama 20.

. foem . 20 5
Az A esemény valosziniisége: =5~ 0,556.

29



(2. Andrés és Balazs kosarra dobasban méri ossze erejét. Annak a valosziniisége, hogy Andras a )
kosarba talal 0,7; mig Balazs 0,4 valésziniiséggel dob kosarat.

Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob. Ha Andras talal és Balazs nem, akkor Andras nyer. Ha
Balazs talal és Andras nem, akkor Balazs nyer. Minden mas esetben a jatszma dontetlen.

Mennyi a valoszintisége, hogy két egymas utani jatszma mindegyike dontetlen lesz?
. J

OKTV 2007/2008, 1. kategoria, 1. fordulo

Megoldas:
Andras 1 — 07 = 0,3 valosziniiséggel, Balazs 1 — 0,4 = 0,6 valoszinliséggel véti el a dobast.
Egy jatszma akkor lesz dontetlen, ha vagy mindketten kosarat dobnak vagy mindketten hibaznak.

Annak a val6szinlisége, hogy mindkett6 betalal, 0,7 - 0,4 = 0,28, hiszen a két dobas egymastol
fiiggetlen. Ugyanigy annak a valdsziniisége, hogy egyik sem dob kosarat, 0,3 - 0,6 = 0,18. igy a
jatszma 0,28 + 0,18 = 0,46 valoszinliséggel lesz dontetlen.

Két egymas utani jatszma fliggetlen esemény ezért annak a valosziniisége, hogy mindkettd
dontetlen, 0,46 - 0,46 = 0,2116.

3. Egyszerre feldobunk hat szabalyos dobokockat, amelyek kiilonbozé szintiek.

a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy mindegyik kockaval mas szamot dobunk?

b) Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy egy dobasnal a hat dobott szam 6sszege legalabb 34
lesz!

\ 7

Emelt szintii érettsegi 2007. oktober 25.

Megoldas:

a) A hat dobas mindegyike hatféle lehet, ezért az dsszes eset szama 6°. Ha kiilonbdzé szdmokat
dobunk, akkor az els6 kockaval 6-félét, a masodikkal 5-félét, ... , a hatodikkal 1-félét

dobhatunk, tehat a kedvezo esetek szama 6!. A keresett valosziniiség: 2—; = 0,015.
b) Ekkor 34-et, 35-6t vagy 36-ot dobunk.
34=6+6+6+6+6+4=6+6+6+6+5+5.

Az els6 eset 6-féle modon johet létre, mert a négyes 6 helyre keriilhet. A masodik lehetdségnél
azt a két helyet kell kivalasztanunk a hatbol, ahova az 6t6sok keriilnek. Ezt (g) = 15-féle

modon tehetjiik meg.

Tehat 34-et 21 kiilonb6z6 modon dobhatunk.
35=6+6+6+6+6+5. Az 6tost 6 helyre tehetjiik, ilyen eset 6 van.
36=6+6+6+6+6+6.Ez1eset.

A kedvezd esetek szama 21 + 6 + 1 = 28, az Osszes eset szama 6°.

% = 0,0006 valoszintiséggel lesz a dobott szdmok Osszege legalabb 34.
6
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4, Magyar kartyabol 6t lapot hizva melyik eseménynek nagyobb a valoszintisége: annak, hogy az 6t
lap azonos szinii vagy annak, hogy van koztiik négy azonos szam vagy figura?

KoéMal 2015. marcius; C.1284.
Megoldas:

A magyar kartya 32 lapot tartalmaz. A kartyak szine 4-féle: piros, z6ld, tok, makk. Minden szinben
négy szam: VII; VIII; IX; X és négy figura: also, felsd, kirdly, 4sz van. (Ld 3.oldal 4.feladat)

Ot lapot (352) féle modon huzhatunk. Az 6sszes eset szama mindkét esetben ennyi.

Ha 6t azonos szinti lapot htizunk, akkor ez 4-féle szinben torténhet meg, és a 8 azonos szinti lapbol
kell 6tot kivalasztanunk. Ekkor a kedvezd esetek szama 4 - (i) = 224.

Ha 4 azonos szamot vagy figurat huztunk, akkor mind a négy szinbdl hiiztunk. Ezt 8-féle moédon
tehetjiik meg. Az 6todik lapot pedig a maradék 28 lapbol kell valasztani. Ilyen esetben a kedvezd
esetek szama 8 - 28 = 224.

Tehat a két esetben mind a kedvezd esetek szama, mind az sszes eset szama azonos, tehat a
valdsziniliség is azonos (= 0,00111).

(5. Egy 30 f0s osztalyban a kardcsonyi ajandékozasrdl sorsoldssal dontenek. Minden didk nevét\
felirjadk egy papirra, majd a 30 papirdarabot egy sapkaba teszik. Névsor szerinti sorrendben
mindenki kihuz egy papirt a sapkabol és a rajta szerepld embernek készit ajandékot. Elképzelhetd,
hogy valaki sajat magat ajandékozza meg.

Az ajandékozas ugy torténik, hogy elészor jelentkeznek azok, akik magukat huztak, majd a tobbi
diak koziil a legfiatalabb diak atadja ajandékat az altala huizott embernek, €s innentdl aki éppen
megkapja az ajandékat, az lesz a soron kovetkez6 ajandékot atadd ember. Ha valahol elakad a sor,
azaz olyan diak kapja az ajandékot, aki mar a sajatjat atadta, de még nem mindenki adta 4t illetve
kapta meg az ajandékat, akkor az utoébbiak koziil a legfiatalabb tjra kezdi.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy osztalyban hat egymast koveté év karacsonyi
ajandékozasa soran lesz legalabb egy olyan év, amelyben senki nem huizza magat €s a sor sem akad

\_ el? (Az osztalylétszam minden évben ugyanannyi.) Y,

OKTV 2007/2008, II. kategoria, I\. fordulo
Megoldas:

Nézziik meg, hogy egy év esetében mi a valdszinlisége annak, hogy nem akad el a sor és nem hizza
senki 6nmagat.

Az els6 ember 30 féle nevet huzhat, a kovetkezo 29-et, a kovetkez6 28-t, ..., igy 30! féle huzasi
sorrend lehet.

Ha nem akad el a sor ajandékozas kozben, és senki nem huzza onmagat, akkor a didkok a
huzasaiknak megfeleléen korbe allhatnak, és mindenki pl. a jobb szomszédjat ajandékozza. Ekkor
a legfiatalabb 29 embernek adhatja az ajandékat, a kovetkezd 28-nak, a kovetkezd 27-nek,... az
utolso pedig a legfiatalabbnak. Ez 29! lehetdség.

., 29! 1 £ g . P ST . ;. 29 r s .
Ezek alapjan 301 = 30 valoszinliséggel korbeér az ajandékozés. Tehat T valoszintiséggel pedig
elakad.
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. e (298 .
Az egyes években torténé huzasok egymastol fiiggetlenek, ezért (5) valoszintiséggel hat éven

keresztiil megakad a huzas.

6
Tehat 1 — (g) ~ (0,184 valosziniiséggel legalabb egy évben senki nem huzza 6nmagat és nem

akad el a sor.

. Egy 1 millidrd lakosu orszédgban egy olcs6 AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk, hogy\
kb. minden ezredik ember fert6zott. Kideriilt, hogy a betegek 99,9%-anal pozitiv, viszont sajnos
az egészségesek 0,1%-anal is pozitiv eredményt ad a teszt. [lyen paraméterek mellett elvetették a
hasznélatat. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzek el kétszer egymas utan a vizsgalatot,
és ha mindkettd pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pacienst. [gy mar bevezethet6 lett a teszt.
A kovetkezo kérdésekkel arra keressiik a valaszt, hogy mi ennek a magyarazata.

a) Szamitsuk ki mennyi a valészinlisége, hogy beteg valaki, ha az elso teszt pozitiv.

b) Szamitsuk ki mennyi a valdsziniisége, hogy beteg valaki, ha mind a két teszt pozitiv. y

OKTV 2008/2009, II. kategoria, 1. fordulo
Megoldas I:

a) Az 1 milliard emberbd6l 1 000 000 a beteg, 999 000 000 egészséges. A teszt a betegek koziil
999 000-nél lesz pozitiv, az egészségesek koziil 999 000-nél jelez hibasan.

Tehat 999 000 + 999 000 pozitiv teszt koziil 999 000 jelez valdoban betegséget. Annak a
valosziniisége, hogy beteg valaki:

999000 05 = 509

2-999000 7T

Erthet6, hogy ilyen modon nem vezethetd be a teszt.

b) Az 1000 000 betegen elvégezve a két tesztet 1 000 000 - 0.9992 = 998001 esetben kapunk
két pozitiv tesztet. A 999 000 000 egészséges emberen 999 000 000 - 0,0012 = 999 lesz a
kétszeres pozitiv teszt. Osszesen 998001 + 999 = 999000 esetben jelez mindkétszer
betegséget a teszt, ebbol 998001 a valoban beteg. Tehat most annak a valoésziniisége, hogy
helyesen jelzi a betegséget a teszt:

998001
999000

= 0,999 = 99,9%.

Ilyen eredményességgel mar bevezethetd lehet a teszt.
Megoldas II:

A feladatban szereplé adatokkal nem azt tudjuk mondani, hogy pontosan 1 000 000 beteg van,
eggyel sem tobb vagy kevesebb, hanem azt, hogy ebben az orszagban annak a valdszintisége, hogy
egy ember beteg, 0,1%. A tesztr6l is jobb igy fogalmazni: a betegeknél 99,9% valdsziniiséggel
mutatja ki az AIDS-t, az egészségeseknél 0,1% valoszinliséggel jelez hibasan betegséget.

Itt egy feltételes valosziniiségre vagyunk kivancsiak: Mi a valdsziniisége annak, hogy valaki beteg,
ha az elvégzett teszt pozitiv. A; legyen az az esemény, hogy valaki beteg, A, pedig az, hogy valaki
egészséges. A1, A, teljes eseményrendszer. B jeldlje azt az eseményt, hogy a teszt pozitiv.

Tudjuk, hogy P(4,) = 0,001, P(4,) = 0,999, P(B|4,) = 0,999, P(B|A,) = 0,001.
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b)

Arra vagyunk kivancsiak, hogy mi a valosziniisége annak, hogy valaki beteg, ha egy elvégzett
teszt pozitiv, tehat P(A,|B) =?

A Bayes-tétel szerint:

P(B|A,) - P(4,) 0,999 - 0,001

P(A,|B) = = =
(4118) P(B|A,) - P(Ay) + P(B|A,) - P(A,) 0,999 0,001 + 0,001 - 0,999

0,5.

Tehat nem érdemes alkalmazni a tesztet.

Ebben az esetben B, jeldlje azt az eseményt, hogy az elsé teszt pozitiv, B, azt, hogy a masodik.
A kérdés P(A,|B; - B,) értéke. B, és B, fliggetlen események, ezért P(B; - B|A;) = 0,9992,
P(B; - B,|A,) = 0,0012,

Ujra alkalmazzuk a Bayes-tételt:
P(B; - B;|A;) - P(A1) _

P(By - Bz]A;) - P(A1) + P(By - B3|Az) - P(43)

_ 0,9992 - 0,001

10,9992 - 0,001 + 0,0012 - 0,999

P(A1|B1 ’ Bz) =

= 0,999.

Ez azt mutatja, hogy alkalmazhato lehet a teszt.
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V1I. Feladatlapok
I. Kombinatorika

1.

Egy férfi ruhatdraban 6t kockds ing taldlhatd, ebbdl kettd barna, egy kék. Hét barna ingje van,
ebbdl harom csikos. A harom kék ing k6zott viszont nincsen csikos. Ezeken kiviil csak nyolc piros
ingje van, aminek a fele csikos. Tudjuk tovabb4, hogy harom nadragot hord: egy kék csikosat, egy
barna kockésat, illetve egy sziirke csikosat. Hanyféleképpen vehet 6l egy nadragot és egy inget,
ha nem vesz kéket barndhoz és csikosat kockashoz?

KoMal 2016. december,; C. 1385.

Az Orszagos Tarka Pénztarat is elérte a gazdasagi valsag. Februar elsd hete szamukra fekete hét
volt. A hét mind az 6t napjan esett a cég részvénye: két nap 5, egy nap 6, és szintén két nap 8
szazalékkal. Hanyféle sorrendben kovetkezhetett ez be a ,,fekete” héten?

(4) 5 (B) 6 (€) 30 (D) 60 (E)120

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009; 11.osztdly; orszdgos
Héany olyan pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szorzata és dsszege is 127
Emelt szintii érettsegi 2019.mdjus 7.

A magyar kartya 32 lapos, négy szinben (piros, zold, tok, makk) 4-4 figurat (asz, kiraly, felsd, also)
és 4-4 szamot tartalmaz (VIIL; VIII; 1X; X).
Kihtzunk a magyar kartyabol 5 lapot. Hany olyan eset van, amikor a kihuzott lapok kozott
a) mindegyik makk;
b) nincs kiraly;
¢) pontosan 2 kiraly és 2 hetes van;
d) pontosan 2 kiraly és 2 piros van;
¢) legalabb két zold van?

Egy teniszklub tagjai elhatarozzak, hogy minden lehetséges mddon parokat alakitanak, majd
minden par minden masik parral jatszik pontosan egy mérkézést. Hany tagja van a teniszklubnak,
ha &sszesen 210 mérkdzésre keriil sor?

Zrinyi llona Matematikaverseny 2015, 11.o0sztdly megyei

Hanyféleképpen juthatunk a koordinatarendszer origdjabol a (4; 2) pontba, ha 10 1épést tesziink,
minden 1épésiink egységnyi hosszu €s parhuzamos a tengelyek valamelyikével?

OKTV 2012/2013, II. kategoria, 1. fordulo
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Grafok

Az abran egy kis muzeum alaprajzat
latjuk. A mlzeum termei kozotti A B
kapcsolatot graffal is szemléltethetjiik. A
graf pontjai a termek, élei pedig az atjarok
a termek kozott. (Egy él egy atjarot E
szemléltet két terem kozott.)

Rajzolja fel a miizeum termeit és atjaroit I
szemléltetd grafot!

Kozépszintii érettségi 2019.mdjus 7.

2. a) Van-e olyan 7 fobdl allo tarsasag, amelyben mindenki pontosan harom embert ismer?

b) Van-e olyan 6 fobél all6 tarsasag, amelyben mindenki pontosan harom embert ismer?

a) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)!
Vilaszait indokolja!

. Van olyan hatpontt fagraf, amelynek minden cstcsa paratlan fokszamu.
Il.  Ha egy hétpontu egyszerii grafnak 15 éle van, akkor a graf dsszefiiggo.
Ill.  Van olyan fagraf, amelyben a csticsok szamanak és az ¢lek szdmanak 0sszege paros.

Egy hatf6s tarsasag tagjai A, B, C, D, E és F. Mindenkit megkérdeztiink, hogy hany ismerdse van a
tobbiek kozott (az ismeretség kdlesonds). A valaszként kapott hat természetes szam szorzata 180.
Az is kideriilt, hogy A-nak legalabb annyi ismerdse van, mint B-nek, B-nek legalabb annyi
ismerGse van, mint C-nek, és igy tovabb, E-nek legalabb annyi ismerése van, mint F-nek.

b) Szemléltesse egy-egy graffal a lehetséges ismeretségi rendszereket!

Emelt szintii érettségi 2014.o0ktober 14.
Tobb telepiilés kozotti legkisebb koltségli vezetékhalozat tervezésekor eldszor egy teljes grafot
készitettek. Ebben a grafban minden telepiilést a graf egy csticsaval, minden vezetékes kapcsolatot
a graf egy-egy élével jeloltek, majd a graf minden élére rairtak, hogy mennyibe keriilne az adott
kapcsolat kiépitése. Ezutan egyesével kitorolték a ,koltséges éleket” gy, hogy a torlés utan

megmaradé graf 6sszefliggd maradjon. A teljes graf élei kétharmadanak torlése utan végiil egy (a
legkisebb koltségli haldzatot megado) fagrafot kaptak.

Hany telepiilés szerepelt a tervben?
Emelt szintii érettségi (idegen nyelven) része, 2019. mdjus 7.

Kilenc szinész haromf0s helyzetgyakorlatokat jatszik. Legkevesebb hany gyakorlatra van sziikség
ahhoz, hogy barmelyik két szinész szerepeljen kozosen?

KoMal 2018. majus; C. 1487.
Adott n ember ko6zott hanyféle olyan ismeretségi kapcsolatrendszer lehet, hogy mindenki paratlan
sok masikat ismer (az ismeretség kdlcsonds)?

OKTV 2013/2014, I1I. kategoria, I. fordulo
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Hatvany, gyok

. Milyen szamjegyre végzddik a 20172°18 — 20182019 4 20192020

. Melyik az a legnagyobb primszam, amellyel az

52n+1 + 2n+4 + 2n+1
0sszeg minden pozitiv n esetén oszthat6?
Potirasbeli érettségi-felvételi,2001. junius 5.

Rendezd névekvo sorrendbe a kovetkezd szamokat!

a1, 275 B3 Y2167
Oldja meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
3-4% +4**t1 =896
Kozépszintii erettségi 2019. majus 7. (13. feladat része)
Oldja meg a valos szamok halmazan az alabb egyenletet:
2518% =5 + 4. 5l8*

Emelt szintii érettsegi 2014. oktober 14 (1. feladat része)
Oldja meg a val6s szamok halmazan az

5x +8-,/xy+ 5y =113

(2vx +.Jy) - (Vx +2,/y) =56

egyenletrendszert!

OKTV 2016/2017, I. kategoria, 1. fordulo

¥V = y? o , ,
Az { y egyenletrendszernek a pozitiv valds szamok halmazan van olyan megoldasa,

y* =xoyt
amelyre:
@) x <+ Bx<1 (O x>1 D) y<1 E) y>2

2
Bolyai Matematika Csapatverseny 2018., 11. osztdly, teriileti forduloé

36



IVV. Trigonometria
1. Az ABCD hurtrapéz oldalainak hossza: AB =5 cm, BC=2,5cm, CD =2 cm és DA =2,5 cm.
a) Szamitsa ki a trapéz szogeit!
b) Hatarozza meg az ABC és ACD haromszdgek teriiletének aranyat!
Kozépszintii érettségi 2016. mdjus 3. (14.feladat része)
2. Az ABC haromszogben BAC 4 = 70% ABC4 = 45°. A CB oldal B-n tli meghosszabbitasanak

egyik pontja P, amely az AB oldalegyenest6l 3 cm, az AC oldalegyenest6l 13 cm tavolsagra van.
Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat!

3. Mennyivel egyenld a Vsin* x + 4 cos? x + Vcos* x + 4 sin? x dsszeg?

(4) 0 B) 1 (€) 1,5 (D) 2 (E) Az el6zbek kozil egyik sem.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 11.osztdly; orszdgos

4. Oldja meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletet:

1\2
(cosx +§) + . /sin2x +siny + [tgy —z| =0

5. Tegyik fel, hogy 0 < a, f < %és tg a + tg f = 8. lgazoljuk, hogy

289
(tga + ctg B)? + (tg B + ctg a)? 2?!

OKTV 1981/1982, szakkizépiskoldasoknak, I1. fordulo
6. Bizonyitsuk be, hogy

sin 25° - sin 35° - sin 60° - sin 85° = sin 20° - sin 40° - sin 75° - sin 80°

KoMal 2003. janudr; B. 3610.
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V.Sorozatok

1.

Egy szocske tigy ugral a szamegyenesen, hogy az egymast kovetd ugrdsaival felvaltva a nagyobb
¢s a kisebb iranyaba ugrik. Az elsé ugrasaval a nagyobb szamok iranyaba ugrik 1 egységnyit.
Ezutan minden ugrasa 1 egységgel hosszabb, mint az el6z6 ugras hossza. Melyik szamtol kezdte
a szocske az ugralast, ha a 2009. ugrasaval a 0-ra érkezett?

(A) — 2009 (B) —1005  (C) — 1004 (D) 2009 (E) 4018

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2009, 11.0sztaly; megyei

Az a, sorozat elemeire teljesiil, hogy a; = 1337, tovabba hogy a,,,+1 = a,, = n — a,, minden
n pozitiv egész szamra. Hatarozzuk meg a, g4 értékét!

KoMal 2004. februar; B.3703.

Az a, sorozatot (n € Z*) igy értelmezziik: ha 1 < n < 5, akkor a,, = n?, minden més esetben
Apes + Apiq1 = Auya + a,. Mennyi lehet a,14?

(4) 4 (B) 16 ©) 17 (D) 22 (E) azel6zbek egyike sem

Bolyai Matematika Csapatverseny 2019, 11. osztaly, korzeti fordulo
Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre
1-2°+2-2143-22+..4n-2"1
négyzetszam.
KoMal 2018. marcius; B.4945.

Egy papirlapra felirtuk a pozitiv egész szamokat n-tdl 2n-ig. Azt vettiik észre, hogy paros szamok
Osszege 2013-mal nagyobb, mint a felirt paratlan szamok 6sszege.

Mettél meddig irtuk fel a szamokat?
OKTV 2012/2013, I. kategoria, donté
Osszeadtunk 6tvendt egymast kovetd pozitiv paratlan szamot, az 6sszeg értéke 3905.

a) Melyik volt az 6sszegben az elso, illetve az 6tvenotodik paratlan szam?

b) Melyik az 6sszeadottak k6z6tt a legkisebb olyan szam, amelynek a primtényezés felbontasaban
két kiilonb6zo primszam szerepel, és a négyzete dtre végzodik?

Kozépszintii érettségi 2006. februar 21.

Egy mértani sorozat els6 eleme és hanyadosa egész szam. Az els6 harom elem 6sszege 21, az
n-edik és az azt megel6z6 két elem Gsszege 336. {rja fel a mértani sorozat elsé n elemét!

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 2000. mdjus 22.
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VI.

Valoszinliségszamitas, statisztika

Egy véletlen kisérlet soran két szabalyos dobdkockéaval dobunk egyszerre. Ezt a kisérletet tobbszor
egymas utan elvégezziik. Egy-egy dobas utan mindig feljegyezziik a két dobott szadm Gsszegét, és
ezt az Osszeget tekintjiik a kisérlet kimenetelének.

Az elso kilenc kisérlet utan ezeket az 6sszegeket jegyeztiik fel: 9, 3,5,4,11, 6,9, 6, 10.

a) Szamitsa ki a kilenc szdmbol 4ll6 adatsokasag terjedelmét, medianjat, atlagat és szorasat!
Legyen az A esemény az, hogy a kisérlet kimenetele 4-nél nagyobb, de 9-nél kisebb.

b) Adjameg az A esemény relativ gyakorisagat az els6 kilenc kisérlet utan!

¢) Szamitsa ki az A esemény valdsziniiségét!

Kozépszintii érettségi (idegen nyelven) 2019. majus 7.

Andras és Balazs kosarra dobasban méri Ossze erejét. Annak a valdszinlisége, hogy Andras a
kosarba talal 0,7; mig Balazs 0,4 valdszintiséggel dob kosarat.

Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob. Ha Andras talal és Balazs nem, akkor Andras nyer. Ha
Balazs talal és Andras nem, akkor Baldzs nyer. Minden mas esetben a jatszma dontetlen.

Mennyi a valdsziniisége, hogy két egymas utani jatszma mindegyike dontetlen lesz?

OKTV 2007/2008, I. kategoria, I. fordulo

3. Egyszerre feldobunk hat szabalyos dobokockat, amelyek kiilonboz6 szintiek.

a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy mindegyik kockaval mas szamot dobunk?

b) Szamitsa ki annak a valdsziniliségét, hogy egy dobdsnal a hat dobott szam Osszege legalabb 34
lesz!
Emelt szintii érettségi 2007. oktober 25.

Magyar kartyabol 6t lapot hiizva melyik eseménynek nagyobb a valdsziniisége: annak, hogy az 6t
lap azonos szinii vagy annak, hogy van koztiik négy azonos szdm vagy figura?

KoMal 2015. marcius; C.1284.

Egy 30 fos osztalyban a karacsonyi ajandékozasrdl sorsolassal dontenek. Minden didk nevét
felirjak egy papirra, majd a 30 papirdarabot egy sapkaba teszik. Névsor szerinti sorrendben
mindenki kihuz egy papirt a sapkabol és a rajta szereplé embernek készit ajandékot. Elképzelheto,
hogy valaki sajat magat ajindékozza meg.

Az ajandékozas ugy torténik, hogy eldszor jelentkeznek azok, akik magukat hiiztak, majd a tobbi
diak koziil a legfiatalabb didk atadja ajandékat az altala hiizott embernek, és innent6l aki éppen
megkapja az ajandékat, az lesz a soron kovetkez6 ajandékot atadd ember. Ha valahol elakad a sor,
azaz olyan diak kapja az ajandékot, aki mar a sajatjat atadta, de még nem mindenki adta at illetve
kapta meg az ajandékat, akkor az utobbiak koziil a legfiatalabb ujra kezdi.

Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy osztalyban hat egymast kovetd év karacsonyi
ajandékozasa soran lesz legaldbb egy olyan év, amelyben senki nem huzza magat és a sor sem akad
el? (Az osztalylétszam minden évben ugyanannyi.)

OKTV 2007/2008, II. kategoria, 1. fordulo
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6. Egy 1 milliard lakost orszagban egy olcs6 AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk, hogy
kb. minden ezredik ember fert6zo6tt. Kidertilt, hogy a betegek 99,9%-anal pozitiv, viszont sajnos
az egeészségesek 0,1%-andl is pozitiv eredményt ad a teszt. Ilyen paraméterek mellett elvetették a
hasznalatat. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzék el kétszer egymas utdn a vizsgalatot és
ha mindkettd pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pacienst. fgy mar bevezethetd lett a teszt. A
kovetkezd kérdésekkel arra keressiik a valaszt, hogy mi ennek a magyarazata.

a) Szamitsuk ki mennyi a valdszintlisége, hogy beteg valaki, ha az elsé teszt pozitiv.
b) Szamitsuk ki mennyi a valdsziniisége, hogy beteg valaki, ha mind a két teszt pozitiv.

OKTV 2008/2009, II. kategoria, I1. fordulo
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