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BEVEZETO GONDOLATOK

MI JUT ESZUNKBE A PARAMETERROL?

« Konkrét adatok helyett betik

* Elso és masodfoku paraméteres
egyenletek

. Uj 6sszefiiggések felfedezése

» pl.: a harmonikus kbzép
felfedezése a parhuzamos szelbk
témakorben

»feladatok altalanositasa pl.:
kevereses, munkavégzéses
feladatok

» kepletek levezetése pl.:
sorozatok 6sszegkeplete

* Feladatok ,,gyartasa”




MI JUT ESZUNKBE A PARAMETERROL?

* Feladat megoldas parameter bevezetéseével.

> (A11.) Irja fel annak az egyenesnek az
egyenletét, amely parhuzamos az

y = x + 17 egyenletli egyenessel, és érinti
az x* + y? — 6x — 6y — 14 = 0 egyenletii kort!
Irésbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

» pl.:.sikgeometriai feladat megoldasa
koordinatageometriai eszk6zokkel



FELADAT MEGOLDAS PARAMETER

BEVEZETESEVEL

»pl.: figgveny értekkeszletéenek meghatarozasa

(A27.) Hatarozza meg a kovetkezd fuggveény
értekkészletét!

fiR — R; f(x) = 3sin“x — 4sinx - cosx + 5cos2x

Az értekkeszlet vizsgalatat paraméteres egyenlet
megoldasara vezeljuk vissza. Felhasznaljuk hogy eqgy f
fliggvény értékkészlete azon p valdés szamok halmaza,
amelyekre az f(x) = p egyenletnek van megoldasa.

Megoldjuk a 3sin“x — 4sinx - cosx + 5c0s%x = p
parameteres egyenletet.



KIDOLGOZOTT 8.

Hatarozza meg p éertekét ugy hogy az
x? + (2p + 5)x + p% + 3p — 4 = 0 egyenletnek

a) ne legyen valos gyoke;
b) ket egyenlo valos gyoke legyen
(egy valos gyoke legyen);
c) gyoke legyen a 0;
d) ket kulonboz0 pozitiv gyoke legyen;
e) egy pozitiv és egy negativ gyoke legyen;
f) ket kulonboz6 negativ gyoke legyen!



K8 x?2+@2p+5x+p?+3p—4=0

A megoldasokhoz szuksegunk lesz a masodfoku egyenlet
diszkriminansara.

D=02p+5)Z%—4(p?*+3p—4) =8p + 41
a) Az egyenletnek nincs valos gyoke, ha D < 0.

Ezp < —% = —5,125 esetén teljesul.

b) Egy val6s gyoke van, ha D = 0, azaz, ha p = —5,125.

c) Az egyenlet az x = 0 ertékre teljesul, ezért ezt

behelyettesitve a p? + 3p — 4 = 0 6sszefiiggést kapjuk.
Ez akkor igaz, hap = —4 vagy ha p = 1.



K8. x?2+@2p+5x+p?+3p—4=0

d) Egy masodfoku egyenletnek két kulonbozd
pozitiv valdés gyoke van, ha a diszkriminansa
pozitiv, valamint a gyokok Osszege eés
szorzata is pozitiv. f”\ j /
« D>0, ha p > —5,125

e x;+x,=—2p+5)>0,hap<-25

© XX, =p*+3p—4>0,
hap < —4vagyp > 1.

—5,125
6 55 -5 -45 -4 35 -3 25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

A masodfoku egyenletnek ket kulonboz6é pozitiv
gyoke van, ha —5,125 <p < —4.



K8. x?2+@2p+5x+p?+3p—4=0

e) Haaz ax®?+ bx+c =0, a=+ 0 egyenletnek két
kulonboz0 elgjeltl valos gyoke van, akkor a gyokok
szorzata negativ.

» Eleg csak ezt vizsgalni, mert ha ez teljesul, akkor az
egyenlet gydkei valosak, hiszen, ha x; - x, = 2 <0,
akkor a - ¢ is negativ és igy D = b? — 4ac biztosan
pozitiv.

 Afeladatunkban x; - x, = p? + 3p — 4 < 0. Amegoldas
leolvashatd a d)-ben abrazolt grafikonrdl: —4 < p < 1.



K8. x?2+@2p+5x+p?+3p—4=0

f) Az egyenletnek ket kulonboz6 negativ gyoke van, ha a
diszkriminansa pozitiv, valamint a gyokok osszege
negativ és a szorzatuk pozitiv.

« D>0, ha p>—-5,125

e x;+x,=—2p+5)<0,ha p>-25

« XX, =p?+3p—4>0,ha p<-—4vagyp > 1.
Ezek egyszerre teljesulnek, ha p > 1.

egy valos gyok egyik gyoke 0 két kiilénb6zd

.‘;#F#H#,,H#f’”#"Hfﬁhmﬁ“““%HmﬁhmﬁhiHME‘. negativ gyok

-7 -7 65 6 55 5 45 -4 35 -3 -25 -2 15 -1 05 O 05 1 1.5 2 25
nincs valos gyoke ket kilénb6zo két kilonbozo eldjell gyok
pozitiv gyok



KIDOLGOZOTT 10.

Hatarozza meg azokat a p valos paramétereket,
amelyekre az alabbi egyenletnek ket kulonbozo
pozitiv gyoke van!

6p—9+ X P
x24+3x x24+x—6 x2-—2x

Alakitsuk szorzatta a nevezdket!
6p — 9 N X B p
x(x+3) (x=2)x+3) x(x-2)

A feltétel, valamint a tortek értelmezése alapjan
x> 0esx =+ 2.




6p—9 X
K10. 2 + — &

x(x+3) | (x—2)(x+3) _ x(x-2)

Szorozzuk meg az egyenletet az x(x — 2)(x + 3) szorzattal,
majd rendezzuk az x hatvanyai szerint:
x4+ GBp—9)x+18—-15p =0

A masodfoku egyenlet
e diszkriminansa: D = (5p — 9)% — 4(18 — 15p) = 25p? —
30p + 9 = (5p — 3)?,
* gyokei:
9—-5p+(5p—3) 3
2 —5p+ 6

X12 =



9—-5p+(5n—3
K10. XLZ — p_( = )< 3

2 —5p+6

Keét kulonbozb gyokot kapunk, ha

« p#0,6.(EztaD = (5p — 3)% > 0 egyenlStlenségbdl,
vagy a —5p + 6 # 3 egyenletbdl kapjuk.)

« Tovabba, ha —5p + 6 # 2, mivel az eredeti egyenlet x =
2-re nem ertelmezett. Innen p # 0,8.

* Mindket gyok pozitiv, ha —5p + 6 > 0, azaz hap < 1,2.

Tehat az egyenletnek ket kulonbozo pozitiv gyoke van, ha
p € ]—;1,2[\{0,6; 0,8}



AJANLOTT 22.

Az m paraméter mely egesz ertekenel
lesz a

9% +2(m+3) - 3* + m? = 22
egyenletnek két kulonboz6 gyoke a valos
szamok halmazan? Adja meg a
lehetseges gyokok szameértéket is!

Irasbeli érettségi-felvételi feladat 1993.



A22. 9% +2(m+3)-3*+m? =22

Az egyenlet (3*) —ben masodfoku. Legyen y = 3%,

Az f(x) =3* flggvény szigoruan monoton nd,
ertekkészlete a pozitiv szamok halmaza, ezeért az
eredeti egyenletnek pontosan akkor van ket
kulonboz6 valos gyoke, ha az
yc+2(m+3)-y+m?*—22=0.

egyenletnek két kulonbozo pozitiv gyoke van.



A22. y*4+2(m+3)-y+m?—-22=0

A masodfoku egyenletnek akkor van két kulonbozd pozitiv
gyoke, ha a kovetkez6 harom feltétel egyszerre teljesul:
a) a masodfoku egyenlet diszkriminansa pozitiv:
D =4(m + 3)? —4(m? — 22) = 24m + 124.

D >0, ha m>—%

b) a gyokok osszege pozitiv: y; + y, = —2(m + 3) > 0,
ebbdl m < —3.
c) a gyokok szorzata pozitiv: y; - y, = m? — 22 > 0.
Ez teljesul, ha
m < —22 vagy m > V22



A22. 9% +2(m+3)-3*+m? =22

» Ezek mindegyike akkor all fenn, ha
m € —%; —\/i[
Ez egyetlen egész szamra teljesul:
m = =5,

e m=-5esetén y? —4y+3 =0
:y]_:l, x1=0; y2=3, x2=1.

Az egyenlet gyokeia 0 és az 1.



AJANLOTT 16.

Milyen hatarok kozott mozog a p + g 0sszeg
értéke, ha p es g olyan valdés szamok, hogy
az x* + px + g = 0 egyenletnek valds gyokei
vannak, és az egyenlet gyokeire fennall az
x1% + x,%2 = 1 Osszefliggés?

Irasbeli érettségi-felvételi feladat 1992.



Al6. x?+px+q=08ésx;°+x,°=1> p+q=7?

* A masodfoku egyenletnek van valos gyoke, ha
p? —4q = 0.
* A Viete formulakat alkalmazzuk:
1=2x°+x,%2=(x; +x,)% — 2xyx, = p% — 2g.
p’-1

Innen g =

 Ap+ q Osszeget kifejezzuk p-vel.
p°—1 p*+2p-—1
2 2

1
pt+tq=p+ =E(p+1)2—1.



Figyelembe kell venni a
0 < p?—4q =p?—2p?+2 =2 — p? feltétel.

p? <2,ha—V2<p<v2. I

A p + q 0sszeg értekének
vizsgalata egyenértekl az

f)=5p+1)%-1,

p € |—V2;/2] fuggvény » |
értékkészletének megadasaval. ~ ¢ T S ”

f) =5 1) -1




AL6. f)=-(@+1%-1 pel[-V2V2]

E flggvénynek abszolut

minimumhelye p = —1, °
minimuma f(—-1) = —1,
abszolut maximumhelye

p =+/2, maximuma :

142+/2 “
f(v2) = vz =% :
2 6 5 4 3 N2 - o/ 1,22 3 4

] an r V4 =1
Mivel a fuggveény folytonos, ezeért o)=L -1

—1és # kozott minden

értéket felvesz.



KIDOLGOZOTT 4.

Mekkora az a valés szam, ha az

(a+1)x—2a-1
2ax —4a + 5x — 7

kifejezés x -t0l fuggetlenul allando, ahol

2ax —4a +5x —7 # 0?

Tegyuk fel, hogy van ilyen a valés szam! Jeloljuk a
kifejezes ertékét b-vel:

(@a+Dx—-2a—-1

2ax —4a+5x—7




(a+1)x-2a-1

K4. —
2ax—4a+5x—7

Szorozzuk mindkét oldalt a 0-t6l kulonb6z6 nevezdvel!
(a+1)x —2a—1=2abx —4ab + 5bx —7b
Rendezzuk at az egyenletet!
(a+1—2ab—-5b)x =2a+1—4ab—7b

Ez tetszOleges x-re pontosan akkor all fenn, ha
a+1—2ab—5b=0 és
2a+1—4ab—-7b=0
A elsO egyenlet kétszeresebol kivonjuk a masodikat:
1—-3b=0.



(a+1)x—2a-—1
2ax—4a+5x—7

K4.

Innen b = § . valamintaza+1—2ab—5b =0
egyenletbol

5
5p—1 371

— —3 _ =97

- 1-2p 1-2
1 3

Tehat ha van ilyen a szam, az csak a 2 lehet.

Behelyettesitjuk a = 2 -t az eredeti kifejezésbe:

(@a+Dx—-2a-1 3x-5 1

2ax —4a +5x — 7 9x— 15 3

Tehat a keresett paraméter értéke: 2.



K4. Il. Megoldas

Mekkora az a valdés szam, ha az
(a+1)x—2a-1
2ax —4a+5x—7

kifejezés x -t6l fuggetlenul allando, ahol

2ax —4a +5x—7 #07?

Ha a kifejezés értéke minden x — re ugyanaz a konstans,

akkor ket kulonb6zb x behelyettesitésével nyert értékek
egyenlok.



a+1l)x—2a—1
ST Caistt o2

2ax—4a+5x—7

x = 0 es x = 1 erték behelyettesitésevel az alabbi
egyenletet kapjuk:

—2a—1_ —a » 7 - _1
“da—7 —2a-2 \4T ¢

Ebbdl 4a? + 6a + 2 = 4a* + 7a, ahonnan a = 2.
a = 2 esetén a kifejezeés ertéke valoban allando (%)

A konstanst azonnal megkapjuk, ha x helyére 2-t helyettesitiink. Ekkor
Is igazolni kell, hogy x mas értékeire is ugyanaz a tort éertéke.



AJANLOTT 18.

A c valos paraméter mely értékeire lesz a
6x* —5x3+cx*—-5x+6=0
egyenletnek néegy kulonboz6 valés gyoke?

A 0 nem gyoke az egyenletnek, ezért x*-tel osztassal az
eredetivel ekvivalens egyenletet kapunk:

5 6
6x*—5x+c——+—=0.
X X

Rendezzilk &t! 6 (x?+—)—5(x+-)+c=0.



A18. 6(x2 + -

Legyeny = x + i Ezzel x% + x_12 = y2 — 2, és egyenletiink
6y%> —5y+c—12 =0.

Ismert, hogy minden 0-tol kiilénboz6 x-re |x +1| > 2,
és azx +£ = 2 egyenletnek csak az 1,
az x +§ = —2 egyenletnek csak a —1 a gyoke.

ly| > 2 esetén az x +i =y egyenletnek két kllonb6zé megoldasa
van.

Ezért az eredeti negyedfoku egyenletnek pontosan akkor van négy
kulonbozo valés gyoke, ha az

f(y) = 6y% — 5y + ¢ — 12 fliggvénynek két 2-nél nagyobb
abszolutértek zerushelye van.



A18. f(y) =6y*—5y+c—12

6y% —5y+c—12 =0 gyokei:

5+,25-24(c-12) _ 5 |, VD
12 12 7 12

(D>O’hac<£) 4 3 2 40 1 2 3 4 5
12

Y12 =

A masodfoku fuggveny zérushelyei az 1—52 —re
szimmetrikusak, ezért nem lehet a kisebbik gyok
2-nél nagyobb és a nagyobbik se lehet —2-nél kisebb.

Tehat az abszolutertekuk pontosan akkor nagyobb 2-nél,
ha a kisebbik —2-nél kisebb, a nagyobbik 2-nél nagyobb.



A18. f(y) =6y*—5y+c—12

Ez akkor és csak akkor teljesul, ha
f(=2)<0és f(2) <O. A S I A

f(=2)=244+104+c—-12<0 & c < -22
f2)=24-104+¢c—-12<0 & c< -2

Tehat a negyedfoku egyenletnek négy kulonbozd valds
gyoke van, ha ¢ < —22.



AJANLOTT 17.

Adottak az alabbi egyenletek:
x*+px+q =0 (1)

1 p q
+ +-=0 2
x+2 x+1 x (2)

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valos
gyoke van és az (1) egyenletnek pontosan egy gyoke van a
10; 1] intervallumban, akkor a (2) egyenletnek pontosan egy
gyoke pozitiv.

Arany Daniel Matematika Tanuloverseny 2017/2018, Haladok Il. kategoria, 2. fordulo
KbMaLl 1930. januar, 526. feladat



x*+px+q=0 (1)

A feltétel szerint az (1) egyenletnek
ket valoés gyoke van, ezért az
f(x) = x* + px + q fuggvény
grafikonja metszi az x tengelyt,
s mivel a ]0; 1] intervallumba kozuluk
csak az egyik esik, ezert
f(0):-f(1) <0, azaz
g(l1+p+q) <O.




al7. —+ 2 4+2=0 (2)

x+2  x+1 «x
ahol g(1+p+q) <O.

A (2) egyenlet nem értelmezett, ha x € {—2; —1;0}.

Az egyenletet szorozzuk a nevezOkkel.
x(x+1D)+px+2)x+qgx+2)(x+1)=0

A rendezeés utan kapott
A+p+q)x?+ (1 +2p+3¢Q)x+2q=0

egyenlet masodfoku, valamint (az egyebkeént is kizart) O
nem gyoke.

lgy ennek a masodfoku egyenletnek pontosan egy gyoke
pozitiv, ha a masik gyoke negativ.



A7 (1+p+q@x?+(1+2p+3¢)x+2g=0

ahol gq(1+p+q) <O.

Ez akkor és csak akkor all fenn, ha a gyokok szorzata negativ.

A Viete formulak szerint
2q
(1+p+q)
E tort szamlaldja és nevezdje a feltételbdl levezetett
q(1+p+q) <0
egyenlGtlenseg szerint ellentétes eldjell.
Tehat a (2) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

X1Xp =



ERDOS PAL MEGOLDASA:

526. Bizonyimt.ﬁ:_b_s, h_.agy ha az
fg)=2+p3s+g=10
egyenletnek egyik gydke ) &5 | kGedit van, akkor
_ 1 P q_
glE= Py + 71 + i 0

egyenictnek egy €5 csakls egy pozitly gydks van.
Vitéz Berend Ivdn tendr Szeged.

Megoldis. Ha az 7z} =0 egyenletoek egytk gybke 0 éx 1 kbzitt van,
akkor £(0) és f(1) ellenkpz§ elfjeMiek :
f0) =g, fl)=1+4+ptgtebét gl +-p+gi<l... n
A piz)=U egyenlet gyokeit megrdja 8z

x4+ 1)+ pofz1+2) +gfz + Bfs+1) =0
egyenlet, melyet rendezve:

A+p+ee+(+2p+3gz+2¢—0... 2}
A 2) egyenlet gyOkeinek szorzata: li— <0,
+
119

mert J) szerint g(1 +pJ-q) ~ 0. Rbb8l kbvetkezik, hogy & 2) egyenlet gydkel
valésak (4 elienkezd elfjcliek, {ehdt e gfr)==0 egyenletnsk cgy és csakis

fti dk ‘
8gy poziuv gydke YEO Erdbs Péi (Szeot-latvda rg. VII. o. Bp)

Heyoldolidk : Alpir [., Barok Gy., Déman P, Ernst I, Farkas I, Feld-
heim E., Griinwald T. Hapka 1., Janesek J., Kolhényi F., Kovesdf D., Ldzér
D., Papp Gy., Simuei J., Soheibner K. Soos G. Straubert J., Szebasatidn
Rézsa, Weisz F.

- - - e -



AJANLOTT 12.

Adva van a sikban ket egymasra meroleges egyenes e és
f, és az e egyenesen ket pont Aes B. Az f egyenes egy
tetszOleges P pontjat az adott pontokkal 0sszekoto
egyenesekre emeljunk az A és B pontokban
merdlegeseket.

Mi a mértani helye a merdlegesek M metszéspontjainak, ha
a P pont vegigfut az f egyenesen?

25. Nemzetk6zi Magyar Matematikaverseny 2016.marcius; 10. osztaly
Ko6MaL 1955. november, 657. feladat



Valasszuk a koordinatarendszer
X tengelyének az e egyenest, y
tengelyének az f egyenest. Az A
pont koordinatai: (a;0), a B
ponté: (b; 0), a P ponté: (0;p).

Ha a vagy b valamelyike, pl. a = 0 (azaz A éppen a ket
adott egyenes metszeéspontja), akkor a kérdéses mertani
hely egyetlen pont, a B pont lesz. p = 0 esetén a ket
egyenes parhuzamos.

Tegyuk fel, hogy a, b és p egyike sem O.



p £

Az AP egyenes iranytangense: — =

a BP egyenes iranytangense: — %,

az ezekre merdleges egyenesek
[ ] r Ll - b
iranytangensei %, illetve - .

y

p

Ezért az A pontban AP-re emelt
merdbleges és a B pontban BP-re emelt
merbleges egyenesek egyenletei:

y = %(x —a), valamint y = %(x — b).




Az egyenletrendszer megoldasa M pont két koordinataja:
a(x —a) =b(x —>b)
x(a — b) = a? — b?

A és B két kulonboz6 pont, ezért oszthatunk (a — b)-vel.

lgy

] ab
x=a+b és y=?.



. b
Al2. x=a+b és y=a—

p

p minden megengedett értekéhez (p = 0-t kizartuk),
tartozik egy M pont. Mivel x p-t6l fuggetlen, az M pontok
egy, az y tengellyel parhuzamos egyenesre illeszkednek,
amelynek egyenlete

x=a+b.
Meg kell még vizsgalni, hogy a fenti egyenletrendszerrel
jellemzett egyenes minden pontja hozzatartozik-e a meértani
helyhez.

Mivel ab # 0, ezért az (a + b; 0) pont nem tartozik a
mertani helyhez.



Az x = a+ b egyenes minden mas (a + b ;af) pontjahoz

tartozik egy p (= a?b) értéek (y # 0), ezzel egyutt tartozik
egy P pont is az y tengelynek valasztott f egyenesen.

A keresett ponthalmaz egy ,lyukas” egyenes, amelynek
egyenlete: x = a + b.

Ez, az f egyenesnek az AB szakasz felez6pontjara
vonatkozo tukorkepe.



Al2. maskeént

Az A és B pontokbol az PM
. szakasz derékszogben latszik,
ezert A és B pontok a PM
szakasz Thalész korére
llleszkednek. A kor kozeéeppontja
PM szakasz K felez6pontja. A
kor hurja AB, igy K az AB
szakasz k felezOmerdlegesén
van. (k Il ).

Az M pont a P pontnak a k egyenesen mozgo K
pontra vonatkozo tukorképe, vagyis az M pontok

mertani helye az f (lyukas) egyenesnek a k
egyenesre vonatkozo tukorkepe.

/
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