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l. Bevezetés

Paraméteres egyenletek

1. Kozépiskolai tanulmanyaink soran nagyon sok, konkrét adatokat tartalmazod feladattal kell

megbirkoznunk. Ha egyik-masik adatot betiis kifejezéssel cseréliink ki, az eredeti feladat egyfajta
altalanositdsat kapjuk. Ezek gyakran olyan Osszefiiggésekre vilagitanak ra, amelyeket a konkrét
feladat megoldasakor nehéz felfedezni. A legtobb tanult képlet is ebbe a kategoriaba esik.

A bevezetett betlit paraméternek nevezziik.

2. A feladatsorban sokféle kérdéssel talalkozunk, amelyekre a valasz a paraméter értékétdl fiigg. A

paramétert tartalmazoé feladatok egy jelentds része a legfeljebb masodfokt egyenletek vizsgalatara

vezet.

3. Talalkozhatunk olyan feladatokkal is, amelyekben nem szerepelnek paraméterek, de a probléma
megoldasdhoz célszerli paramétert bevezetni és a feladatot paraméteres egyenlet vagy

egyenldtlenség megoldasara visszavezetni.

Az Osszeallitas két f6 részbol all. A Kidolgozott feladatokban néhany tipikus példat mutatunk a
paraméterek alkalmazasara. Az Ajanlott feladatok fejezetben az ismeretek elmélyitése mellett
érdekesebb, nehezebb feladatokkal is talalkozhatunk. A I11. fejezetben ez a 30 feladat egy feladatsorban
talalhatd. A 1V. fejezetben tanulmanyozhatok a feladatok egy-egy lehetséges megoldasa.

I1.  Kidolgozott feladatok

a’x+2
5a+2x

1. Oldja meg az

0 A e . g g
= 2 egyenletet a valos szamok halmazan, ha a valds paraméter!

Megoldas:

A tort nevezdje nem lehet 0, ezért x # —2,5a.

E feltétellel az eredetivel ekvivalens egyenlet: a’x + 20 = 2(5a + 2x). x-re rendezve kapjuk:

(a? — 4)x = 10a — 20.
(a—2)(a+2)x=10(a—2)

a = —2 esetén egyenletiink 0 - x = —40, aminek nincs megoldasa.

a = 2 esetén egyenletink 0-x = 0. Ennek minden széba johetd szam megoldasa.

A tort értelmezési tartomanyat figyelembe véve x # —5.

Haa # 2ésa # —2,akkor x = %. A kikotést figyelembe véve

10
— # —2,5a.
a+?2

Ebbél a? + 2a + 4 # 0. Ez teljesiil minden a —ra, mivel a®? + 2a+4=(a+1)2+3>0.




Osszefoglalva:

az a paraméter a megoldashalmaz
a=-2 ()
a= 2 R\{-5}
. 10
a+2ésa+*—2 { }
a+?2

-
2. lgazoljuk, hogy az

x—y+2z=0
—2x+y—2z=-2
2x+cy+3z=1

egyenletrendszernek van olyan megoldésa, ami nem fiigg a ¢ paraméter értékétol!

KoMal 2009. szeptember, C. 995

Megoldas:
Az 1. és all. egyenlet 6sszeadasabol x = 2. Ezt a 1. és a III. egyenletbe helyettesitjiik:

y—2z=2
cy+3z=-3

Az els6t 3-mal, a masodikat 2-vel szorozzuk, majd az igy kapott két egyenletet Osszeadjuk.
y kiemelése utan kapjuk:

(2c+3)y=0
Ennek a megoldasa c-t6l fiiggetlen, ha y = 0. Ekkor z = —1.

Tehat van az egyenletrendszernek c-t6l fiiggetlen megoldasa, mégpedig a (2;0;—1).
Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy a (2; 0; —1) szamharmas az egyenletrendszer megoldasa.

Megjegyzés:

A harom egyenlet koziil csak a harmadikban szerepel a ¢ paraméter. Ha y = 0, akkor ez az egyenlet
is fiiggetlen c-t6l. y = 0 — t visszahelyettesitve az elsé két egyenletbe, megkapjuk: x = 2 és z =
—1.

3. Vizsgaljuk meg, hogyan fligg a paraméter értékétdl a kovetkezo egyenletek megoldasainak a Szama!

a) |llx-21-3]-4=a b) 13x— 4| +|x+1] = —2x+b

c) x?>—4lx|+3=c d) |x?>—4|x|+3|=d
e)




Megoldas:

A megoldashoz egy koordinatarendszerben abrazoljuk az egyenletek mindkét oldalat x
fiiggvényeként, majd a grafikonokrol leolvassuk a k6zds pontok szdmat.

a) Az f(x)= |||x -2|-3|- 4| fiiggvény értelmezési tartomanya a valdés szamok

halmaza, értékkészlete a nem negativ valds szamok halmaza.

fla) = [llz—2

~ 34

-
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A grafikonrdl leolvashat6é a megoldasok szama. Példaul a = 2,5 esetén az y = 2,5 egyenes ¢€s
az f fliggvény grafikonjanak 6 kdzos pontja van.

az a paraméter a megoldasok szama
a<0 0
a=0 2
0<a<1 4
a=1 5
1<a<4 6
a=4 4
4<a 2

b) Ag(x)=|[3x— 4| + |x + 1| fiiggvény hozzarendelési szabalya intervallumonként:

x< -1 —1<x<f i<x

Sx=z 3=
|3x — 4| = 4 —3x 4 —3x 3x —4
lx + 1] = —x—1 x+1 x+1
glx) = —4x + 3 —2x+5 4x — 3




A g fiiggvény grafikonjanak és a —2 meredekségli egyenesek kozos pontjai szamat keressiik. Példaul

b = 6,3 esetén az y = —2x + 6,3 egyenes &s g fliggvény grafikonjanak két k6zos pontja van.

= |13 x 4]+ |z + 1|

c)

x2—4|x|+3={

y

N O A O N 0 © O

6 -5 -4 -3

d)

-2

a b paraméter

[Bx — 4|+ |x+1|=—-2x+b
egyenlet megoldasainak szama

x> —4x+3=(x—-2)?2-1,hax>0
x2+4x+3=(x+2)? -1, hax<0

b <5 0
b=5 végtelen sok
b>5 2
A h(x) =x%—4|x|+3 paros fiiggvény

értékkészlete a [—1; +oof.

a c paraméter

x% — 4]x| + 3 = c egyenlet
megoldasainak szama

c<—1 0
c=-—1 2
—-1<c<3 4
c=3 3
c>3 2

k(x) = |x% — 4|x| + 3| fiiggvény a c) feladatbeli h fiiggvény abszolut értéke. k(x) =

h(x),hah(x) =0

{—h(x), hah(x) <0




(Tehat a k fiiggvény grafikonja azonos a h grafikonjaval ott, ahol h nem negativ értéket vesz fel,

valamint a h fiiggvény grafikonjanak x tengely alatti részét az x tengelyre tiikrozziik.)

10 y
9
8 2
7 a d paraméter |x* — 4lx| + 3.| =d §9y9n|et
megoldasainak szama
° d<o0 0
> d=0 4
4 0<d<1 8
3 d=1 6
1<d<3 4
d=3 3
d>3 2
X
6 5 -4 -3 -2 -1 % 5 & &t &
-1
-2
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4, Mekkora az a valos szam, ha az

(a+1)x—2a-1
2ax —4a+5x—7

kifejezés x-t6l fiiggetleniil allando, ahol 2ax — 4a + 5x — 7 # 0?

l. Megoldas:

Tegyiik fel, hogy van ilyen a valos szam! Jeloljik a kifejezés értékét b-vel:

(a+Dx—-2a-1 B
2ax —4a +5x—7

Szorozzuk mindkét oldalt a 0-t6l kiilonbozo nevezdvel!

(a+1)x —2a—1=2abx —4ab +5bx—7b

Rendezziik at az egyenletet!

(a+1—2ab—-5b)x=2a+1—4ab—7b




Ez tetsz6leges x-re pontosan akkor all fenn, ha
a+1—2ab—5b=0 ¢s
2a+1—4ab—-7b=0
A els6 egyenlet kétszeresébol kivonjuk a masodikat:

1-3b=0.

Innen b = § ,valamintaz a + 1 — 2ab — 5b = 0 egyenletbdl a = i_j =1z
3

Tehat ha van ilyen a szam, az csak a 2 lehet.

Behelyettesitjiikk a = 2 -t az eredeti kifejezésbe:
(@a+Dx—2a-1 3x-5 1

2ax —4a+5x—7 9x—15 3

Tehat a keresett paraméter értéke: 2.

. Megoldas:

Ha a kifejezés értéke minden x —re ugyanaz a konstans, akkor két kiilonb6z6 x
behelyettesitésével nyert értékek egyenlék. x = 0 és x = 1 érték behelyettesitésével az
alabbi egyenletet kapjuk:
—-2a—-1  —a
—4a—7 —2a-2
Ebbél 4a? + 6a + 2 = 4a® + 7a, ahonnan a = 2.

(¢7 ¢1>
a 4,a

a = 2 esetén a kifejezés értéke valoban allando (%)

Megjegyzés:

o Ugyanezt kapjuk, ha masik két értéket helyettesitiink be, akar altalanosan két kiilonb5z6
x1-€t és x,-t (amelyekre a nevezd nullatol kiillonb6zo szam). Az egyenlet rendezésével
a(x; — x3) = 2(x1 — x3) -hez jutunk amib6l a = 2.

e A konstanst azonnal megkapjuk, ha x helyére 2-t helyettesitiink. Ekkor is igazolni kell,
hogy x mas értékeire is ugyanaz a tort értéke.)

Vs

5. Adottaz 2x? — 22x + p = 0 egyenlet.

a) Hatarozza meg a p paraméter értékét tigy, hogy egyik gyoke a —5 legyen. Adja meg az egyenlet
masik gyokét is!

b) Hatarozza meg a p paraméter értékét, ha az egyenlet két valos gyokének kiilonbsége 5.

c) A p paraméter mely értékeire lesz az egyenlet két valos gyokének négyzetosszege 65?




Megoldas:
a) |. Az egyenlet egyik gyoke —5, ezért 2 - (—5)% — 22 - (=5) + p = 0. Ebbdl p = —160.
A 2x? — 22x — 160 = 0 egyenlet gydkei. —5 és 16, tehat az egyenlet masik gyoke 16.

Il. A Viéte formulak szerint —54+x, =11 = x, =16 és
p
(—5)-16=E = p=-160

b) A feltétel szerint: x—x,=5 (L)

Alkalmazzuk a Viéte formulakat! x; + x, = 11 (IL.) és

XX =52 (1)

Az 1. és 1. egyenletbdl x; = 8 és x, = 3. A IIl. egyenletbdl kapjuk: p = 48.

c) Ismét a Viete formulakat alkalmazzuk.
X2+ %2 = (0 + %)% —2x; x, =121 —p

A feltétel szerint 121 — p = 65. Innen p = 56.

Ellendrzés: 2x% — 22x + 56 = 0 egyenlet gydkei 4 és 7. Ezekre 42 + 72 = 65 teljesiil.
Megjegyzések:

e Nem hagyhat6 el a visszahelyettesités, mert abbdl, hogy egy ax? + bx +c=0,a # 0

masodfoku egyenlet egyiitthatoéival szamitott (— 3)2 - 22 kifejezés értéke pozitiv, nem

kovetkezik, hogy az egyenletnek van valos gydke. (Pl.: az x2 — 4x + 7 = 0 egyenletre a
fenti kifejezés értéke, 16 — 14 = 2, mégsem igaz, hogy az egyenlet valos gyokeinek
négyzetosszege 2, mert az egyenletnek nincs valds gyoke, hiszen a diszkriminansa negativ.)

e A megoldas elején is megvizsgalhattuk volna, hogy milyen feltétel esetén van az egyenletnek
valos gydke. D >0, ha 222 — 8p > 0. Ez teljesiil, ha p < 60,5. A kapott p = 56 érték
ennek megfelel.

6. A p valds paraméter mely értékeire vana (p — 1)x2 + 2px + 4 + p = 0 egyenletnek legfeljebb egy
valos gyoke?

Megoldas:

p = leseténa 2x + 5 = 0 elséfoku egyenletnek egy valos gyoke van (x = —2,5).
p # 1 esetén az egyenlet masodfokt. Ennek pontosan akkor van legfeljebb egy valos gyoke, ha
a diszkriminansa nem pozitiv.
D=4p?’—4(p-1)A+p)<0
4p? —4p? —12p+ 16 <0
4

> —.
P=3

Tehat az egyenletnek legfeljebb egy valos gyoke van, hap = 1 vagy p = %.




7. Hatarozza meg a p paraméter mindazon értékeit, amelyekre az x minden valos értékére
x% +8x + 20 <0
px?+2(p+Dx+9p+4

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

S

Megoldas:

A szamlalé minden x-re pozitiv, mert x? + 8x + 20 = (x + 4)? + 4 > 4.

Ezért a tort értéke pontosan akkor negativ, ha a nevez negativ.
px’+2(p+Dx+9p+4<0

p = 0 esetén 2x + 4 < 0 nem teljesiil minden szdmra.

p # 0 esetén a masodfoku egyenl6tlenségnek akkor és csak akkor megoldasa minden valds szam, ha
a bal oldalon 4ll6 y = px? + 2(p + 1)x + 9p + 4 parabola lefelé nyitott és az x tengellyel nincs
kozos pontja, azaz, ha p < 0és D < 0.

D=4(p+1)?—4p(9p+4) =4p> +8p + 4 — 36p? — 16p = —32p%? —8p + 4

_32p2 —8p +4 = 0 gyokei: p; = _%’ D2 =i_
—32p2—8p+4<0,hap<—%vagy p>%.

Ap < 0 feltételt is figyelembe vesszik, igy p < — % esetén lesz a tort értéke minden x valds szamra

negativ.

8. Hatarozza meg p értékét tigy, hogy az x2 + (2p + 5)x + p? + 3p — 4 = 0 egyenletnek

a) ne legyen valos gyoke;

b) két egyenld valos gyoke legyen (egy valos gyoke legyen);
c) gyoke legyen a 0;

d) két kiilonb6z6 pozitiv gyoke legyen;

e) egy pozitiv és egy negativ gyoke legyen;

f) két kiilonb6z6 negativ gyoke legyen!

Megoldas:
A megoldasokhoz sziikségiink lesz a masodfoku egyenlet diszkriminansara.
D= (2p+5)?—4(p*+3p—4) =8p+41
a) Az egyenletnek nincs valos gyéke,haD < 0.Ezp < — % = —5,125 esetén teljesiil.

b) Egy valos gyoke van, ha D = 0, azaz, ha p = —5,125.




c) Azegyenletaz x = 0 értékre teljesiil, ezért ezt behelyettesitve a p? + 3p — 4 = 0 sszefliggést
kapjuk. Ez akkor igaz, hap = —4 vagy ha p = 1.

d) Egy masodfoki egyenletnek két kiilonboz6 pozitiv valos gydke van, ha a diszkriminansa pozitiv,
valamint a gyokok Osszege és szorzata is pozitiv.

D >0, ha p>—5,125 (1)
X1 +x,=—2p+5)>0hap<-25 2

X "Xy =p*+3p—4>0,hap<—4vagyp>1. (3)
(A (3) feltétel megoldésa az alabbi grafikonrol leolvashato.)

fp) pPPH3p—4 2

Szamegyenesen:

M)

-6 -55 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5

Az egyenlotlenségrendszer megoldasa: —5,125 < p < —4.

—5,125

6 -55 -5 -45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 O 0.5 1 1.5

A masodfoku egyenletnek két kiilonb6z6 pozitiv gydke van, ha —5,125 <p < —4.

10



e) Haaz ax?+ bx+c =0, a = 0 egyenletnek két kiilonbozé eldjelii valos gydke van, akkor a
gyokok szorzata negativ.

Elég csak ezt vizsgalni, mert ha ez teljesiil, akkor az egyenlet gyokei valosak, hiszen, ha x -
Xy = 2 < 0, akkor a - ¢ is negativ és igy D = b? — 4ac biztosan pozitiv.

A feladatunkban x;-x, = p?+3p—4<0. A megoldas leolvashatd a d)-ben 4brazolt
grafikonrol: —4 < p < 1.

Az egyenletnek két kiilonboz6 negativ gydke van, ha a diszkriminansa pozitiv, valamint a
gy g gy’ p
gyokok Osszege negativ €s a szorzatuk pozitiv.

D >0, ha p>-5125
X1 +x,=—2p+5)<0,hap>-25
X Xy =p*+3p—4>0,ha p<—4vagyp > 1.
Ezek egyszerre teljesiilnek, ha p > 1.
Megjegyzés:

Erdemes megfigyelni a fenti eseteket szamegyenesen 4brazolva.

egy valés gyok egyik gyoke 0 két kulonbozé
negativ gyok
75 -7 65 6 55 -5 -45 -4 -35 -3 25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
nincs valos gyoke ket kllénb6z6 két kulénboz6 el6jelt gyok
pozitiv gyok

a) Oldjameg az

2
X“+5x LT ; ; . .
20— P egyenletet a racionalis szamok halmazan, ahol p egész paraméter!

x 30

b) p mely egész értékeire lesz az egyenlet gyoke egész szam?

Megoldas:
a) x%2—x—30# 0,azazx = —5-re és x = 6-ra az egyenlet nem értelmezett.
Szorozzunk a nevezdével és rendezziik az egyenletet x hatvanyai szerint.
x2+5x=p-(x?—x—30)
-1 x*—(pP+5)-x—30p=0
Hap = 1, akkor —6x — 30 = 0 & x = —5. Ezt kizartuk, igy p = 1 esetén nincs megoldas.
Ha p # 1, akkor a masodfoki egyenlet diszkriminansa:
D=(p+5)?%+120p(p—1) =121p? — 110p + 25 = (11p — 5)?

_p+5+(11p-5) _ 6p
ST R R R

—5 nem megoldas. Meg kell vizsgalni, hogy % mely p esetén esik egybe valamely kizart értékkel.

11




% # 6; ez minden p-re teljesiil,

6 5 . . . , . 6 . ,
p_—pl # —5,azazp # o A feltétel szerint p egész szam. Ezért p_—pl semmilyen egész p-re nem lehet
(—5)-tel egyenld.

Az egyenletnek p € Z\{1} teljesiilése esetén van valds gydke. Mivel két egész szam hanyadosa

raciondlis szam, ezért az egyenlet megoldasaként kapott % egyben raciondlis is.
Tehat az egyenletnek egyetlen gyoke van a racionalis szamok halmazan, ez %, ahol p € Z\{1}.
Megjegyzések:

e Gyorsabban eljutunk a megoldashoz, ha az eredeti egyenletben a szamlalot és a nevezot
szorzatté alakitjuk, majd egyszertisitjiik a tortet.

x(x +5)
G+50 -6 F
X
X—6 p
Az eredeti egyenlet x # —5 és x # 6 feltételekkel ekvivalens a (p — 1)x = 6p els6éfoku

egyenlettel.
p = lesetén 0-x = 6, aminek nincs megoldasa;

p+1 esetén x = % € Q (Innen a kizart értékek fenti vizsgalataval fejezhetdé be a

megoldas.)

. ﬁ = p egyenletet vizsgalhatjuk ugy is, hogy meghatarozzuk az

f(x) = xxj ; x € R\{-5; 6}

fiiggvény értékkészletét.

X =1+
x—6 x—6

alapjan a fliiggvény értékkészletének nem eleme az 1, valamint —az x # —5 feltétel miatt —
a—>_ -5
-5-6 11

Z feltételt is, az egyenletnek p # 1 esetén van megoldasa a racionalis szamok halmazan.

Minden mas racionalis szam eleme az értékkészletnek. Figyelembe véve a p €

b) Az a) szerint az egyenlet megoldasa p € Z\{1} esetén %.

5P _ S(p-¥6 6+ ﬁ egész szam, ha (p — 1) a 6 osztdja.

p—-1 p—-1
p—1 |1 2 3 6 -1 -2 -3 -6
p 2 3 4 7 0 -1 -2 -5

12



10. Hatarozza meg azokat a p valos paramétereket, amelyekre az alabbi egyenletnek két kiilonbozo
pozitiv gyoke van!

6p—9+ x _p
x2+3x x24+4x—-6 x2-—2x

Megoldas:
Alakitsuk szorzatta a nevezoket!

6p —9 x _ D
13 =@ +3) xx-2)

A feltétel, valamint a tortek értelmezése alapjan x > 0 és x # 2.

Szorozzuk meg az egyenletet az x(x — 2)(x + 3) szorzattal, majd rendezziik az x hatvanyai szerint:
x2+(GBp—9x+18—-15p =0

A masodfoku egyenlet
diszkrimindnsa: D = (5p — 9)? — 4(18 — 15p) = 25p% —30p + 9 = (5p — 3)?,
gyokei:

9—5p+(5p—3) 3

X1,2 = 2 (

=—-5p+6

Két kiilonboz6 gyokot kapunk, ha
p# 06. (Ezt a D = (5p — 3)? > 0 egyenlbtlenségbdl, vagy a —5p + 6 # 3 egyenletbdl

kapjuk.)
Tovabba, ha —5p+ 6 # 2, mivel az eredeti egyenlet x = 2-re nem értelmezett.
Innenp # 0,8.

Mindkét gyok pozitiv, ha =5p + 6 > 0, azaz hap < 1,2.

Tehat az egyenletnek két kiilonboz6 pozitiv gyoke van, ha p € |—o0; 1,2[\{0,6; 0,8}.

11. Melyek azok a p pozitiv szamok, amelyekre az x* — (3p + 5)x% + (p + 1)? = 0 egyenlet gyokei
egy szamtani sorozat egymas utani tagjai?

Potirasbeli érettséegi-felvételi feladat 1978

Megoldas:
Az egyenlet y = x2-ben masodfokil, ezért ha x, gydke, akkor —x, is gyoke. ™
Azy? —(Bp+5)y+ (p+1)% =0 egyenlet diszkriminansa

D=@Bp+5)?2—-4(p+1)?=5p*+22p+21
minden p-re pozitiv, ezért a masodfoku egyenletnek két, a negyedfokunak négy kiilonb6z6 gyoke
van. A * megfigyelés figyelembe vételével a gyokok:, x;, —xq, x,, —x,. Feltehetjik: x, > x; > 0,
igy a négy gyok rendezve: —x, < —x; < x1 < X,.
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A gyokok egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai, ezért x; — (—X1) = Xy — Xq,
amibdl: x, = 3x;.

Alkalmazzuk a Viéte formulakat a masodfoku egyenletre!
V1 +yZ =x12+x22 = 3p+5 és
V1Y = %7 %% = (p+ DA
x, = 3x,; behelyettesitésével kapjuk: 10x,2 =3p + 5 és 9x;* = (p + 1)2.

2
Az elsd egyenletbdl x;2 = 3?;5. Ezt a masodikba helyettesitjiik: 9 - (3235) =(p+1)=2

p > 0 esetén ez csak akkor teljesiil, ha

3p+5
: —p+1
10 P

9p+15=10p+10 = p=>5.

3

Ekkor x;2 = 2, és a negyedfoku egyenlet gyokei —3v2, —V2, V2, 3v2. Ez a négy szam egy 2v2
differenciaju szdmtani sorozat négy egymast kdveto tagja.

Tehat a feladat megoldasa p = 5.

(12. Az a valds paraméter mely értékeire van egyetlen olyan (x; y) valds szampar, amely kielégiti az
x2+y2—4x+2<0
egyenl6tlenséget és az
x—y+a=0

egyenletet is?

A tanarkepzo foiskolak Péter Rozsa matematikaversenye 2003. y

Megoldas:
x2+y?—4x+2=(x—-2)>+y?-2

Az (x — 2)? + y? — 2 < 0 egyenlétlenség megoldasai 3
azok az (x;y) szamparok, amelyek a koordinatasik
(2; 0) kozépponta V2 sugara kérlemez pontjai. Ennek a
korlemeznek és az y = x + a egyenletii egyenesnek
pontosan akkor van egy kozds pontja, ha az egyenes
érinti a kort. Az érintési pont koordinatai az

(x—2)2+y%2=2
y=x+a

egyenletrendszer megoldasa.
(x—22+(x+a)=2

2x2+ a—4)x+a*+2=0
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A masodfoku egyenletnek egy valos gyoke van, ha a diszkriminansa 0.
(2a—4)?2-8(@a*+2)=0
—4a% —16a =0
Innen a = 0 vagy a = —4.
Ha a = 0, akkor az érint6 egyenlete y = x, ha a = —4, akkor az érint6 egyenlete y = x — 4.
Megjegyzés:
A megoldast megkaphatjuk igy is:

A masodik egyenletbd] y —t kifejezziik és behelyettesitjiik az elsé egyenlétlenségbe. Igy a kovetkezo
masodfokt paraméteres egyenlétlenséget kapjuk:

x?2+ (x +a)®> —4x+ 2 < 0.Ebbél 2x2 + (2a —4)x +a® +2 < 0.

A baloldal x masodfoku fiiggvénye, aminek a grafikonja felfelé nyildo parabola. Ennek az
egyenl6tlenségnek akkor van pontosan egy valos gyoke, ha a parabola érinti az x tengelyt. Ez akkor
teljesiil, ha a diszkriminans 0. Innen, a fentiek szerint a = 0 vagy a = —4.

p
13. Mi az
y=4x?*—-4(a+1x+a*+4a—1
egyenletii parabolak csicspontjainak mértani helye, ha az a paraméter befutja az 6sszes valos
szdmot?
9 Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1979. )
Megoldas:

A csucspontok koordinatait teljes négyzetté kiegészitéssel hatarozzuk meg.

a+1\? ra+1\? )
(x— ) —( ) +a*+4a—-1

y=4[x>—-(a+Dx)]|+a’+4a—-1=4 > >

2

a+1
) +2a—2

y=4(x—

A parabola csucspontja C (aTH ;2a — 2). Tetsz6leges a valds szamhoz tartozik egy C pont.

+1 , o1 e w1 17 7
X = aT, y = 2a — 2. Innen a paraméter kikiiszobolésével

a=2x-—1
y=22x—-1)—-2=4x—-4
Megforditva, az y = 4x — 4 egyenes tetszéleges pontjahoz tartozik egy a értek (a = 2x — 1).

A parabolak csucspontjainak mértani helye az y = 4x — 4 egyenlet{i egyenes.
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14. Melyik az f(x) = x? — 6x + 9 fiiggvény grafikonjanak az a pontja, melyben a gérbéhez hiizott
érintd egyenes a koordinatatengelyek pozitiv agaival maximalis teriiletli haromszoget zar e!

Megoldas:

Ha a keresett P pont elsé koordinataja p, akkor a

masodik koordinata p? — 6p + 9 = (p — 3)2.

A P pontbeli érint6 iranytangense f'(p) = 2p — 6. A

P pontra illeszked6 érint6 egyenlete:
y—@—-3)?=02p—-6)(x—p) sl p

y=02p-6x+(-p? 7

Az érintének az y tengellyel valé metszéspontjanak

koordinatdi: x = 0 és y = 9 — p2. A feltétel szerint

y=9—p%>0.Ezteljesiil,ha —3<p < 3.

Az érint0 az x tengelyt ott metszi, ahol y = 0; .

x koordinataja az alabbi egyenletbdl szamolhato ki. 1

Q2p—6)x+(9—p?)=0 5 4 3 2 0| 1
-1
2p=3)x=@—-3)(p+3)

Innen p # 3 miatt x = ’%3.

—
w 4
.
and
D
-~

Az érint6 a —3 < p < 3 feltétel teljesiilése mellett a koordinatatengelyek pozitiv agat metszi.

A vizsgalt derékszogili haromszog oldalai p7+3 és 9 — p?, teriilete

1 p+3 " @+3)-09-p?)
T(p)—z (T)(‘)—p)— 2 :
p fliggvénye. A fliggvény maximumat a |—3; 3[ intervallumban keressiik. Ott lehet maximuma, ahol
a derivaltja 0.

_9-p*+(®@+3)(=2p)
4

_ —3p*—6p+9
B 4
—3p2—6p+9=0, hap = lilletve, ha p = —3.

T'(p)

p = —3 nem megoldas. (Nincs a megengedett alaphalmazban.)
6p + 6
@) = =22 T (1) =-3<0

tehat p = 1 a tertletfiiggvény maximumhelye. A keresett pont az (1; 4)pont.

Az érint6 egyenlete: y = —4x + 8. Ez az egyenes a koordinata tengelyeket a (2; 0), illetve a (0; 8)
pontokban metszi.

A maximalis teriiletli haromszdg teriilete 8 teriiletegység.
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1. Ajanlott feladatok
Oldja meg a valos szamparok halmazan a
2p+2)x—(+Dy=p
p?(x—y)=4x—y
egyenletrendszert, amelyben p valos paraméter!
Irasbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

A p valés paraméter értékétol fiiggden hany megoldasa van az |x? — 6x + 5| = p egyenletnek a
[0; 7] intervallumban?

Emelt szintii érettségi 2005. oktober 25.
Hatarozzuk meg a p valds paraméter mely értékeinél hany megoldasa van a kdvetkez6 egyenletnek:
Wx=31-2|-1=p

OKTV 2013/2014, 1. kategoria, 1. fordulé

Hatarozza meg az a valos paraméter értékét tigy, hogy a

4x? — 4(sina + cosa)x + 1 + sina = 0
egyenletnek egy darab kétszeres gyoke legyen!

Emelt szintii érettségi 2008. mdjus 6.

A p paraméter mely értékeire van a (3p — 6)x% + (2p + 1)x + 5 — 5p = 0 egyenletnek egy valds
gyoke?

Hatirozza meg a p valds paraméter értékeit ugy, hogy a (p —3)x%2+2px+ (p+5) =0
egyenletnek két kiilonbozo valos gyoke legyen!

Hatéarozza meg a p valds paramétert Gigy, hogy minden x valds szamra teljesiiljon
p—2)x*+(—-Dx+p—2<0!

Tekintsiik a valés szamokon értelmezett f(x) = (p — 3,5)x2 + 2(p — 2)x+6 fiiggvényt, ahol p
tetszOleges valds paraméter!

a) Mutassa meg, hogy tetszéleges p érték mellett az x = —2 zérushelye a fiiggvénynek!
b) Milyen p értékek esetén lesz a fiiggvény masik zérushelye 1-nél nagyobb?

Emelt szintii érettségi 2005. majus 10.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Az x2 —x+p =0 egyenlet valos gydkei eggyel kisebbek, mint az x? + px — 1 = 0 egyenlet
valos gyokei. Szamitsa ki a p valds paraméter értékét!

Emelt szintii érettségi 2006. mdjus 9.

Ply+i=o egyenlet valos gyokei x; és x,.

P .,2
Legyenekap_2 x +p+1 "

Hatarozza meg a p # 0 valds paraméter mindazon értékeit, amelyekre fennall, hogy

. — + = —
Xp X — (X1 + x3) p+1

OKTV 2015/2016, I. kategéria, 1. fordulé

frja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos az y = x + 17 egyenletii egyenessel,
és érinti az x% + y? — 6x — 6y — 14 = 0 egyenletii kort!

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

Adva van a sikban két egymasra mer6leges egyenes e és f, és az e egyenesen két pont A és B. Az
f egyenes egy tetszbleges P pontjat az adott pontokkal 6sszeko6td egyenesekre emeljiink az A és B
pontokban merdlegeseket. Mi a mértani helye a mer6legesek M metszéspontjainak, ha a P pont
végigfut az f egyenesen?

25. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 2016.mdrcius, 10. osztdaly
KoMaL 1955. november, 657. feladat

Hatarozza meg a p és a q paraméterek értékét Gigy, hogy az x2 + y? + px + qy + 16 = 0 egyenletii
kor érintse az x tengelyt, és az y tengely pozitiv felébol 6 egység hosszisaga szakaszt metsszen ki!

Poétirasbeli érettségi-felvételi feladat 1997.
Adja meg az a paraméter azon értékeit a [0; 27| intervallumban, amelyeknél a
(2cosa — 1)x? + 4x + 4cosa +2 =0
egyenlet gyokei ellenkezo eldjeliiek!
Potirasbeli érettségi-felvételi feladat 2000.
Hatarozzuk meg a k paraméternek azt az értékét, amelyre az
x2+(2k+5)x+§k2+8k+2=0
egyenlet valos gyokeinek négyzetdsszege minimalis!

Milyen hatarok kézott mozog a p + q dsszeg értéke, ha p és g olyan valds szamok, hogy az x2 +
px+q =0 egyenletnek valés gyokei vannak, ¢és az egyenlet gyodkeire fennall az
x12 + x,%2 =1 Osszefiiggés?

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1992.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Adottak az alabbi egyenletek:
x>+px+qg=0 (1)

1 p q
+—=0 2
x+2 x+1 x @)

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valos gyoke van és az (1) egyenletnek pontosan
egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, akkor a (2) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

Arany Daniel Matematika Tanuloverseny 2017/2018, Haladok I1. kategoria, 2. fordulo

KdMal 1930. januar, 526. feladat

Ac valds paraméter mely értékeire lesz a 6x* — 5x3 4+ cx? — 5x + 6 = 0 egyenletnek négy
kiilonbozo valos gyoke?

Hatédrozza meg, hogy a p valos paraméter értékét tigy, hogy az

4 2 2 1
xX*+(@+Dx“+p +2p+Z=O

egyenlet megoldashalmaza pontosan két valds szamot tartalmazzon!

Irasbeli érettségi-felvételi feladat 2001.
a) Mutassuk meg, hogyaz x*— (k+3)x3— (k—1D)x?>+ (k+3)x+ (k—12) =0
egyenlet két gyoke nem fiigg k-tol.

b) A tovabbi két gyok k mely értékei mellett lesz valos?
KoMalL 1961. februar, 1088. feladata

Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre a

€] p+1= 2x2
(2) p?+1=2y?

egyenletrendszernek van egész megoldasa?
Arany Daniel Matematika Tanuloverseny 2013/2014, Haladok I1\. kategoria, 1. fordulé
Az m paraméter mely egész értékénél lesz a
9% +2(m +3)-3*¥ + m? = 22

egyenletnek két kiillonboz6 gyoke a valds szdmok halmazdn? Adja meg a lehetséges gyokok
szamértékét is!

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1993.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Mely valos szamokra igaz a
log,nx +10g,xx + (log,x) - logmx > 0
egyenldtlenség, amelyben m valds paraméter? ’
[rdsbeli érettségi-felvételi feladat 1997.

Igazoljuk, hogy van olyan pont a sikon, amelyre a p paraméter minden értéke esetén illeszkedik az
y=(p+ 1x?— (3p + 2)x — 3 egyenletii gorbe!

Hatarozza meg az n egész paraméter értékét , ha egy haromszog a, b, c oldalaira:

a+b=2n+2
a+c=2n+4
b+c=2n+6

Legfeljebb mekkora lehet a hdromszog legnagyobb szoge?
A p valds paraméter mely értékei mellett talalhato olyan x valos szam, hogy a
32+x | 32-x p, 9*+97%
egy szamtani sorozat harom egymast koveto tagja legyen?
Hatarozza meg a kovetkezo6 fiiggvény értékkészletét!
fiR— R; f(x)=3sin?x — 4sinx - cosx + 5cos?x

Ertelmezzik a valés szamok halmazan az f fiiggvényt az f(x) = x° + kx? + 9x képlettel!
(A k paraméter valos szamot jel6l.)

Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x = 1 lokalis széls6érték-helye a fiiggvénynek?

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x = 1 a fliggvénynek lokalis maximumhelye, vagy
lokalis minimumhelye!

Igazolja, hogy k ezen értéke esetén a fiiggvénynek van masik lokalis széls6érték-helye!
Emelt szintii érettségi 2008. mdjus 6.

Hatdrozza meg az f:R - R;f(x) =x3 +ax?+ bx+c fiiggvényben az a,b és c¢ valds
paraméterek értékét, ha a fiiggvényrdl tudjuk a kovetkezoket:

Q) fA=fED+4

(2) f'(3) =10 (f az f derivaltfiiggvénye);

3) [ f(x)dx = 8.

Emelt szintii érettségi 2014. majus 7.
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30. Az a valos paraméterrel adott az alabbi egyenlet, jeldlje az egyenlet valos gyokeit xq és x,:
2x2-3(a+2)x+9a+1=0.
a) Hatdrozzuk meg a értékét tigy, hogy az x,2 + x,2 kifejezés értéke minimalis legyen.
b) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan valos a érték, amely esetén x;,és x, is egész szam.

c) Keressiik meg az a paraméter olyan egész értékeit, melyek esetén az egyenletnek egyik
gyoke egész.

OKTV 2006/2007, II. kategoria, 1. fordulé
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IV. Az ajanlott feladatok megoldasai

1. Oldja meg a val6s szamparok halmazan a
2+ 2)x—(+Dy=p
p?(x—y)=4x—y
egyenletrendszert, amelyben p valos paraméter!
Irasbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

Megoldas:
Rendezziik at az egyenleteket, az alabbiak szerint:
20+ 2))x=@+Dy+p L.
@P*—Dx=@*-y. 1L
Szorozzuk az elsd egyenletet (p — 1)-gyel, majd ebbdl vonjuk ki a masodikat!
@p*+2p—4-p*+Hx=pp-1)
Alakitsuk szorzatta a bal oldalt is!

p(p+2)x=p(p-1)

p =0 esetén a két oldal nulla, ezért x tetszéleges szam.
Mindkét eredeti egyenlet: 4x — y = 0. Az egyenletrendszernek végtelen sok
megoldasa van, az (a; 4a) szampar, ahol a tetszéleges valos szam.

p = —2 esetén a bal oldal nulla, a jobb oldal nem az, igy az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

p # 0ésp + —2 esetén x =Z?.
Meg kell még hatarozni y megfeleld értékét. Ehhez helyettesitsiik vissza az x-re
kapott értéket az I. egyenletbe!
2-D=@+Dy+p

p—2=(@+1y

Ha p = -1, akkor az egyenlet jobb oldala nulla, bal oldala nem, igy az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Hap # —1, akkor (p + 1)-gyel oszthatunk, y = Z—j.
Osszegezve:
Az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha p = —2, valamint, hap = —1;
. . ; . . -1 p-2 . .
egy megoldasa van,hap # 0ésp + —2 és p # —1, mégpedig a (%;%) szampar;

végtelen sok megoldasa van, ha p = 0.
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2. A p valds paraméter értékétdl fiiggden hany megoldasa van az |x? — 6x + 5| = p egyenletnek a
[0; 7] intervallumban?

Emelt szintii érettsegi 2005. oktober 25.

Megoldas:
x2—6x+5=(x—-3)2-4

Abrazoljuk az  f:[0;7] > R; f(x) =|(x —3)% — 4| 1Y
fiiggvényt, majd leolvassuk a megoldast a grafikonrol.
10

8
a megoldasok szama f

p<O0 0

p:
O0<p<4

p=4 4 2 0] t2 4f6 8 10

4<p<5
S5<p<12
12<p

Ol = N W N

3. Hatarozzuk meg a p valds paraméter mely értékeinél hany megoldasa van a kovetkezo egyenletnek:
Wx=31-2|-1=p
OKTV 2013/2014, II. kategoria, 1. fordulé

Megoldas:

Abrazoljuk a bal oldalt az x valtozo fiiggvényeként. (A fiiggvény-transzformaciok az abrarol
leolvashatok.)
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—_

Az f(x) = |w/|x - 3| - 2| — 1 fiiggvény értékkészlete [—1; +oo[ . A jobb oldalon a konstans

g(x) = p figgvény grafikonja egy x tengellyel parhuzamos egyenes. A megoldasok szamat az donti
el, hogy a két fiiggvény grafikonjanak hany kozos pontja van.

p értéke p<-—1 p=-1 -1<p<1 p=1 p>1

a megoldasok szama: 0 2 4 3 2

Hatarozza meg az a valos paraméter értékét tigy, hogy a
4x? — 4(sina + cosa)x + 1 + sina = 0
egyenletnek egy darab kétszeres gyoke legyen!
Emelt szintii érettségi 2008. mdjus 6.
Megoldas:
A masodfoku egyenletnek akkor van két egyezd gyoke, ha a diszkrimindnsa 0.
D = 16(sina + cosa)? — 16(1 + sina) = 16(sina + cos?a + 2 - sina - cosa — 1 — sina)

A sina + cos?a =1 azonossig alkalmazasival megoldandé a 2 -sina - cosa — sina = 0
egyenlet.
sina(2 - cosa — 1) = 0.

Ennek megoldasai a sina = 0 egyenlet gyokei: a = k - m, ahol k € Z,
valamint a cosa = % egyenlet gyokei: a = §+ l-2mésa = —g +n-2m, ahol ,n € Z.

Az ekvivalens atalakitasok miatt ez a harom gyoksorozat teljesiti azt a feltételt, hogy az eredeti
egyenletnek egy darab kétszeres gyoke legyen.
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5. A p paraméter mely értékeire vana (3p — 6)x2 + (2p + 1)x + 5 — 5p = 0 egyenletnek egy valos
gyoke?
Megoldas:
p = 2 esetén egyenletiink: 5x — 5 = 0 els6foki. Ennek egy valos gydke van: x = 1.

p # 2 esetén egyenletink mdasodfokt. Ennek pontosan akkor van egy valds gyodke, ha
diszkriminansa 0.

D=02p+1)>-43p—6)(5—5p) = 4p? +4p + 1 — 4(—15p? + 45p — 30)
= 64p% — 176p + 121

64p? — 176p + 121 = 0,hap = =

-
Ha p= 1;1 a masodfoka egyenlet —%sz + %Sx —% =0 x?-2x+1=0. Ennek
egyetlen gyoke x = 1.

11

Tehat az egyenletnek egy valds gyoke van, ha p = 2 vagy ha p = e

6. Hatirozza meg a p valds paraméter értékeit ugy, hogy a (p —3)x%2+2px+ (p+5) =0
egyenletnek két kiilonbozo valos gyoke legyen!

Megoldas:

Az egyenletnek akkor van két kiilonboz6 valos gyoke, ha masodfokt és a diszkriminansa pozitiv,
azazp # 3ésD > 0.

D =4p*—4(p—3)(p +5) = 4(p? —p? — 2p + 15) = 4(—2p + 15)
D>0,hap <7,5.

Tehat az egyenletnek két kiilonbozé valds gyoke van, ha p € |—oo; 7,5[\{3}.

7. Hatarozza meg a p valos paramétert ugy, hogy minden x valds szamra teljesiiljon
p—2)x*+(p—-Dx+p—2<0!

Megoldas:
p = 2 esetén x < 0 csak a negativ szamokra all fenn. Ezért p = 2 nem megoldas.

p # 2 esetén a masodfoku egyenl6tlenség akkor all fenn minden x valds szamra, ha a bal oldalnak
megfeleld fliggvény grafikonja teljes egészében az x tengely alatt van.
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Ekkor a méasodfoku tag egyiitthatdja negativ és a fiiggvénynek nincs zérushelye, azaz

p<2 é D<O.

D=(@p-12-4(p—-2)°=p*—2p+1—4p*+16p — 16 = —3p* + 14p — 15
-3p?+14p—-15=0, hang vagy hap = 3.

2
1
/\ D
10 1 2 4
-1
-2

~3p? + 14p— 15 < 0,ha p <3 vagyhap > 3.

A p < 2 feltételt figyelembe véve az eredeti egyenldtlenség akkor all fenn minden x valds szamra,

5
hap <§.

Tekintsiik a valés szamokon értelmezett f(x) = (p — 3,5)x? + 2(p — 2)x+6 fiiggvényt, ahol p
tetszoleges valds paraméter!

a) Mutassa meg, hogy tetszéleges p érték mellett az x = —2 zérushelye a fiiggvénynek!
b) Milyen p értékek esetén lesz a fliggvény masik zérushelye 1-nél nagyobb?

Emelt szintii érettségi 2005. mdjus 10.

Megoldas:
a) —2 zérushelye a fliggvénynek, ha f(—2) = 0.
f(=2)=4(p—-35) —4(p—-2)+6=4p — 14— 4p + 8 + 6 = 0, amit igazolni kellett.

b) Az egyenletnek két valos gyoke van, ezért p # 3,5.

Az egyenlet gyokei:
= —2(p—2) +/4(p — 2)2 — 24(p — 3,5) _ —2(p — 2) + \/4p? — 40p + 100
b2 2(p—3,5) 2(p—3,5)
_—2(p—-2)+(2p—-10) —-p+2x(p—5)
- 2(p-35) ~ p-35
X1 =—2, Xp = p—35

26



A p:% > 1 egyenlOtlenséget 0-ra rendezziik:

0,5—p
p—3,5

>0,ha0,5<p<3,5.

Tehat a fliggvény masik zérushelye 1-nél nagyobb, ha 0,5 < p < 3,5.

9. Az x2—x+p =0 egyenlet valés gyokei eggyel kisebbek, mint az x? + px — 1 = 0 egyenlet
valos gyokei. Szamitsa ki a p valds paraméter értékét!

Emelt szintii érettségi 2006. mdjus 9.

Megoldas:

Alkalmazzuk a Viéte formulakat:

Az x? + px — 1 = 0 egyenlet gydkeire x; + x, = —p ésx; - x, = —1.

Az x? —x +p =0 egyenlet gydkei x; — 1 ésx, — 1, ezekre

X —14+x,—1=1¢és(x;—1) - (x; — 1) =p.

A gyokok dsszegére felirt két Osszefliggés alapjan: —p — 2 = 1, ahonnanp = —3.

(A gyokok szorzata: (x; — 1) - (x; — D) =x3 %, — (X +x,)+1=—-1+p+1=p
— ez tetszdleges p-re igaz).

1+V13
2

Helyettesitsiik vissza a két egyenletbe a p = —3 értéket. Az x?> — x — 3 = 0 gyokei: valéban

eggyel kisebbek, mint az x? — 3x — 1 = 0 egyenlet gydkei (

Megjegyzés:

Semmiképp sem hagyhat6 el annak ellenérzése, hogy mindkét egyenletnek valos gydkei vannak-e.
Ez a diszkriminansok vizsgalataval is megtehetd.

L RN I 4 ovokei x. &
10. Legyenek a o2 X + o1 X +,= 0 egyenlet valos gyokei xq és x,.

Hatarozza meg a p # 0 valds paraméter mindazon értékeit, amelyekre fennall, hogy

xq Xy — (% + x32) p+1

OKTV 2015/20186, 1. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:
A feltétel, és a tortek értelmezése alapjanp + 0,p # 2 és p # —1.

A Viéte formulakat alkalmazzuk:

p—2 (p—l)(p—2)= 1
4p p(p+1) p+1

Rendezés utén a szoba johetd p-kre ezzel ekvivalens az 5p% — 17p + 6 = 0 egyenlet.
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Tehat csak p = E, valamint p = 3 johet szoba megoldasként.

p = 3 esetén a masodfok egyenlet: 3x? + %x + % = 0. Ennek nincsenek valos gyokei, ezért p = 3

nem megoldas.

p= %esetén a masodfoku egyenlet: _igx2 + _73x +% = 0, azaz 7x2 + 12x — 7 = 0. Ennek gydkei:

—61+/85
7

valosak és teljestil rajuk a feltétel.

Ezért a feltételeknek csak p = %felel meg.

11. irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos az y = x + 17 egyenletii egyenessel,
és érinti az x2 + y? — 6x — 6y — 14 = 0 egyenletii kort!

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1998.

Megoldas:

Az adott egyenessel parhuzamos egyenesek egyenlete y = x + b alakban irhato. Keressiik a b
paraméter azon értékét, amelyre a kornek és az egyenesnek egy kdzos pontja van. Az érintési pont
koordinatai az

y=x+b
x2+y?—6x—6y—14=0

egyenletrendszer megoldéasaként kapott szampar.

x2+(x+b)2—6x—6(x+hb)—14=0
2x2+x(2b—12)+b?—6b—14=0

Egy megoldast kapunk, ha D = 0.

D=4(b—-6)2—8(b%—6b—14) =0

Ezt rendezve kapjuk: b?> = 64 Innen b = £8.

A két érintd egyenlete: y = x + 8,ésy = x — 8.

Megjegyzések:

Az érint6k egyenletei masként is megkaphatok:

Az y =x+b egyenleti egyenesek koziil az érinték a kor kozéppontjatol sugarnyi
tavolsagra vannak. A kor egyenletének kanonikus alakja: (x — 3)? + (y — 3)? = 32, a kor

kozéppontja 0(3;3), sugara 4v2. A pont és egyenes tavolsagképletébe (|x_j;b| = 4\/7)

3—j;b| = 4V2. Innen b = £8, az érintdk egyenletei: y =

behelyettesitjiik O koordinatait: |
x+8,ésy=x—8.

Az érintési pontokat meghatarozhatjuk a kor kdzéppontjan atmend, az adott egyenesre
merdleges egyenes és a kor metszéspontjaiként is. A kor érint6i az érintési pontokon dtmend,
az adott egyenessel parhuzamos egyenesek.
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12. Adva van a sikban két egymasra merdleges egyenes e és f, és az e egyenesen két pont A és B. Az
f egyenes egy tetszoleges P pontjat az adott pontokkal dsszekotd egyenesekre emeljiink az A és B
pontokban merdlegeseket. Mi a mértani helye a merélegesek M metszéspontjainak, ha a P pont
végigfut az f egyenesen?

25. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 2016.mdrcius; 10. osztaly
KdMal 1955. november, 657. feladat

Megoldas:

Vilasszuk a koordinatarendszer x tengelyének az
e egyenest, y tengelyének az f egyenest. Az A
pont koordinatai: (a;0), a B ponté: (b;0), a
P ponté: (0; p).

Ha a vagy b valamelyike, pl. a = 0 (azaz A éppen
a két adott egyenes metszéspontja), akkor a
kérdéses mértani hely egyetlen pont, a B pont lesz.

Tegyiik fel, hogy a és b egyike sem 0, és zarjuk ki
ap =0 esetet is. (p = 0 esetén a két merdleges

nem metszi egymast.) Alai0) B(b;0)
. P /
Az AP egyenes iranytangense: — i a BP egyenes

., 4 . . .oa . .
iranytangense: —, az ezekre merdleges egyenesek iranytangensei o illetve , ezért az

ESERS)

A pontban AP-re emelt meréleges és a B pontban BP-re emelt merdleges egyenesek egyenletei:
y = g(x —a), valamint y = g(x —b).

Az egyenletrendszer megoldasa M pont két koordinataja:
a(x —a) = b(x —b)
x(a—b) = a? — b?

A és B két kiilonbozé pont, ezért oszthatunk (a — b)-vel. igy

ab
x=a+b és y=?. (%)

p minden megengedett értékéhez (p = 0-t kizartuk), tartozik egy M pont. Mivel x p-t6l fiiggetlen,
az M pontok egy, az y tengellyel parhuzamos egyenesre illeszkednek, amelynek egyenlete
x =a+Db.

Meg kell még vizsgalni, hogy a (*) egyenletrendszerrel jellemzett egyenes minden pontja
hozzatartozik-e a mértani helyhez. Mivel ab # 0, ezért az (a + b; 0) pont nem tartozik a mértani
helyhez.

Az x =a+ b egyenes minden mas (a +b ;af) pontjahoz tartozik egy p (= %b) érték (y # 0),
ezzel egyiitt tartozik egy P pont is az y tengelynek vélasztott f egyenesen.

A keresett ponthalmaz egy ,,lyukas” egyenes, amelynek egyenlete: x = a + b. Ez, az f egyenesnek
az AB szakasz felezOpontjara vonatkozoé tiikorképe.
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Megjegyzések:
o Az allitdsnak tobb szép elemi geometriai bizonyitasa is van. Koziiliik egyet roviden ismertetiink.

Az A és B pontokbol az PM szakasz
derékszogben latszik, ezért A és B k

pontok a PM szakasz Thalész . '
korére  illeszkednek. A kor !
kozéppontja PM  szakasz K =
felezépontja. A kor htrja AB, igy K
az AB szakasz k felezOmerdlegesén
van. (k Il f).

Az M pont a P ponthak a k
egyenesen mozgd K  pontra
vonatkozo tiikorképe, vagyis az M
pontok mértani helye az f q

egyenesnek a k  egyenesre __—
vonatkozd tiikorképe.

e Az abra jol mutatja, hogy ugyanazzal a szerkesztési eljarassal kapjuk meg az m (m L e)
egyenesre illeszked6 M pontbol P-t, amellyel P-b6l nyertiikk M-et.

13. Hatdrozza meg a p és a q paraméterek értékét Gigy, hogy az x2 + y? + px + qy + 16 = 0 egyenletii
kor érintse az x tengelyt, és az y tengely pozitiv felébol 6 egység hossziusagu szakaszt metsszen ki!

Potirasbeli érettségi-felvételi feladat 1997.

Megoldas:

Az y tengellyel alkotott metszéspontok elsd koordinatija 0, masodik koordinatija az
y24+qy+16=0

egyenlet gyokei. Ezek y; , = TaxyaT-64 qu2_64 akkor léteznek, ha g2 > 64.

A két metszéspont tavolsaga 6 egység, ezért y, — y; = 6, feltéve y, > y,.

2./q% — 64

=6
2
q? =100
q = £10.
2 2 24,2
A kor egyenlete (x + g) + (y + %) = %64. A kor az y tengely pozitiv felét metszi, ezért a

kozéppontjanak masodik koordinataja pozitiv, tehat g < 0, igy ¢ = —10. Mivel a kor érinti az x
_ p%+q®-64 _ p%+36

tengelyt ezért sugara —% = 5, a sugar négyzete: 25 = " . Innen p? = 64, p = 8.

A feltételnek két kor felel meg, egyenletiik:
(x —4)2 + (y —5)2 = 25, illetve (x +4)% + (y — 5)% = 25.
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Megjegyzés:

q értékét az abra alapjan Pitagorasz tétellel is meghatarozhatjuk.

2 2 24,2
A kor egyenletét atrendezve: (x + g) + (y + %) = %64 megkapjuk a kozéppont koordinatait.

A kor feliilrdl érinti az x tengelyt, ezért r = —% > 0. frjuk fel a Pitagorasz tételt a szinessel jelolt

2 24,2
haromszogre: (g) +9= %64. Innen g% = 100. q < 0 miatt g = —10,7 = 5.

14. Adja meg az @ paraméter azon értékeit a [0; 27] intervallumban, amelyeknél a
(2cosa — 1)x? + 4x + 4cosa +2 =0

egyenlet gyokei ellenkezo eldjeliiek!

Potirasbeli érettségi-felvételi feladat 2000.

Megoldas:

Ahhoz, hogy az egyenletnek két kiilonboz6 valos gydke legyen, sziikséges, hogy a masodfoku

legyen. Ezért a masodfoku tag egylitthatdja nem lehet 0, cosa # %

A két gyok kiilonbozo eldjeltn akkor és csak akkor, ha x; - x, < 0. (Ez esetben a diszkriminans
pozitiv. /Lasd a Kidolgozott 8/e feladat megoldasat./)

4cosa + 2

X Xy = —————
2cosa — 1
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1 1 1 1
cosa<—§ —§<cosa<§ §<cosa
szamlalo - + +
nevezo - — +
tort + — +

Az egyenldtlenség akkor teljesiil, ha

—=-<cosa <.
2 2

Ez pontosan azokra a [0;2x] intervallumbeli a szogekre igaz,
amelyekre:

€ | ,
® 373

T 271[ ]47'[ 571[
3’3

15. Hatarozzuk meg a k paraméternek azt az értékét, amelyre az
2 3,2
x +(2k+5)x+§k +8k+2=0

egyenlet valds gyokeinek négyzetdsszege minimalis!

Megoldas:
A gyokok négyzetének 6sszege kifejezhetd a gyokok 0sszege és szorzata segitségével:
x12 + x22 = (x1 + xZ)z - 2xle

A Viéte formulakat alkalmazzuk:

2 2 3
X2+ x, =(—2k—5)2—2(5k2+8k+2)=4k2+20k+25—3k2—16k—4=
=k?+4k+21

Innen x;2 + x,2 = (k + 2)? + 17. E masodfoku kifejezés minimalis, ha k = —2, a minimum értéke
17.

Ellenérizni kell még, hogy a valds gyokok négyzetdsszege lehet-e 17. Ehhez megvizsgaljuk, hogy
k = —2-re valos gyokoket kapunk-e.

k = —2 esetén a masodfoku egyenlet: x> +x+6—16+2 =0, azaz x? + x —8 = 0. Ennek
gyokei valosak:

—-1+4++33
—1i\/33< =5
X1 =—F7 ,
v 2 _ -1-+33
- 2
negyzetosszeguk x1“ + x,“ = —— = .
( 'gy o gk 2 2 2-:66 17)
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Megjegyzések:

e A fenti vizsgalat sziikséges, hiszen példaul az x?+px+1=0 egyenlet esetén
x1% + x,2 = (=p)? — 2. p? — 2 minimélis, ha p = 0, de ekkor az egyenlet x? + 1 = 0,
aminek nincs valds gyoke.

Az x? + px + 1 = 0 egyenletnek pontosan akkor van valés gyoke, ha D = p? — 4 > 0, azaz
ha p? > 4. Tehat p? — 2 legkisebb értéke 4 — 2 = 2. Ez akkor 4ll fenn, ha p = +2.

e Egy masodfoku egyenletnek akkor és csak akkor van valos gyoke, ha az egyenlet
diszkrimindnsa nem negativ. Itt D = (—2k — 5)%? — 4 sz + 8k + 2).

—6—V70  —6+70
2 )

D >0,ha —2k? — 12k + 17 > 0. Ez teljesiil, ha k € [ -

]. —2 eleme ennek.

16. Milyen hatérok kozott mozog a p + q dsszeg értéke, ha p és q olyan valds szamok, hogy az x? +

px +q =0 egyenletnek valoés gyokei vannak, és az egyenlet gyokeire fennall az
x12 4+ x,2 =1 Osszefiiggés?

Irasbeli érettségi-felvételi feladat 1992.
Megoldas:

A mésodfoku egyenletnek van valés gydke, ha p? — 4q = 0.

A Viéte formulakat alkalmazzuk:

1=2x%4+x,2 = (x4 4+ x,)% = 2xyx, = p% — 2q.

p*-

Innen q =
A p + q 0Osszeget kifejezziik p-vel:

p’-1 p*+2p-1
2 2
Figyelembe kell venni a 0 < p? — 4q = p? — 2p? + 2 = 2 — p? feltételt.

p?<2,ha—V2<p<v2

1
ptq=p+ =§(p+1)2—1.

A p+q Osszeg értékének vizsgalata egyenértékli az
fp) = %(p +1)2-1, pe[-V2;v2] fiiggvény °

értékkészletének megadasaval.

E fliggvénynek abszolut minimumhelye p = —1,
minimuma f(—1) = —1, abszolit maximumhelye p = 3
V2, maximuma f(v/2) = 1+§‘E. 2
. ., . L 142V '
Mivel a fiiggvény folytonos, ezért —1 és > kozott V3
minden értéket felvesz. 5 5 -4 3 N2 1 o) 1vz2 3 4

1 )
f(p) _:)wpfl:“fl
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Megjegyzés:
A hatarok az alabbi algebrai atalakitasokkal is megkaphatok:
Mivel —V2 < p < V2, ezért
—V2+1<p+1<vV2+1
0<(p+1?2<(V2+1) =3+2V2

(p+1)2<3+2x/7

0<
- 2 2
1 1+2v2
-1<-(p+1)?*-1<———
2 2
Tehat a feladat feltételei mellett
1+2v2
-1<p+q<——m.
2
17. Adottak az alabbi egyenletek:
x2+px+q=0 @))
1
P 1 3_9 @)

x+2 x+1 x

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valos gyoke van és az (1) egyenletnek pontosan
egy gyoke van a |0; 1[ intervallumban, akkor a (2) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

Arany Daniel Matematika Tanuloverseny 2017/2018, Haladok I1. kategoria, 2. fordulo

KoMal 1930. janudar, 526. feladat

Megoldas:
A feltétel szerint az (1) egyenletnek két valds f
gyoke van, ezért az f(x)=x%*+px+q
fliggvény grafikonja metszi az x tengelyt, s mivel
a ]0; 1[ intervallumba koziiliik csak az egyik
esik, ezért £(0) - f(1) < 0, azaz
q(1+p+q) <0 ()
A (2) egyenlet nem értelmezett, ha

-3 -2 -1 0 1
x € {—2; —1;0}. Az egyenletet szorozzuk a
nevezokkel.

x(x+D)+px+2)x+qx+2)(x+1)=0
A rendezés utan kapott
QL+p+q@x*+ (1 +2p+3q)x+2¢g=0

egyenlet masodfoku (*) szerint, valamint ugyanezért (az egyébként is kizart) 0 nem gyoke.
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Igy ennek a masodfoku egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv, ha a masik gyoke negativ.

Ez akkor és csak akkor all fenn, ha a gyokok szorzata negativ. A Viéte formulak szerint

X1Xy = ﬁ. E tort szamlaloja és nevezbje a feltételbdl levezetett (x) egyenlétlenség szerint
ellentétes elGjelii. Tehat a (2) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

Erdekesség: Az 1930-as K6MalL Erdés Pal (1913-1996) 8. osztalyos (ma 12. osztalyos)
kozépiskolds megoldasat kdzolte.

18. A ¢ valds paraméter mely értékeire lesz a 6x* — 5x3 4+ cx? — 5x + 6 = 0 egyenletnek négy
kiilonbozd valos gyoke?

Megoldas:
A 0 nem gydke az egyenletnek, ezért x2-tel osztassal az eredetivel ekvivalens egyenletet kapunk:
5 6
6x° —5x +c——=+—=0.
X X
1 24 1) _ 1 =
Rendezziik at! 6 (x + xz) 5 (x + x) +c=0.
Legyeny = x + % Ezzel x? + % = y? — 2, és egyenletiink
6y —5y+c—12=0.

Ismert, hogy minden 0-tdl kiilonbozé x-re |x + %| >2,¢ésazx +% = 2 egyenletnek csak az 1, az

X+ % = —2 egyenletnek csak a —1 a gydke, valamint |y| > 2 esetén az x + % =y egyenletnek két
kiilonb6z6 megoldasa van.

Ezért az eredeti negyedfoku egyenletnek pontosan akkor van négy kiilonb6z6 valds gyoke, ha az
f(y) = 6y? — 5y + ¢ — 12 fiiggvénynek két 2-nél nagyobb abszolttértékii zérushelye van.

2 _ _ y s _ 5+y25-24(c-12) _ 5 VD
6y“—5y +c—12 =0 gyokei: y, , = — 0 T + 5

(D az egyenlet diszkriminansa. D >0, ha ¢ < ﬁ)
12

A masodfoku fiiggvény zérushelyei az % —re szimmetrikusak, ezért nem lehet a kisebbik gyok

2-nél nagyobb és a nagyobbik se lehet —2-nél kisebb. Tehat az abszolutértékiik pontosan akkor
nagyobb 2-nél, ha a kisebbik —2-nél kisebb, a nagyobbik 2-nél nagyobb. Ez akkor és csak akkor
teljesiil, ha f(—2) < 0 és f(2) < 0.

f(=2)=24+104c—-12<0 & ¢ < —22
f(2)=24—10+c—-12<0 & c< -2

Tehat a negyedfokl egyenletnek négy kiilonb6z6 valos gyoke
van, ha ¢ < —22.

Megjegyzés:
Abbdl, hogy a masodfoku fliggvény gyokei szimmetrikusak az
15—2 —re, kovetkezik, hogy f(2) < f(—2) < 0 ezért elég az

f(=2) < 0 egyenlétlenséget megoldani.
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19. Hatarozza meg, hogy a p valds paraméter értékét ugy, hogy az
1
x4+(p+1)x2+p2+2p+z=0

egyenlet megoldashalmaza pontosan két valds szdmot tartalmazzon!
Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 2001.
Megoldas:

y = x? bevezetésével az egyenlet y?> + (p+ 1)y +p?+2p + % = 0 alakra hozhatd. A fenti

negyedfokt egyenletnek pontosan akkor van két kiilonboz6 valés gyoke, ha a masodfoku
egyenletnek

a) vagy egy valds gyoke van, ami pozitiv
b) vagy az egyik gyoke pozitiv, a masik negativ.

a) Egy valds gydke van, ha a diszkriminansa 0.

1
D=(p+1)2—4(p2+2p+z)=—3p2—6p
D=0,hap=0vagyp = —2.

Ha p = 0, akkor y? +y +% =0, y= —%. Ez negativ, igy az eredeti egyenletnek nincs
megoldasa.

Ha p = —2, akkor y? —y+%= O,y=%, x = ig.
b) Az féegyiitthatoji masodfoki egyenletnek pontosan akkor van két ellentétes eljelti gyoke
ha a masodfoku egyenletben a konstans negativ, azaz p? + 2p + % < 0. (Lasd a Kidolgozott

8/e feladat megoldasat.)

2B p< _2;"5.

Ez akkor all fenn, ha

Tehat a negyedfoku egyenlet megoldashalmaza pontosan akkor tartalmaz két valds szamot, ha

—2-+3 —2+43
2 2

pE u{-2}.
20. a) Mutassuk meg, hogy az x* — (k +3)x3 — (k—11)x?+ (k+3)x + (k—12) =0
egyenlet két gyoke nem fligg k-tol.

b) A tovabbi két gyok k mely értékei mellett lesz valds?
KoMalL 1961. februar, 1088. feladata
Megoldas:
a) |. megoldas:
Vegyilkk észre, hogy az x*—(k+3)x3—(k—1Dx?+(k+3)x+(*k—-12)=0

egyenletben az egylitthatok dsszege 0, ezért x = 1 gydke az egyenletnek. Tovabba x paros és
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b)

paratlan kitev6jii hatvanyai egyiitthatoinak az 6sszege kiilon-kiilon is 0, ezért (—1) is gyok. Ezek
k-tol nem fiiggenek. Ezzel az allitast igazoltuk.

I1. megoldas:
A k-t nem tartalmaz6 tagokat kiilénvalasztva az egyenlet:
(x*—=3x3+11x2 +3x—-12) - k(x> +x2 —x—-1) =0

A k-t0l fliggetlen gyokre mindkét zardjelben szerepld polinom helyettesitési értéke 0 kell
legyen. A masodik csoportositassal szorzatta alakithato:

+x2—x—-1=xX*x+1D)-Gx+1D=-DE+1)=x-1DE+1)>%
Ez csak x = 1-re és x = —1-re tlinik el. Ezek a k-t nem tartalmaz6 polinomnak is gyodkei.
I11. megoldas:

A k-0l fiiggetlen gyok csak azok koziil keriilhet ki, amelyeket a k egy tetszés szerint valasztott
értékével kapott egyenletbél kapunk. Célszeri k = —3-at valasztani, mert ezzel egy
mésodfokuira redukalhaté negyedfoku egyenletet kapunk: x* + 14x2 — 15 = 0. Ennek valos
gyokei az x? = 1 gydkei. (x> = —15 nem ad valds gyokot.) Ellendrizhetd: a kapott két gyok,
1 és —1, minden k-ra megoldas.

l. megoldas:

A tovabbi két gyok vizsgalatahoz osszuk az egyenletet a talalt gyokokhoz tartozo gyoktényezok
(x+ 1)(x — 1) = (x> — 1) szorzataval. Ez megteheté polinomosztassal, vagy az a) IL
megoldasaban latott dtlettel. Mi ez utdbbi modszert hasznaljuk:

x*—3x3 4+ 11x? +3x— 12 = (x* + 11x* — 12) — 3x(x*> — 1)
=x*-1Dx2+12)—-3x(x* —1) = (x? = 1)(x? — 3x + 12).

Ezt és a korabbi szorzatta alakitast felhasznalva:
xt—(k+3)x3—(k—1Dx2+ (k+3)x+ (k—12) =
=x*-1DE*=-3x+12) - k*-1DE+1D)=x*-1)x*-3x+12—-kx—k) =
=x?2-1D[x?—-(k+3)x—(k—12)]

Tehat a tovabbi gyokok az x? — (k + 3)x — (k — 12) = 0 egyenlet gydkei. Ezek akkor valosak,
ha a diszkriminans nem negativ. D = (k + 3)? + 4(k — 12) = k? + 10k — 39.

k? + 10k —39 =0, hak = —13 vagy ha k = 3.
D >0,hak € ]—o0; —13] U [3; +oo].
I1. megoldas:

Ha az egyenletnek van még két valos gyoke, a és b, akkor a negyedfoku egyenlet gyoktényezOs
alakja: (x —1D(x+1)(x—a)(x —b) =0. A szorzasokat elvégezve kapjuk: x* — (a +
b)x3 + (ab — 1)x + (a + b)x — ab = 0. Ezt az eredetivel dsszevetve az

a+b=k+3
ab=12—-k

masodfokl paraméteres egyenletrendszerhez jutunk.

b=k+3—a
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ak+3—-a)=12-k
a’?—(k+3)a+(12-k)=0

A masodfoku egyenletnek akkor van megoldasa a valos szamok halmazan, ha D > 0. Az |
megoldas alapjan kapjuk: k € |—o0; —13] U [3; +oo.

21. Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre a

€] p+1=2x2
() p*+1=2y?

egyenletrendszernek van egész megoldasa?

Arany Daniel Matematika Tanuloverseny 2013/2014, Haladok I11. kategoria, 1. forduld

Megoldas:

Az egyenletrendszerben x —nek és y —nak csak a masodik hatvanya szerepel, ezért ha x gyok, akkor
- x is az, hasonldan y-nal egyiitt - y is gyok. Ezért elég x > 0, y > 0 szamokra szoritkozni.

p>1,ezértp? >pésy > x(>0).

A (2) és az (1) egyenlet kiilonbségét kettdvel osztjuk, majd mindkét oldalt szorzatta alakitjuk:
=0 +x) =p-?-

p = 2 nem lehet, merta 3 = 2x? (és az 5 = 2y?) egyenlet gydkei nem egészek.

(r-1)

Igy p paratlan primszam, ezért — pozitiv egész szam.

Ha egy primszam egész szamok szorzatanak osztoja, akkor osztdja valamelyik tényezonek.

It pl(y — x) vagy pl(y +x).
y > 1 miatt a (2) egyenlet alapjan p >y, ezért p + (y — x), tehat p|(y + x).
Ez 2p > 2y > y + x > 1 miatt csak ugy lehet, hap = y + x. Tehat

i y+tx=p
es -1
y—x= = )
Az egyenletrendszerbdl y-t kifejezziik és behelyettesitjiik a (2) egyenletbe.
_3p-—-1
Y=g
3p—1)?
pP+1=2" ( P ) .
Rendezés utan kapjuk a
p>?—6p—7=0

egyenletet. Ennek két gyoke (7 és — 1) koziil csak a 7 primszam.
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Ha p = 7, akkor x2 = 4 és y? = 25; az egyenletrendszer megoldasai a (2;5), (2; =5),(—2;5),
(—2; —5) szamparok.

22. Az m paraméter mely egész értékénél lesz a
9% +2(m +3)-3*¥ + m? = 22
egyenletnek két kiillonboz6 gyoke a valds szdmok halmazan? Adja meg a lehetséges gyokok
szdmértékét is!
[rdsbeli érettségi-felvételi feladat 1993.
Megoldas:
Az egyenlet (3*) —ben masodfoku. Legyen y = 3*.

f(x) = 3* fuggvény szigoraan monoton nd, értékkészlete a pozitiv szamok halmaza, ezért az eredeti
egyenletnek pontosan akkor van két kiilonbozo valds gyoke, ha az

y2+2(m+3)-y+m?—-22=0.
egyenletnek két kiilonbdzo pozitiv gydke van.

A masodfoku egyenletnek akkor van két kiillonb6z6 pozitiv gyoke, ha a kdvetkezé harom feltétel
egyszerre teljesiil:

a) a masodfoku egyenlet diszkriminansa pozitiv.
D =4(m+3)% —4(m? —22) = 24m + 124. D > 0, ha m>—3—61
b) a gyokok dsszege pozitiv: y; + y, = —2(m + 3) > 0, ebbdl m < —3.
c) a gydkok szorzata pozitiv: y; + y, = m? — 22 > 0. Ez teljesiil, ha
m< —V22 vagy m>+22

Ezek mindegyike akkor all fenn, ham € ]— %; —\/i[ Ez egyetlen egész szamra teljesiil: m = —5.
m=—5esetény? —4y+3=0=>y, =1,x, =0; y, =3,x, = 1.
Az egyenlet gydkeia 0 és az 1.

23. Mely valds szamokra igaz a

log,,x + 1og e x + (log,x) - logmx > 0
X
egyenlétlenség, amelyben m valos paraméter?

Irdsbeli érettségi-felvételi feladat 1997.
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Megoldas:

A logaritmus definicidja alapjan x >0, m >0, m # 1, mx # 1, % * 1.

A kifejezéseket kdzos, m alapu logaritmusra irjuk at az

logy,
log,x = log, (@a>0,b>0,x>0,a#1,b=*1)
azonossag felhasznalasaval.
log,,x log,,x
1 —+1 .
0gmX + Tog,mx + logmx log.. m
X

Kiemeljiik a kozos log,,x tényezo6t és alkalmazunk a logaritmus azonossagait, majd kozos nevezore
hozzuk a torteket.

1 log.,,x
8m )>0

—_—
08m* {1+ 77 log,x  1—log,x

1 —log® x+1—lognx +log,x +log? x

l . >0
0Gm* 1—log? x

1 2 >0

O8m* "7 —log?, x

A két tényez0s szorzat pozitiv, ha a tényezok azonos eldjeliiek.

I. logmx >0és1—log® x>0 vagy Illog,x<0és1—log? x<0.

I.1—1log? x>0, halog? x<1.
A két feltétel egyszerre teljesiil, ha 0 < log,,x < 1 azaz, ha
log;n1 < log,,x <log,,m
m > 1 esetén (az m alapu logaritmus fiiggvény szigordan monoton né), 1 < x <m
0<m<1 esetétn (az m alapi logaritmus fliggvény szigorGan monoton csokken),
m<x<l1
Il. log,,x <0és1— logzmx < 0 pontosan akkor teljesiil, ha log,,x < —1, azaz ha

1
log,,x < log,, -

m > 1 esetén (az m alapu logaritmus fiiggvény szigorGan monoton ng), 0 < x < -~

0 <m < 1esetén (az m alapu logaritmus fliggvény szigorian monoton csokken),

1
x> —.
m
Tehat az egyenlétlenségnek csak akkor van megoldasa, ha m € ]0; +oo[\{1}.

Az egyenlitlenség megoldasa,

ham > 1, akkor x € ]O;ﬂu 11; m],

ha0 < m < 1, akkor x E]m;l[U]%;+oo[.
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24. Igazoljuk, hogy van olyan pont a sikon, amelyre a p paraméter minden értéke esetén illeszkedik az
y=(p+1)x? — (3p + 2)x — 3 egyenletii gorbe!
. Megoldas:
Az y = (px?* — 3px) + x? — 2x — 3 atalakitas utdn csak az elsé tag fligg p-tél.

px? — 3px = px(x — 3), és ezzel az egész kifejezés p-tél fiiggetlen, ha x(x —3) = 0. x =
0 esetén y = —3, x = 3 esetén y = 0. Tehat a (0; —3) és a (3; 0) pontok illeszkednek a
fenti egyenlettel megadott gorbékre. Ez p = —1 esetén egyenes, p # —1 esetén parabola.

1. Megoldas:
Helyettesitsiink be két értéket p helyére:

Ha p = —1, akkor y = x — 3, ha p = 0, akkor y = x? — 2x — 3. Ha van olyan pont,
amelyre p-t6l fiiggetleniil mindegyik gorbe illeszkedik, akkor az megoldasa az

y=x—3 }
y=x?—-2x—-3

egyenletrendszernek. fgy x — 3 = x? — 2x — 3, amib6l x = 0 vagy x = 3. Ha van olyan
pont, amelyen atmennek a gorbék, csak a (0; —3) és a (3; 0) pontok lehetnek.

Behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy ezekre illeszkedik-e minden gorbe:
Hax = 0, akkor y = —3és
hax=3,akkory=(p+1)'9-Bp+2)'3—-3=9p+9-9p—-6—-3=0,

tehat ezen a két ponton valoban atmegy mindegyik gorbe.

25. Hatarozza meg az n egész paraméter értékét, ha egy haromszog a, b, ¢ oldalaira:

a+b=2n+2
a+c=2n+4
b+c=2n+6

Legfeljebb mekkora lehet a haromszog legnagyobb szoge?

Megoldas:

Adjuk 6ssze az egyenleteket! 2(a + b + ¢) = 6n + 12. Innen az oldalak 6sszege 3n + 6, valamint
a=3n+6—-(b+c)=n, b=n+2, c =n+4. A haromszég oldalainak mérészama pozitiv,
ezértn > 0.

A haromszog leghosszabb oldala ¢. A haromszog egyenl6tlenség (a+ b > c) szerint
2n+2 >n+4,azazn > 2, vagy masképp n = 3.

A haromszdg legnagyobb szdge a leghosszabb oldallal szemben fekszik, ezért a leghosszabb oldalra
irjuk fel a koszinusztételt.

(n+4)? = (n+2)? +n? - 2n(n + 2)cosy,
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A haromszog legnagyobb (y) szogére

(4240 -m+4)? n*-4n-12 (m+2)(n—-6) n—-6 1 3
cosy = 2n(n + 2) ~ 2n(n+2)  2n(n+2) 2n 2 n
Miveln > 3,ezért 0<><1, —1<-><0, —2<-—--<-. fgy
—1<cosy<l
27 2

Felhasznalva, hogy a koszinuszfiiggvény a ]0°; 180°[ intervallumban szigorian monoton csokken,
a haromszog legnagyobb szoge legfeljebb 120° lehet.

Ez a lehet6ség megvalosul n = 3 esetén. Ekkor a haromszog oldalai 3, 5 és 7 egység hosszuak.

26. A p valos paraméter mely értékei mellett talalhatd olyan x valds szam, hogy a
32+x + 32—x p 9¥ 4 9—%
egy szamtani sorozat harom egymast koveto tagja legyen?

. Megoldas:
A szamtani sorozat harom szomszédos tagja koziil a kozépso, a két szomszédos tag szamtani kdzepe:

(3 4327 4 (9% 4+ 97%)
p= 2

Keressiik azokat a p valdos szamokat, amelyekre a
2p = 321X £ 327X L 9X 4 97X (%)
egyenletnek van (valds) megoldasa.

Minden x-re 3* > 0 és 9* > 0, és tudjuk, hogy y > 0 esetén y +31/ > 2. igy a jobb oldal
9(3 +§)+(9 +9—x>29-2+2—20.
Tehat csak p = 10 esetén lehet megoldasa az egyenletnek.

Hatra van annak vizsgalata, hogy minden p > 10 esetén van- e megoldasa a
2p —9(3 +§)+9 +¥
egyenletnek.

a=3"+ 3% bevezetésével 9% + 9% = a? — 2 . Ellenérizziik, hogy az

a’?+9a—-2-2p=0
masodfoka egyenletnek p = 10 esetén van-e olyan gyoke, amelyik legalabb 2-vel egyenld.

—9+ /81+8+8p
a1,2= 2 .

@ > 2 fennall-e, hap > 10.

Megvizsgaljuk, hogy a pozitiv gyok a,

p > 10 esetén 89 + 8p > 89 + 80 = 169, igy a, > ——=2.
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Tehat ha p > 10, akkor van az (x) egyenletnek valos megoldasa, azaz p > 10 esetén van olyan x
valos szam, amelyre az adott kifejezések egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjai.

1. Megoldas
A szamtani sorozat harom szomszédos tagja koziil a kozépso, a két szomszédos tag szamtani kdzepe:

(3 +327)+ (9 +979)
2

p=
Keressiik azokat a p valds szamokat, amelyekre a

2p = 32t¥ 4 327X 4 9X 4 97X
egyenletnek van (valds) megoldasa.

Ez a probléma egyenértékii a 32* + 327 + 9% + 97 kifejezés értékkészletének vizsgalataval.

3432 =9(3*+37%), (B*+37)?=9+97F+2 w
miatt 2p = (3¥4+3)249(3¥+37%) -2 »
Legyena = 3* + 37*. Mivel 3* > 0,ezért3* + 37 > 2,a > 2. »

Az fi[2;+o[ >R f(a)=a?+9a—2 fliggvény
értékkészletét keressiik.

Az f(a)=a*+9a~-2=(a+45)*~2025-2 S S
= (a+45)*—2225

folytonos fiiggvény a [2; +oo[ intervallumon szigortian monoton
no, igy

f(a) = f(2) = 6,52 — 22,25 = 42,25 — 22,25 = 20,

-20

valamint tetsz6leges nagy értéket felvesz.
Tehat a fuggvény értékkészlete [20; +oo[ azaz p = 10.

p = 10 esetén van olyan x valds szam, amelyre az adott kifejezések egy szamtani sorozat harom
szomszédos tagjai.

27. Hatarozza meg a kovetkezo fliggvény értékkészletét!
fiR—R; f(x)=3sin’x — 4sinx - cosx + 5cos®x

Megoldas:

Az értékkészlet vizsgalatat paraméteres egyenlet megoldéasara vezetjiik vissza. Felhasznaljuk hogy
egy f fuggvény értékkészlete azon p valds szamok halmaza, amelyekre az f(x) = p egyenletnek
van megoldasa.

Oldjuk meg a 3sin?x — 4sinx - cosx + 5cos?x = p paraméteres egyenletet.
A sin?x + cos?x = 1 azonossagot alkalmazzuk:
3sin?x — 4sinx - cosx + 5cos?x = p - sin®x + p * cos?x.

0-ra rendezziik: (3 — p) * sin?x — 4sinx - cosx + (5 — p) - cos?x = 0.
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p = 3 esetén 2cosx(—2sinx + cosx) = 0. Ennek az egyenletnek végtelen sok megoldasa van, pl.: a
cosx = 0 egyenlet gyokei. Ezért a 3 eleme a fiiggvény értékkészletének.

Ha p # 3, akkor a cosx = 0 egyenlet gyokei nem megoldasok (hiszen akkor ezek egyben a sinx =
0 egyenletnek is gyokei lennének). Mivel a cosx = 0 egyenlet gyokei nem megoldasai az
egyenletnek, ezért cos?x-szel osztaskor nem vesztiink gyokot.

B-p)-tg’x—4-tgx+(5-p)=0

Tekintettel, hogy p # 3, egyenletiink tgx —re masodfoku. Ennek akkor van valés megoldasa, ha az
egyenlet diszkrimindnsa nem negativ. (Ha tgx-re van megolddsa, akkor mivel a fiiggvény
értékkészlete a valos szamok halmaza, ezért az eredeti egyenletnek is van megoldasa.)

16—43B-p)-(5—-p) =0
16—4(3—p)-(5—p) =16 —60+ 32p — 4p? = 4(—p? + 8p — 11)
Tehat megoldandé: —p? +8p—11=>0

A —p? +8p — 11 = 0 egyenlet gydkei:

=4+~

—8i\/64—44< +V5
P12 =

' = =415

Az egyenlotlenség megoldasa:
4 —\5<p<4++/5, feltéve p # 3
Osszegezve: a fiiggvény értékkészlete [4 —5;4 + \/§]

28. Ertelmezziik a valés szamok halmazan az f fiiggvényt az f(x) = x3 + kx? + 9x képlettel!
(A k paraméter valos szamot jelol.)

Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x = 1 lokalis széls6érték-helye a fiiggvénynek?

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x = 1 a fliggvénynek lokalis maximumhelye, vagy
lokalis minimumhelye!

Igazolja, hogy k ezen értéke esetén a fliggvénynek van masik lokalis széls6érték-helye!
Emelt szintii érettségi 2008. mdjus 6.

Megoldas:

A valoés szamok halmazan értelmezett differencialhato fliggvénynek ott lehet széls6értékhelye, ahol
a derivéltja 0. f'(x) = 3x2 + 2kx + 9. A feltétel szerint f'(1) = 0.

34+2k+9=0,hak =—6.
Ha k = —6, akkor f'(x) = 3x%2 — 12x + 9.
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29.

3x2—12x+ 9 =3(x — 3)(x — 1), ezért f'(x) = 0, hax = 1 vagy
ha x = 3. f'(x) masodfoku fiiggvény x = 1 helyen +/— jelvalto,
x = 3 helyen —/+ jelvalto.

Ezért a fiiggvénynek x = 1 lokalis maximumhelye, x = 3 pedig
lokdlis minimumhelye.

Megjegyzés: -1 0 2 4 5

A szélsdértékhely tipusat a méasodik derivalt eléjel-vizsgalataval is
megallapithatjuk: f" (x) = 6x — 12.

f'"(1)=—-6<0 illetve f""(3)=+6>0, ezért az 1 lokalis
maximum-, a 3 pedig lokalis minimumbhely.

Hatdrozza meg az f:R - R;f(x) =x3 +ax? + bx +c fiiggvényben az a,b és c¢ valds
paraméterek értékét, ha a fiiggvényrdl tudjuk a kovetkezoket:

O fO=fED+4

(2) f'(3) =10 (f az f derivaltfiiggvénye);

3) [ f(x)dx = -8.

Emelt szintii érettségi 2014. mdjus 7.

Megoldas:
(1) szerint f=f-1)+4
l1+a+b+c=-14+a—-b+c+4
ebbdl b = 1.
(2) szerint f'(x)=3x?>+2ax+b

F'(3)=27+6a+1=10

innena = —3.
2

4 2
(3) szerint foz(x3—3x2+1x+c)dx=[x:—x3+x7+cx] =4—-8+4+24+2c—0=2c-2
0

2c—2 = -8, azaz c = —3.

30. Az a valos paraméterrel adott az alabbi egyenlet, jeldlje az egyenlet valos gyokeit x; €s x,:

2x>—=3(a+2)x+9a+1=0.

a) Hatarozzuk meg a értékét Gigy, hogy az x,2 + x,? kifejezés értéke minimalis legyen.
b) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan valos a érték, amely esetén x; €s x, is egész szam.

€) Keressiik meg az a paraméter olyan egész értékeit, melyek esetén az egyenletnek egyik
gyoke egész.
OKTV 2006/2007, II. kategoria, I. fordulo
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Megoldas:

a)

b)

A gyokok négyzetének dsszege kifejezhetd a gyokok Osszege és szorzata segitségével. Ezekhez
alkalmazzuk a Viéte formulakat:

3a+6)2 ,9a+1 _9a’+36a+36—36a—4

x12+ x22=(x1+x2)2—2x1'x2=( 2 2 4
2 2 1 2
X7+ x° = Z(9a + 32).

A gyokok négyzetének dsszege minimadlis, ha a = 0.

a = 0 esetén az egyenlet: 2x? — 6x + 1 = 0. Ennek gyokei (valosak):

3447
6 + 28 2
X1,2 = T(
_3-v7
2
ezek négyzetének Osszege: 18114 = 8.

Ha x, és x, is egész szam, akkor ezek Osszege és szorzata is egész, tehat

3a+6 , 9a+1

5 és > egészek.

Az els6 tort pontosan akkor egész, ha a paros, a masodik akkor, ha a paratlan egész szam. Ezek
egymast kizaro feltételek, ezért nincs olyan a valos szam, amelyre mindkét gyok egész szam
lenne.

l. megoldas:

Legyen a egész szam és az egyenlet egyik gyoke egész. Jel6ljiik ezt a gyokot x,-lal.
2x02—3(a+2)xg+9a+1=0
2x0% —3axyg — 6xy+9a+1=0

Atrendezziik az egyenletet: 2x,(xy — 3) — 3a(x, — 3) + 1 = 0, majd az els6 két tagot szorzatta
alakitjuk:

(2xg —3a)(xg—3)+1=0. (%)

Ennek az egyenletnek x, = 3 nem megoldasa, mert 1 # 0. Ezért nem vesztiink gyokot, ha
(xo — 3)-mal osztunk.

2xg — 3a + =0 = 3a=2xy +

Xg — Xo— 3
Mivel a és x, egész, ezért —— 1s egész szam. Ez csak gy lehet, ha xy —3 = 1 vagy ha xy —
o

3=—1. Az els6 esetben xo =4, a =3, a masodikban x, = 2 és a = 1. Ezek a feladat
megoldasai.
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Megjegyzés:

A () atrendezésével kapott (2x, — 3a)(xy — 3) = —1 egyenlet baloldalan all6 két tényezd, a
feltételek szerint, egész szam. A szorzat csak ugy lehet —1-gyel egyenld, ha tényezdk egyike 1
amasik —1. A két eset vizsgalatabol a fenti megolddsok adodnak.

I1. megoldas:
Ha a 2x2—3(a+2)x+9a+1=0 egyenlet egyik gydke és a egész szam, akkor a
diszkriminans biztosan egy egész szam négyzete: D = 9a? — 36a + 28 = e? (Feltehetjiik: e >
0.)
(3a—6)2 —8=¢?
fgy (3a — 6)% — e? = 8. Mindkét oldalt két tényezds szorzatta alakitjuk:
(Ba—6—-€e)3a—6+e)=1-8=2-4=-8-(-1)=—-4-(-2)
3a—6—e=1} 3a—6—e=2} 3a—6—e=—8} 3a—6—e=—4}

3a—6+e=8 3a—6+e=4 3a—6+e=-1 3a—6+e=-2
6a—12=9 | 6a—12=6 | 6a—12=-9 6a—12=-6
a nem egész a=3 e=1 a nem egész a=1e=1

a = 3 esetén az egyenlet 2x? — 15x + 28 = 0 és gyokei: 3,5 és 4,
a = 1 esetén az egyenlet 2x? — 9x + 10 = 0 és gyokei: 2 és 2,5.

Mindkét esetben az egyenlet egyik gyoke egész szam.
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