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Feladatok a kombinatorikus geometriabdl

Bevezetés

A kombinatorikus geometria a matematikanak egy olyan csodalatos teriilete, ahol nevének
megfeleléen két teriilet talalkozik. Kombinatorikus modszerek, leszamolasok, skatulya-elv, diszkrét
matematikai eljarasok, szinezések alkalmazhatok sikbeli pontrendszerekre, alakzatokra. A sik
illeszkedési szabalyai, szimmetriai, a sokszogek vagy mas sikidomok tulajdonsagai uj megkozelitésbe
keriilnek, ezaltal jobban, mélyebben megismerhetdvé, megérthetdvé valnak a problémamegoldas soran.
A témakor roppant gazdag.

A matematikdnak ez az aga az iskolai oktatasban igen kis szerepet kap. Pedig gyonyort
problémak teszik nevezetess¢! Erdds Pal emlékezetes eldadasain rendre eldkeriilt egy-egy. Egyszert,
vagy annak tin6 allitasok ejtik rabul az embert. Ezek megértése akar egy altalanos iskolasnak sem
nehéz. 1dézziink fel két ilyen problémat.

Adott a sikon n pont, amelyek nincsenek mind egy egyenesen. Ekkor van olyan egyenes, amelyen
pontosan ket pont van koziiliik. (Sylvester probléma) Maga az allitds egy kisgyerek szamara is
megérthetd, bizonyitani mar nehezebb. Manapsag is vannak aktiv kutatok, tudés matematikusok, akik
ezen probléma részleteit, tovabbi kérdéseit boncoljak, vizsgaljak. A problémdban szerepld kétponth
egyeneseket Gallai Tibor emlékére -aki nagyszer(i bizonyitast talalt- Gallai egyeneseknek nevezik.

Adott a sikon ot pont, semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Kivdlaszthato koziiliik négy,
amelyek egy konvex négyszoget alkotnak. Ezt a feladatot Klein Eszter inditotta el vilagkoriili utjara.
Megoldasa nem nehéz. Az altalanositdsa viszont ma is megoldatlan probléma. Az a sejtés, hogy

2"% +1 altalanos helyzetii (semelyik harom nincs egy egyenesen) pont kdzott van n, melyek konvex n
oldali sokszoget alkotnak. Ehhez a témahoz kapcsolddik Erdés és Szekeres nevezetes tétele, amelyet
,Happy End” problémaként emlegetnek, hiszen Klein Eszter lett Szekeres felesége.

Az aldbbiakban nem fogunk szerkeszteni, de fogunk rajzokat késziteni, geometriai
konstrukcidkat adni. Nem fogunk tavolsdgokat €s szogeket mérni, viszont nagy figyelmet szenteliink az
illeszkedési viszonyoknak. A kombinatorikaval vald szoros kapcsolatot mutatjdk a leszamolasi
feladatok. Lesz olyan téma, amelyben grafokra is sziikségiink lesz.

Nem torekedtiink teljességre, inkabb a soksziniiségre. Reméljiik ez az anyag kedvet ébreszt
majd a kombinatorikus geometria iskolai feldolgozasara, akar tandran, akar szakkor keretében. Az
Osszeallitasban hét feladatszalat mutatunk be. Az elsé négy egészen egyszerii, konnyen megérthetd
problémabdl indul, majd megmutat lehetséges folytatasokat, elagazasokat, egyre nehezedo szinteket. Az
otodik egy pici kutatomunkaba kalauzol. A hatodikban részletesen targyalunk egy tanulsagos feladatot,
amely remek Otvozete a grafoknak és a geometrianak, majd grafok geometriai realizalasaval
foglalkozunk kiilonbozo feltételekkel. A hetedik egy szines valogatas konstrukcios feladatokbol.



l. Felez6 egyenesek

1. Adott 2n pont a sikon. Hogyan talalhato olyan egyenes, amelynek mindkét oldalan n pont van?

Megoldas:

Két gondolatmenetet mutatunk be. Mindkett6 kihasznalja, hogy a pontparok csak véges sok iranyt
hataroznak meg. Az els6 valtozatban tekintsiink egy ezektdl kiilonboz0 iranyt és egy ilyen egyenessel
,,SOporjik" végig a sikot (6nmagaval parhuzamosan toljuk). Erre egyesével keriilnek a pontok. Ha a
pontok konvex burkan kiviilrél indulunk, akkor az egyenes egyik oldalan 0, a masik oldalan 2n pont
van. Az egyenessel soporve atjutunk a konvex burok masik oldalara, akkor mind a 2n pont egyesével
atlép az egyenes egyik oldalarol a masikra, ezért lesz olyan helyzet, amikor mindkét oldalon n-n pont
lesz. (1.1. abra)

(1.1. abra) (1.2. 4bra)

A masodik valtozatban vegyiink a pontok konvex burkan kiviil egy olyan pontot, amely nincs rajta
semelyik két adott pont egyenesén sem. Ezen a ponton at htizzunk egy egyenest és forgassuk a pont
koril. Ezt is tekinthetjiik egy fajta ,,sOprésnek”, ezen ez egyenesen is egyesével 1épnek at a pontok.
(1.2. abra)

Mindkét gondolatmenetbdl latszik, hogy elérheté minden k<2n esetén az is, hogy az egyik oldalon k, a
masik oldalon 2n-k pont legyen.

2. Adott n altalanos helyzetii pont a sikon. Ez alatt azt értjiik, hogy semely harom nincs egy egyenesen.
Igazoljuk, hogy van olyan kor, amelynek belsejében pontosan k pont van. ( k<n)

Megoldas:

Vegyiink egy olyan pontot, ami nincs rajta semelyik két adott pontpar szakaszfelez6 mer6legesén.
Ha e koré rajzolunk kort, azon az adott pontok koziil legfeljebb egy lehet. A kor sugarat valtoztatva
elérhetd a kivant cél.

Masfajta gondolatmenetet is hallottam didkjaimtol: vegyilink egy olyan k kort, aminek a sugara
sokkal-sokkal nagyobb, mint a pontrendszer konvex burka. Példaul ha a konvex burok letakarhato
egy r sugaru korrel, akkor k sugara legyen 10° - r. Ekkor a k kért mozgatva, k-nak a konvex burokba
esO része alig gorbiil, 1ényegében egy szakasznak tekintheté és ezért az 1. feladatbeli gondolat
hasznalhat6 ra. Ebben a gondolatmenetben erésen felhasznaltuk, hogy n, azaz véges sok pontrol szol
a feladat. Ha ugyanis van egy megfelel6 modon osztd egyenes, azt a hozza legk6zelebbi pontokig
tolva igazabol egy vékony savot is kaphatunk, melynek hatdrai az egyenessel parhuzamosak. A
nagyon nagy kdrnél viszont elérhetd, hogy a savon beliil maradjon.



Az elso feladatban kapott egyeneseket nevezziik felezo egyeneseknek. Keressiink olyan hat pontbol
allo ponthalmazt, amit tobbféleképpen is el lehet felezni. Keressiink minél tobb felezo egyenest. (Ha
egy felez6 egyenest egy picit elmozditjuk, de a két oldalan ugyanaz a harom-harom pont van, azt
nem tekintjiik kiillonb6zo esetnek.)

Megoldas:

Ha a hat pont konvex burka egy hatszdg, akkor nyilvan haromféle felez6 egyenes htizhatd. A didkok
altalaban kovetkezd 1épésként egy szabalyos 6tszoget adnak meg a kdzéppontjaval, ez 6tféleképpen
elfelezhetd. Az alabbi abra olyan elrendezést mutat, amelyben hatféle felez6 egyenes van. A hat pont
ugy helyezkedik el, mintha egy haromszog harom csucsat vennénk, majd minden pontot
megismételnénk kicsit beljebb, mintha példdul a sulypontbdl kissé kicsinyitenénk a haromszdget.
Ekkor a haromszog barmely csucsahoz tartozik kétfajta felezo egyenes az abra szerint.

Megjegyezziik, hogy ennél tobb médon nem lehet felezni.

Mutassuk meg, hogy elhelyezhet6 8 pont tigy, hogy 8-nal tobbféle felezd egyenes legyen.

Megoldas:

Induljunk ki az el6z6 feladatra adott megoldasbol és vegyiink hozza tovabbi két pontot, melyek elég
kozel vannak a kiinduldé haromszog S sulypontjahoz. Legyenek ezek P és Q. Legyenek tovabba a
kiindulé haromszog csucsai A, B, C, a kicsinyitetté A’, B’, C’. Ha az AA’ szakasz felezOpontjan és
S-en athalado egyenest a felezopont koriil kicsit elforgatjuk, a fenti megoldashoz hasonlo6 helyzetbe.
Az ilyen tipusit megoldasok koziil kettdt mutat az abra az AA’ szakasz felezOpontjan at. Amennyiben
PQ parhuzamos BC-vel és PQ felezépontja S, akkor kicsi elforgatas esetén az imént bemutatott hat
egyenes felezi a 8 elemil ponthalmazt, rdadasul ezek mindegyike olyan, hogy P és Q kiilonb6z6
oldalra esnek.

Tovabbi harom egyenes megadhatd az eredeti haromszog oldalaival parhuzamosan, ahol a két
oldalon 1év6 ponthalmazok: AA’BB’-CC’PQ; BB’CC’-AA’PQ ¢s CC’AA’-BB’PQ. Ezek kozil a
kozépsot az alabbi abran szaggatott vonal jelzi.




Ve

5.

Legyen S a sik pontjainak egy véges, legalabb kételemii halmaza. Feltessziik, hogy az S halmaz
semelyik harom pontja sincs egy egyenesen. Egy szélmalomnak nevezett folyamat soran kiindulunk
egy L egyenesbdl, amely az S halmaznak pontosan egy P pontjat tartalmazza. Az egyenes a P
forgastengely koriil az 6ramutaté jarasaval megegyez6 iranyban forog addig, amig el0szor nem
talalkozik egy masik, S halmazba tartozo ponttal. Ekkor ez a Q pont lesz az 0j forgastengely, és az
egyenes a Q pont koriil forog tovabb az 6ramutatd jarasaval megegyezo iranyban egészen addig,
mig ujra nem taldlkozik egy S halmazba tartozé ponttal. Ez a folyamat vég nélkiil folytatodik.
Bizonyitsuk be, hogy megvalaszthatjuk a PES pontot és a P-n atmené £ egyenest ugy, hogy az S
halmaz minden pontja végtelen sokszor lesz a szélmalom forgastengelye. IMO 2011. 2. feladat

Megoldas:

Elékészitésként két dolgot gondoljunk meg. (i) El6szor belatjuk, hogy a folyamatban megmarad a
forgd egyenes egyik oldalan 1év6 pontok szama két olyan allapot kdzt, amikor csak egy pont van az
egyenesen. Ez azért igaz, mivel a régi forgastengely a forgd egyenesnek ugyanarra az oldalara kertil,
mint amelyik oldalan az 0j forgastengely volt. Hasonldan igaz az allitas két olyan allapotra, amikor
két pont van az egyenesen.

(ii) Masrészt teljesiil, hogy minden ponton megy at olyan egyenes aminek két oldalan ugyanannyi
pont van. Ehhez vegyiink egy egyenest a ponton at, és tiintessiik ki az egyik oldalat. Legyen a
kitlintetett oldalon k-val tobb pont (feltehetjiik, hogy Kk pozitiv, illetve ha 0, akkor készen vagyunk).
Megforgatjuk az egyenest 180 fokkal ekkor a kitiintetett oldalon k-val kevesebb pont lesz. Mivel
nincs 3 pont egy egyenesen, a két oldalon 1évé pontok kiilonbsége forgatds kozben egyszerre
legfeljebb 1-gyel valtozik. Mivel pozitivbol negativba megy, kdzben valamikor 0 lesz.

Most térjiink ra a feladat megoldasara. Az alabbiakban beldtjuk, hogy paratlan sok pont esetén
tetszbleges kiindulopontbol megfeleld szélmalmot eredményez minden olyan £ egyenes, amelynek
két oldalan ugyanannyi pont van. Ha a pontok szama paros, akkor egy ilyen felez6 egyenest tekintve,
majd azt egészen kicsit elforgatva az elsé talalkozasig, megfeleld -et kapunk.

Az egyenes iranya korbe fog forogni, ekdzben (i) alapjan a két oldalan 1évé pontok szamanak
kiilonbsége végig 0 vagy 1. Egy teljes korbefordulas soran egy tetszdleges P ponton biztosan dtmegy
akkor, amikor éppen olyan iranyt, hogy a P-re illeszked6 ilyen iranyu f egyenesnek ugyanannyi pont
van mindkét oldalan. (Ilyen egyenes (ii) szerint valoban létezik.)

Tegyiik fel ugyanis, hogy az e egyenesiink ilyen iranyl, de nem megy at P-n - ugyanakkor
tartalmazza a halmaz egy Q pontjat. Az f-et nemnulla eltolas viszi e-be, melynek eredményeként
eltavolodik P-t8l, és rékeriil a Q. fgy az e P-t tartalmazé oldalan legalabb kettével tbb pont lenne,
mint a masikon, ami ellentmondas. Ezzel a feladatot megoldottuk. (Dankovics Attila didkolimpikon
megoldasa alapjan.)

Almaspite, avagy osszuk fel a sikot

Nagymama almaspitét siit egy téglalap alaka tepsiben. Egyik iranyban 5, a masik iranyban 8
vagassal téglalap alakl részekre vagja a siiteményt. Pistike a konyhakéssel egy egyenes mentén
végigvaghatja az almaspitét és azokat a szeleteket, amelyikbe belevag, megeheti. Legfeljebb hany
rész juthat igy Pistikének?




Megoldas:

Pistike vagasa a tepsi sz¢élétdl indul, legyen ez az ,,induld szelet”, majd mindig akkor fog 0j részt
kettévagni, ha vagasanak egyenese metszi a nagymama altal vagott egyeneseket. Egyik iranyban 8,
amasikban 5 vagast végzett a nagyi, ez 13 metszéspont, az indulo szelettel egyiitt 6sszesen 14 szeletet
ehet meg a falank kis Pistike. Ha a vagas a téglalap 4tloja mentén halad, akkor valdban elmetszi az
Osszes osztovonalat. Amennyiben az 4tl6 dthalad nagymama osztovonalainak metszéspontjan, akkor
egy picit toljuk el Onmagéaval parhuzamosan. Mivel az osztévonalaknak csak véges sok
metszéspontja van, ezért az atlonak van olyan kicsivel eltolt helyzete, amikor valdban 1étrején mind
a 13 metszéspont.

Erdemes a feladatot késébb Gijra eldvenni. Ekkor nagymama vagasai ne legyenek parhuzamosak a tepsi
szélével, csak az a lényeg, hogy két szemkozti oldal kdzott fussanak. Nagymama felosztasaban furcsa
mozaik keletkezhet, de korabbi gondolatmenetiink most is kifogastalanul miikodik. Ha nem az
almaspitére és a szeletekre koncentralunk, hanem ezeket a metszéspontok segitségével szamoljuk, akkor
konnyen attekinthetdvé valik a feladat. Az alabbi abrak mindkét felosztast szemléltetik.

-
-
-

7. Legfeljebb hany részre osztja a sikot n egyenes?

Megoldas:

Az n=1, 2, 3 esetek még konnyen attekinthet6k. Ekkor a keletkez6 részek szama rendre legfeljebb 2,
4, 7. Jelolje n egyenes esetén a tartomanyok szamat t(n). Akkor kapunk a lehet6 legtobb tartomanyt,
ha az egyenesek kozott nincs parhuzamos €s nincs olyan pont, amelyre harom egyenes illeszkedne.
Egy 1j egyenes behtzasaval a keletkezett metszéspontok szamanal eggyel tobb 0 rész keletkezik,
azaz t(n+1)=t(n)+n+1. Innen kapjuk, hogy t(n)=1+1+2+3+...+n, amibdl

_n(n+1)

+ 1.
2

t(n)

8. Legfeljebb hany részre osztja a sikot 10 kor?

Megoldas:

Probaljuk meg lemasolni az eléz6 feladat gondolatmenetét: Az n=1, 2 esetek még konnyen
attekinthet6k. Ekkor a keletkezé részek szama rendre legfeljebb 2, 4. Jelolje n kor esetén a
tartomanyok szamanak maximumat k(n). Egy 0j kor behtizasaval ugyanannyi 1j rész keletkezik
legfeljebb, mint amennyi a keletkezett metszéspontok szama. Az (n+1). kor minden korabbit
legfeljebb két pontban metszhet, igy k(n+1)=k(n)+2n. Innen kapjuk, hogy k(n) = (n — 1)n+ 2. A
sikot tehat 10 kor legfeljebb 92 részre osztja.




9. Kockacukrokbol épitiink egy 3x4x5-6s téglatestet. Legfeljebb hany kockacukrot dofhet at egy
egyenes?

Megoldas:

Ismét haszndlhatjuk az el6zé harom feladatban latott Gtletet. Az atdofott kockékat az alapjan
szdmoljuk meg, amikor az egyenes metszi a kocka felszinét. Ha egy d6f6 egyenesen elindulunk a
kockan kiviilrél, akkor minden egyes sik metszésekor belépiink egy 0j részbe. A téglatest hataran
belépéskor érkeziink az elsé kicsi kockaba. Beliil iranyonként 2, 3 illetve 4 sikot tudunk metszeni.
Igy az 0j részekbe torténé belépések szama legfeljebb 1+2+3+4, azaz legfeljebb 10 kockat lehet
défni. Ennyi kockacukrot valoban lehet, ha példaul a téglatest testatloja mentén halad az egyenes.

10. Legfeljebb hany részre osztja a teret 10 sik?

Megoldas:

Egy sik a teret két részre osztja, két nem parhuzamos sik pedig négy részre oszt. A tovabbiakban
ismét rekurziora torekediink. Ha meglévo sikjainkhoz hozzavesziink egy 10j S sikot, akkor meglevo
sikjaink metszésvonalai S-sel tartomanyokat alakitanak ki az 0j S sikon. Eddig a megoldasban két
sik esetét tekintettiik at. Ha a meglevo két sikunkhoz hozzavesziink egy harmadikat, akkor azon két
metszésvonalat latunk, melyek az 11j, harmadik sikot a 7. feladatban latottak alapjan az ottani jelolést
hasznalva t(2), azaz négy részre osztja. A térrészek szamat most Ggy hatarozzuk meg, hogy a
meglevok mellé megszamolunk minden olyat, aminek egyik hatara az S-en kialakult tartomanyok
egyike. Jel6lje n sik esetén a részek szamanak maximumat s(n). Az eddigiek alapjan s(1)=2, s(2)=4
és S(3)=4+1(2)=4+4. Ennek megfelelden a rekurziv képletiink s(n+1)=s(n)+t(n). Ebbdl levezethetd,
hogy s(10)=176 és altalanosan megmutathato:

_ nn-1)(n-2)  n(n-1) _(m n n n
sn) = 321 T ogp tntl= (3) + (2) + (1) + (O)
Alaposabban megfigyelve észrevehetjiik, hogy a 7. feladat eredményét is irhatjuk ilyen alakban,
nn+1)

=" ()4 ()4 3)

S6t! Visszalépve egy dimenzidt: egy egyenest npontn + 1 = (rll) + (:)l) részre oszt. Ez a szép

¢szrevétel segithet Nn-dimenzids altalanositdshoz. E helyett probaljuk meg jobban megérteni az
eddigi t(n) fliggvényt.

Megadunk egy olyan gondolatmenetet, ami mas oldalrol kozeliti meg t(n) értékét. Képzeljiik el,
hogy a sikunkon ott van az n egyenes. Hizzunk be most gondolatban egy olyan e egyenest, amely
nem parhuzamos egyik korabbival sem, €s az n egyenes metszéspontjainak konvex burkan kiviil
halad. A szemléletesség kedvéért legyen az e egyenes vizszintes, minden metszéspont pedig felette
van. Ekkor az n pont altal meghatarozott sikrészek k6zott vannak olyanok, amik alulrél korlatosak,

ezek legalso pontja két egyenes metszéspontja, ilyenbdl pedig (121) van. Az alulrél nem korlatos

részek annyian vannak, ahany részre az n egyenes e-t osztja, ez pedig n+ 1 = (111) + (8)

Hasonlo modon kaphatjuk s(n) képletét is.




111. A felosztott sik szinezése

11. Rajzoljunk a sikra n egyenest. A kapott sikrészeket szinezziik ki 2 szinnel ugy, hogy két sikrészt
kiilonb6z6 szinire festiink, ha hatarosak, azaz van kozos hatarold szakaszuk, vagy félegyenesiik.
(Ha hataraik k6z0s része egyetlen pont, akkor nincs elvaras, milyen szintiek legyenek.) Bizonyitsuk
be, hogy ilyen szinezés mindig elvégezhetd!

Megoldas:

Indukcioéval bizonyithatunk 0, illetve 1 egyenes esetén az allitas igaz, igy az indukcio kezdo 1épésével
rendben vagyunk. Ha n egyenesre igaz az allitas és elhelyeziink egy tujat, akkor az két részre, két
félsikra osztja a sikot. Tekintsiik azt a szinezést, amit az indukcids feltevés alapjan n egyenes esetén
készithettiink. Az 01j egyenes altal hatarolt egyik félsikban tartsuk meg ezt a szinezést, a masik
félsikban pedig minden tartomany valtson szint.

12. Rajzoljunk a sikra n kort. A kapott sikrészeket szinezziik ki 2 szinnel ugy, hogy két sikrészt
kiilonboz6 szintire festiink, ha van kozos hatariviik. (ko6z6s hatarpont esetén nem.) Bizonyitsuk be,
hogy ilyen szinezés mindig elvégezhetd!

Megoldas:

Ez a feladat egyenesekkel kozismert, de megoldasa korokkel is ugyanigy mukodik. Indukcioval
bizonyithatunk. 0, illetve 1 kor esetén az allitas igaz. Ha n korre igaz az allitas és elhelyeziink egy uj
kort, akkor annak belsejében minden tartomanynak valtoztassuk meg a szinét.

Ha mar megoldottuk egyenesekkel és korokkel a feladatot, adjuk fel téglalapokkal is! Az az igazsag,
hogy ekkor nem végezhetd el minden esetben a szinezés. Az aldbbi abran szerepld téglalapok
szinezéséhez 3 szin sem elég! A kozépen levo téglalapot 5 masik veszi koriil. Ha a k6zépsé mondjuk
piros, akkor a koriilotte levokhoz pirosat mar nem hasznalhatunk. Szinezziik két szinnel felvaltva a
kozépso koriil levo téglalapokat. El fogunk akadni, hiszen az 5 paratlan, és igy azonos szini
téglalapok talalkoznak, amint korbeériink.

13. Adott a sikon 10 altalanos helyzetli egyenes. (Ez alatt azt értjiikk, hogy nincs koztiik parhuzamos és
minden metszéspontban pontosan két egyenes talalkozik.) Képzeljiik el ezeket, mint egy uthalozatot
¢s a keresztezddésekben mindenhol az egyikre aluljarot, a masikra feliiljarot épitiink. Meg lehet-e
ezt tenni ugy, hogy minden egyenes mentén felvaltva legyenek az alul- illetve feliiljarok?

Megoldas:

Igen, meg lehet igy épiteni az Gthalozatot. Hasznaljuk a 11. feadat eredményét és szinezziik ki a sikot
két szinnel. Haladjunk végig az egyik titon és figyeljiik jobb oldalon a szint. Ha egy keresztez6désnél
feketérol fehérre valt a jobb oldalon levé rész szine, akkor épitsiink feliiljarot, a masik esetben pedig
aluljarot. Ez az egyszeri eljaras konnyen ellendrizhetd. Ugyanazon az egyenesen barmely iranybol
érkeziink ugyanolyan tipust keresztezodést definial az eljards. A keresztezodésbe futd masik egyenes

8



pedig éppen az ellenkezo tipust adja. Mivel a szinezés mindig megtehetd, ezért az Gthaldzat is ennek
megfeleléen megtervezheto.

(" 14. Adott a sikon n>2 szakasz ugy, hogy barmely két szakasz keresztezi egymast, és semelyik harom )

szakasznak sincsen k6z0s pontja. Jeromosnak ki kell valasztania mindegyik szakasznak az egyik
végpontjat, €s oda egy-egy békat elhelyezni ugy, hogy a béka a szakasz masik végpontja felé nézzen.
Ezutan Jeromos (n-1)-szer fog tapsolni. Mindegyik tapsolasra minden béka azonnal a szakaszon
talalhatd kovetkezé metszéspontra ugrik. A békak az ugrasiranyukat soha nem valtoztatjak meg.
Jeromos ugy szeretné elhelyezni a békéakat, hogy soha ne legyen két béka azonos idében azonos
metszésponton. (a) Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt mindig meg tudja tenni, ha n paratlan. (b)
Bizonyitsuk be, hogy Jeromos ezt soha nem tudja megtenni, ha n péros. IMO 2016. 6. feladat

Megoldas:

Az (a) részre mutatunk egy olyan megoldast, ami az el6z6 feladatokra épiil. Ha n paratlan, akkor a
szakaszok metszéspontjaihoz rendeljiink az el6z6 feladatnak megfelelen alul- és feliiljarokat. Mivel
a szakaszok szama paratlan, ezért minden szakasz mentén paros sok metszéspont van, ezeken
felvaltva az alul- és feliiljarok, ezért a szakasz egyik végéhez legkozelebb aluljaré van, a masik
végéhez legkdzelebb pedig feliiljaro. Ultessiink minden békat a feliiljarohoz kdzelebbi végpontba.
Minden tapsolasnal minden béka ugyanolyan tipusu atjarohoz érkezik, igy nem talalkozhatnak
metszéspontnal.

A (b) rész Gaspar Attila diakolimpikon megoldasa alapjan a kovetkezd. Rajzoljunk egy olyan nagy
kort, ami az Osszes szakaszt tartalmazza a belsejében. Hosszabbitsuk meg az 0sszes szakaszt ugy,
hogy a végpontjaik a korre keriiljenek. Két szakasz legfeljebb egy pontban metszheti egymast, ezért
nem jon létre 0j metszéspont, tehat a hosszabbitds semmit nem befolydsol. Nevezzik a
szakaszvégpontokat belépési és kilépési pontoknak attol fiiggden, hogy indul-e beldle béka, vagy
nem. Nyilvanvald, hogy n db belépési és n db kilépési pont van.

Tegyliik fel, hogy a koron van két szomszédos belépési pont A és B a bel6liik induld szakaszok
metszéspontja C. Jelolje az ABC haromszoget az abra szerint X. Lathato, hogy mindegyik szakasz
(az X-et hatarol6 szakaszokat kivéve) 0 vagy 2 pontban metszi az X hatarvonalat, mert az X konvex.
Az AB-t egyik sem metszi, mivel ezek szomszédos belépési pontok. Ezért mindegyik az AC és BC
szakaszt fogja metszeni. A két X-et hatarold szakaszon igy ugyanannyi metszéspont lesz, ez legyen
y (4brankon y=3). Mivel y<n-2, ezért y+1 ugras utan a két béka sszeiitkozik. Ez ellentmondas, tehat
nem lehet két szomszédos belépési pont.

Ha a békak n-1 helyett n-szer ugranak, akkor a kilépési pontokba érkeznek. Ilyenkor nem trténhet
iitkdzés, ezért ez nem modositja a feladatot. Nyilvanvalo, hogy ha a békak nem {itkoztek, akkor a
kilépési pontokbdl indulva sem {itkdoznének, ekkor a lépéssorozat visszafelé jatszodna le. Ebbol
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kovetkezik, hogy nem lehet két szomszédos kilépési pont. Igy a koron 1évé pontok felvaltva kilépési
¢s belépési pontok.

Most vizsgaljuk meg, mi a helyzet ha a szakaszok szama paros. Tegyiik fel, Jeromosnak sikertilt
elhelyezni a békakat. EQy szakasz egyik oldalan n-1 végpont van. Ez paratlan, ezért a szakasz két
végpontja ugyanolyan tipust, ami ellentmondas.

V. Pontrendszerek szimmetriai

15. Van-e olyan véges ponthalmaz, amelynek tetszéleges pontjat elhagyva, a maradék rész tengelyesen
szimmetrikus, de az egész ponthalmaz nem tengelyesen szimmetrikus?

Megoldas:

Van ilyen ponthalmaz. Egy egyenl6 szaru haromszog csucsai, melynek szogei 36°, 72°, 72°, tovabba
az egyik alapon fekvo szog szogfelezdjének talppontja.

16. Van-e olyan ponthalmaz, aminek végtelen sok szimmetriatengelye van, de kozéppontosan nem
szimmetrikus?

Megoldas:

Sokféle moédon megadhatunk ilyen ponthalmazt. Ezek koziil lassunk harmat: (i) félsik; (ii) harom
parhuzamos gy, hogy a k6zéps6 nem félaton van, példaul az x=1, x=2 és x=4 egyenesek; (iii) A
szamegyenes minden egész helyére raallitunk egy ugyanakkora tengelyesen szimmetrikus T betiit.
(... TTTT...)

A feladat joval nehezebb valtozata, ha olyan alakzatra vadaszunk, ami az emlitett feltételek mellett
még korlatos is. Egy 1 sugara korre ratekerjiik a szamegyenest és tekintjiik az egészek altal kialakitott
ponthalmazt. Minden pont forgasszoge K radian, ahol k egész. Kiilonb6z6 k és | szamokhoz
kiilonb6z6 pontok tartoznak, hiszen k-l racionalis, tehat nem lehet a kor keriiletének, azaz 2n-nek
egész szamu tobbese (csak, ha k=I). A k6zépponton athalado n/2 radian forgasszogi tengelyek mind
szimmetriatengelyek lesznek, ahol n tetszéleges egész szam.

17. Van-e olyan ponthalmaz, ami végtelen sok pontra kodzéppontosan szimmetrikus, de nincs
szimmetriatengelye?

Megoldas:

Sokféle modon megadhatunk ilyen ponthalmazt. Az el6z6 feladat mintajara a szdmegyenes minden
egész pontja folé tegylink egybevagd centralszimmetrikus, de nem tengelyesen szimmetrikus betiik
koziil valamelyiket. Lehet példaul S, N, Z valamelyike: ....NNNN.... Mas jo példa: egy nem
téglalapokbdl allo paralelogramma racs.
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18. Van-e olyan ponthalmaz, aminek végtelen sok szimmetriatengelye van, végtelen sok pontra
kozéppontosan szimmetrikus, de ezek egyike sincs rajta valamely tengelyen?

Megoldas:

Nehezebbnek tiinik a feladat, de ismerds abra var rank a j6 megoldasok kozott, példaul a szinusz
fiiggvény grafikonja ilyen. Készithetiink mas jelekbdl is mindkét irdnyban végtelen sormintat,
példaul ... AVAVAV. ...

19. A sik minden racspontjat kifestjiik pirosra vagy kékre. Bizonyitsuk be, hogy van a racspontoknak
végtelen, egyszini, centralszimmetrikus részhalmaza. 2011 Surdnyi emlékverseny 1. feladat

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy barmely P pontra nézve az egyszinii centralszimmetrikus részhalmaz csak véges.
Ebbdl kovetkezik, hogy minden P-hez 1étezik egy pozitiv r(P) érték ugy, hogy P koril egy r(P)
sugart kort tekintve, minden azon kiviil elhelyezked6 pontot P-re tiikrozve egy ellentétes szinli
pontba jutunk.

A kiszinezett sikot helyezziik a koordinatarendszerbe és tekintsiink két centrumot, a J-vel jel6lt origot
¢és a K-val jelolt (0.5;0) pontot. Legyen y olyan pozitiv egész, amire y>r(J+1) és y>r(K+1). Ekkor
jeloljiikk To-val az (0;y) pontot, ezt tiikkrozve J-re kapjuk a téle kiilonboz6 szinti T1 pontot, majd ezt
tilkrozve K-ra kapjuk a T1-t61 kiilonb6z6 szinii T2 pontot. Ezek szerint To és T2 azonos sziniiek. A két

tiikkr6zés szorzata egy 2]—K—ml val¢ eltolas.

Az eljarasunkat megismételhetjiik, azaz To-t akarhanyszor eltolhatjuk jobbra egységnyi vektorral és
igy minden Gjabb pont To-lal azonos szinti lesz. Amennyiben To-bol indulva elészor K-ra, majd J-re
tiukroziink, akkor To-t balra tolva kapjuk a T.2, T.s, stb pontokat, melyek szintén mind To-val azonos
szintiek.

25
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Azt kaptuk, hogy ... T, T2, To, T2, Ta, ..., azaz az 6sszes (n;y) koordinataju pont azonos szinil. Ez a
pontrendszer viszont centralszimmetrikus minden (n/2;y) koordinataji pontra ( n egész szam).
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V. Piros és zold pontok

Ebben a részben kiindulunk egy alapfeladatbol és azt probaljuk boncolgatni, minél tovabb vinni. Kézben
lesznek olyan részfeladatok, amelyeket csak emlitiink, lesznek olyanok is, amelyekhez megoldast is
adunk. A gyerckek maguk kérdezhetnek, tanari iranyitassal, némi kis utmutatassal komolyan el6re is
juthatnak. Ez olyan, mint egy miniatlr kutatas, igy éltem at szakkoron, majd késébb matematika
taborban. Lassuk, hogy is tortént mindez, mi volt az emlitett alapfeladat, amit annak idején Reiman
Istvantdl hallottam?

20. Adjunk meg néhany piros és néhany z6ld pontot a sikon tigy, hogy ne legyen olyan egyenes, melyen
csak egy piros és egy zold pont van.

Megoldas:

Ez azt jelenti, hogy tigy kell elhelyezniink a pontokat, hogy ha egy egyenest fektetek egy piros és
egy zOld ponton at, akkor azon minden esetben van még legalabb egy az adott pontok koziil.
Egyszerii! Legyenek a pontok mind egy egyenes mentén és legyen 2-nél tobb pont —mondtak azonnal
a gyerekek. Egészitsiik ki feladatunkat a kdvetkez6 feltétellel:

A pontok nincsenek mind egy egyenesen.

A szakkoros diakok hozzalattak a rajzolgatashoz és hamarosan megszillettek az elsé abrak.
Példainkban a szinek aranya 1:4, 2:4, 3:4, a piros pontot {ires kicsi karika, a z6ld pontot pedig teli
szemlélteti.

Azonnal felvetédik a kérdés: Rajzoljunk 2:5, 4:4, 3:5 eloszlasu eseteket!

A szakkdron az 6nallo probalgatasok, rajzolgatdsok utan elkezdtiik gytijteni a kiilonbozo példakat.
Kisvartatva betelt a tabla, igy felmeriilt, rendet kellene teremteni. Legyen a piros pontok szama p, a
z0ldeké z. Mivel minden abra atfestheté ugy, hogy minden pont masik szinre valt, ezért felteheto,
hogy p<z. Vizsgaljuk p szerint névekvé rendben a lehetdségeket.

A p=1, z=1 parhoz nincs megfelel6 elrendezés. Ezt roviditve igy fogjuk jeldlni a szakkordosok
javaslata nyoman: 1:1 NME. Tovabblépve megallapithatjuk, hogy 1:2 NME szintén, hiszen 1 piros
és két zold pont csak gy adna jo elrendezést, ha mind egy egyenesen lennének, azt viszont most
nem engedjiik meg. A kdvetkez6 harom 1épést feladatként is kitlizhetjiik:

Bizonyitsuk be, hogy 1:3 NME.

Igazoljuk, hogy ha z legaldbb 4, akkor az 1:z parhoz létezik megfeleld elrendezés, azaz 1:z LME.
Hogy tudnank jellemezni ezeket?

Mutassuk meg, hogy 2:2 NME tovabba 2:3 NME.
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Most Kicsit visszatériink a fenti abrakhoz, megmutatjuk, hogy a kdzépsé 2:4 par lényegében az
egyetlen megfelel6 elrendezést mutatja. Tekintsiik ugyanis a két piros pont e egyenesét. Mivel a
pontok nincsenek mind egy egyenesen van olyan zold pont, Z1, amely nincs rajta e-n. Kossiik ssze
ezt a pontot a két piros ponttal. Ezen egyenesek mindegyikén kell lennie tovabbi zdld pontnak, Z; és
Z3. Most mar azonnal adddik a negyedik zdld pont, Z4 egyetlen lehetséges helye.

o

)
)

Didkjaim észrevették, hogy ez, sokféleképpen lerajzolhatd. Mégis ,lényegében” ezek mind
ugyanolyanok. De miért is mondhatjuk ezt?

Nézziik meg abrainkat a zold pontok szemszogébol! Nyugodtan tehetiink piros pontot olyan
egyenesre, amelyen legalabb két zold pont van. A 4 z6ld pontot osszuk két parra. A parok
meghatarozta egyenesek metszéspontjaira keriilhetnek a piros pontok. Az ilyen pontokat a 4 z6ld
pont atlos pontjainak nevezhetjiik. Egy altalanos négyszognek 3 4tlos pontja van, kdzben tehat
6liinkbe pottyant, hogy 3:4 LME. Ezt szemlélteti az alabbi abra. Az atlos pontokat karika jelzi.

O

Mutassuk meg, hogy ha z legalabb 4, akkor 2:z LME.
Igazoljuk, hogy 3:3 NME.
Bizonyitsuk be, hogy ha z legalabb 4, akkor 3:z LME.

Talan ennyi apro 1épéssel sikeriilt elinditani a kutatomunkat. Altalaban a didkok ritkan talalkoznak a
matematikaban ilyen helyzettel. Egyetlen feladattal indultunk, de 4altalanos megoldasa
reménytelennek tiint. Ezért lebontottuk a feladatot és egyszerii eseteit kezdtiik el vizsgalni. Mint
lathatjuk, még csak a munka kezdetén vagyunk. Azokat az eseteket térképeztiik fel, amikor p
legfeljebb 3. Most kovetkeznek a nehezebb feladatok, a 4:4 és a 4:5 eset. Talalhato ilyen elrendezés,
vagy nem?

Az igazi kutatomunkahoz bizony hozzatartozik az eredmények rendszerezése, a nyitva maradt
kérdések szamon tartasa is. Azért szeretem ezt a problémat, mert a didkokat 0sztonzi ezeken a
teriileteken is. Akar szentelhetlink az osztaly falitijsdgjan is egy rovatot a témanak, ahol mindenki
kozolheti 0j eredményeit.
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Nem art, ha a didkok mar az iskoldban taldlkoznak olyan helyzetekkel, ahol 6k maguk
fogalmazhatnak meg kérdéseket és nem csupan a nekik feltett kérdésekre kell valaszolniuk. Nagy
oromomre a feladat kapcsan maguk a szakkorosok jottek eld uj folytatasi lehetdségekkel. Egyikojiik
a kovetkez6t javasolta. Probaljunk meg olyan altalanos konstrukcidt keresni, ami kiilonb6zo p
értékeknél egyarant jo.

Megmutatjuk, hogy ha n legalabb 2, és k legalabb 2n, akkor n:k LME. Vigyazat, ez az allitas
egyszertinek tlinik, de megoldasa mar joval nehezebb! A megoldast megértheti egy kisdiak is, viszont
egy kozépiskolast, vagy egyetemistat is probara tehet a kitaldlasa. Mint a perspektiva tandbodl
ismeretes, ha egy sikra parhuzamos egyeneseket rajzolunk, majd ezeket egy pontbdl levetitjiik egy
sikra, mely az eredetivel nem volt parhuzamos, akkor a parhuzamosok egy ponton athalado
egyenesekké valnak. Meglepddve tapasztaltam, hogy ezt a tényt a gyerekek mar tudjak a rajzorarol.
Ott készitenek perspektiv abrakat, ahol a parhuzamosok mind a horizont vonalan talalkoznak.
(Késobbi tanulmanyaink alapjan azt mondhatjuk, hogy az eredeti sik parhuzamos egyeneseinek
k6zos pontjai az idealis egyenesen vannak, a vetités soran az idealis egyenes képe lesz a perspektiv
abran a horizont vonala.)

Kovetkezzen ennyi bevezetd utan a beigért konstrukcio! Tekintsiink egy szabalyos 2n szoget,
legyenek ennek csticsai zoldek. A sokszog oldalai és atloi n iranyt hataroznak meg. Vetitsiik az
emlitett modon sokszogiinket €s minden iranynak megfeleld pont a horizont vonalon legyen piros.
gy egy megfeleld elrendezést kaptunk az n:2n paroshoz. A piros pontok egyenesére tetszdleges
szamu tovabbi zdld pontot tehetiink.

Abrankon n=6 esetén abrazoltuk a konstrukciot. Egy szabalyos hatszog alapt gulat metsz egy S sik,
amely az alappal nem parhuzamos. A horizont vonala az S siknak a metszete a gtila csucsan atmend,
az alappal parhuzamos sikkal. A szabalyos hatszoget a gula cstcsabol vetitjiik S-re.

Van még valami, amit atélhettek a szakkorosok ennek a kutatomunkanak a soran. Ugy intettiink
blicsut a problémanak, hogy nem sikeriilt minden szalat elvarrni, maradtak megoldatlan kérdések.
Ilyen példaul az a sejtés, hogy ha n legalabb 4, akkor 4:n LME.

A tanulok egyike mas irdnyba mutaté megjegyzést tett: JO lenne, ha sikeriilne néhany pontot
elhelyezni ugy, hogy egyaltalan ne legyen olyan egyenes, melyen csak 2 pont van. Ezek utan barhogy
szinezhetnénk a pontokat; minden egyenesen legalabb harom pont van és két szin 1évén, ezek koziil
legalabb kett6 egyforma szinii. A figyelmes olvaso észreveheti, hogy a bevezetdben éppen ezzel a
feladattal kezdtiink. Ez az iigynevezett Sylvester probléma, tobb mint 100 éves. Sok szép megoldast
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VI.

adtak mar ra. Mindegyik azt mutatja meg, hogy ilyen konstrukeci6 nincs azon kiviil, ha a pontok mind
egy egyenesen vannak.

Zarjuk most ezt a részt egy rokon, de maig megoldatlan problémaval. Ezt egy japan matematikus,
Komei Fukuda vetette fel:

Adott egy egyenes, egyik oldalan n piros, a masik oldalon n z6ld pont. Igaz-e, hogy ha nincsenek
mind egy egyenesen, akkor létezik olyan egyenes, amelyen 1 piros és 1 z6ld pont van?

Grafok a kulisszak mogott és a porondon

Ebben a fejezetben szeretnék olyan feladatokat ismertetni, amelyek szépen 6tvozik a geometriat és a
grafelméletet. A grafok alkalmazasa az indito feladatban rejtett, de ha felhivjuk ra a didkok figyelmét,
megértik, milyen hasznos. Ez a feladat nagyon tanulsagos, ezért részletesebben targyaljuk.

21. Helyezziink el 4 pontot a sikban ugy, hogy a koztiik fellépo tavolsagok csak kétfélék lehessenek.

Megoldas:

Tapasztalatom szerint, ezt a feladatot mar hatodikosoknak is batran feladhatjuk. Viszont
kozépiskolasokat is probara tehetjiik vele, ha elvarjuk, keressék meg az 6sszes megoldast. A feladat
ismertetését kovetéen kisvartatva jelentkeznek a didkok. Altalaban a leghamarabb megtalalt
konstrukciok a kdvetkezok, a négyzet és a szabalyos haromszog a kozéppontjaval:

Miutan megdicsértem a remek rajzokat, johet a kérdés. Van-e még tovabbi megoldas? Ha igen, hany
megoldas van? A didkok keresgélnek, ha valaki talal ujabbat, akkor ezt hangosan kihirdetem, a
nélkiil, hogy felrajzolndnk a tablara. Ezzel is biztathatok a didkok a tovabbi probalkozasokra.
Nagyon ritka, hogy valaki kapasbol megtalalja mindegyik megoldast. Mi ennél tobbre vagyunk.
Szeretnénk megtalalni az 6sszes megoldast és bizonyitani, hogy nincs mas.

Gondoljuk meg eldszor azt, hogy helyezkedhet el a kétfajta vonaltipus. A pontok koziil barmely kettd
kozt vizsgalnunk kell a tavolsagot. Ez tehat olyan, mintha a kdvetkez6 grafelméleti kérdést tennénk
fel el6szor:

Egy négypontu teljes graf éleit hanyféleképpen szinezhetjiik ki két szinnel. Most csak az
egymassal nem izomorf megoldasok érdekesek szamunkra, a graf csucsait nem kiilonboztetjiik meg.
Legyen a két szin piros és zold. Mivel szerepiik felcserélhetd, ezért feltehetjiik, hogy a piros élek
szama nem t6bb a zold élek szamanal. Mivel a 4 pontu teljes grafnak 6 éle van, ezért a piros élek
szama lehet 0, 1, 2, 3. Szépen sorba vessziik ezeket az eseteket.
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(i) Minden ¢l zold. Ekkor egyetlen fajta tavolsag lehet, jelolje ezt t. Legyenek a pontok A, B, C, D.
Ekkor B, C, D mind egy A kozéppontl t sugari gdmbdn helyezkednek el. Ugyanez igaz a tobbi
pontra is. Ezek szerint ABC egy t oldalu szabalyos haromszog, D pedig nem lehet ebben a sikban.
ABCD egy szabalyos tetraéder. A sikban nincs megoldas, a térben van, de ott is csak egy, mégpedig

a szabalyos tetraéder.
(i) A zold élek szama 5 és egyetlen piros ¢l van. Ez a graf egyféleképpen nézhet ki, legyen a piros
¢l két végpontja A és B.

-
______

oe
L
O

Szandékosan rajzoltam a grafba gorbe vonalakat. Itt a szinek fejezik ki a megfelel6 kapcsolatot, a
hozza tartoz6 geometriai abra majd most jon. Nézziik meg, mirdl is beszél nekiink ez az abra! BCD
¢s ACD egy-egy szabalyos haromszog, hiszen koztiik ugyanolyan szint €l fut, tehat a koztiik levo t
tavolsag ugyanakkora. Kicsit masként mondva: a C és D kozépponta t sugarti korok egyik

metszéspontja B, a masik metszéspontja A. Megkaptuk a 3. megoldasunkat, ez egy rombusz, melyet
rovidebb atloja két szabalyos haromszogre vag.

Qe

(iii) A zold élek szama 4, két piros él van. A graf kétféle lehet, a két piros élnek vagy van kdzos
végpontja, vagy nincs.
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Tekintsiik eldszor azt az esetet, amikor a két piros élnek van kdzos végpontja, legyen ez a pont D.
Ekkor ABC egy t oldalu szabalyos haromszog. D rajta van a B kézépponti t sugart koroén tovabba
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AC felezémer6legesén is, hiszen AD ¢és DC ugyanolyan szintiek a grafban, tehat AD és DC
ugyanolyan hosszuak a geometriai elrendezésben. Ezzel mar egyértelmiien meghataroztuk, hogy is
nézhet ki ez az dbra, a felezOmerdleges két helyen metszi a kort, megkaptuk a 4. és 5. megoldast:

A
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A masik eset kdnnyen attekinthetd. Az ABDC kor a grafban 4 azonos szinti €lt tartalmaz, és a masik
két él a piros. Tehat ABDC egy olyan rombusz, amelynek két 4tloja ugyanolyan hosszia. Ez nem mas
mint a négyzet. Ezt az esetet talaltuk meg rogton az elején.

(iv) Az utolsé esethez érkeztiink el. Legyen a z6ld és piros élek szdma egyarant 3. A harom piros
¢lnek Osszesen hat végpontja van. Mivel csak négy csucs van, lesz tehat olyan cstics, amelyb6l
legalabb két piros ¢l indul. Legyen ez A, a bel6le induld két piros él végpontjai B és C. A harmadik
piros ¢él lehet BC, ekkor a piros élek egy harom €1b6l allo kort alkotnak. Lehet DC, vagy DB, ekkor
a piros ¢élek egy harom ¢élbdl all6 utat alkotnak. Végiil lehet DA. Lassuk ezt a harom esetet:
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Az elso és a harmadik graf a mi szempontunkbol nézve ugyanaz, hiszen a szinezést felcserélve a két
graf izomorf. Vizsgaljuk tehat ezt az esetet, az elsé graf betlizését hasznaljuk. ABC egy szabalyos
haromszog. D ugyanolyan tavol van az A, B, C pontok mindegyikétdl, tehat az ABC haromszog koré
irhato kor kozéppontja. Ezt az abrat is mar lattuk a fejezet legelején.

Kovetkezzen a legutobbi abra kozéps6 grafja. Az ehhez tartozd elrendezést taldljak meg
tapasztalatom szerint a legnehezebben a gyerekek. Vegyiik észre, hogy DBC és DBA egybevagd
haromszogek, hiszen DB oldaluk kézos, BC=DA és DC=BA. Ez azt jelenti, hogy DBCA egy
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szimmetrikus trapéz, amelynek két szara és rovidebb alapja egyenld, valamint két atloja és a hosszabb
alap is egyenld. Rajzoljuk meg az abrat, hatarozzuk meg a trapéz szogeit.

Az AD atl6 két végénél bejeldltiink egy-egy valtdszoget, tovabba az egyenld szara ADC haromszog
alapjan fekvé két szoget. Legyen ennek a szognek a nagysaga «, ekkor CDB/=DBA/=2¢,
DAB/=DBA/=DCB/=2a, BCAZ=DAC/=a. Ezek alapjan a trapéz szdgeinek dsszege 10, tehat
atrapéz szdgei 72° és 108°. Ismerds szogek! Persze, hiszen egy szabalyos 6tszog egy részletét latjuk!
Megvan az utolso, a 6. abra is. Ezzel a feladat megoldasat befejeztiik.

22. Adott a sikon n egyenes. frjunk kiilonboz6 egész szamokat a metszéspontjaikra igy, hogy minden
egyenes mentén a szamok szigoru monoton sorrendben legyenek.

Megoldas:

Tekintsiink egy olyan e egyenest, amely nem parhuzamos egyetlen olyan egyenessel sem, amely a
megadott egyenesek metszéspontjai koziil legalabb kettdt tartalmaz. Ezzel az e egyenessel soporjitk
végig a sikot, igy a metszéspontok egyesével keriilnek ra, ebben a sorrendben meg is szamozhatjuk
Oket.

A feladat egy lehetséges altalanositasa, ha egyenesek helyett pszeudoegyeneseket, illetve azok
szakaszait tekintjiilk. Ezek egyszerti gorbék, magukat nem metszik, barmely kettének legfeljebb egy
metszéspontja lehet. Nem érinthetik egymast, mint a korok, hanem kdzos pont esetén elmetszik egymast,
mint az egyenesek. Az elsé matematikus F. W. Levi, aki a pszeudoegyenesekkel foglalkozott
publikacioiban. Definicid: Tekintsiik egy pszeudoegyenes két pontjat, a pszeudoegyenes ezek kozé esd
zart részét nevezziik pszeudoszakasznak.

23. Adott a sikon n pszeudoszakasz. Megszamozhatok-e a metszéspontjaik kiillonb6zo pozitiv
egészekkel tigy, hogy a szdmozas mindegyik mentén szigortian monoton legyen?

Megoldas:

Abrank pszeudoszakaszok egy olyan elrendezését mutatja, ahol a szamozis nem végezhetd el.
Tegyiik fel, sikeriilt a szdmozas, ekkor minden pszeudoszakaszra tehetiink egy nyilat a ndvekedés
iranyanak megfeleléen. Megmutatjuk, hogy a nyilak barmely iranyitasa esetén az abraban kialakul
iranyitott kor, amely a szamozast lehetetlenné teszi.
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Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetd, hogy a mentén a nyil balrél jobbra mutat. Ha b fentrél lefele
mutat, akkor vizsgaljuk c, d, e-t, kiilonben a maradék harmat. Ez a két eset szimmetrikus, ezért
elegendd az els6t megnézni.

Amennyiben a c, d, e barmelyike az abratdl eltérd iranyba mutatna, akkor a-val és b-vel iranyitott
kort alkotna. Mas szavakkal: ha el akarjuk keriilni az iranyitott kort, akkor a és b iranya meghatarozza
C, d, e iranyat. Viszont ez utobbi harom pszeudoszakasz, tehat ¢, d és e altal meghatarozott haromszog
éppen egy iranyitott kort ad.

Abrank mutatja, hogy a pszeudoszakaszok masként viselkednek, mint az egyenesek. Felmeriil a
kérdés, lehet-e 8-nal kevesebb pszeudoszakasszal ilyen elrendezést talalni. Az aladbbi abran
bemutatok egy elrendezést, melyen 5 pszeudoszakasz van és nem szamozhato.

Rogzitsiik a iranyat fentrdl lefele. Az elsd esetben b balrdl jobbra mutat. a és b meghatarozza ¢ és d
iranyat. Ekkor b, ¢ és d iranyitott kort ad. A masodik esetben minden szakaszt kis vesszdvel
egészitsiink ki. b’ jobbrdl balra mutat. a’ és b’ meghatarozza e’ iranyat. a’ és e’ meghatarozza ¢’ és
d’ iranyat. De igy c’, d’ és e iranyitott kort ad.

Négy pszeudoszakasz tetszoleges elrendezése esetén a nyilak elhelyezhetdk anélkiil, hogy iranyitott kort
kapnank. Ennek bizonyitdsa nem olyan érdekes, mint a meglepd eredmény, hogy 5-re van
szamozhatatlan abra.
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24. Rajzoljunk olyan grafot, amelyben barmely két ¢lnek pontosan egy kdzds pontja van. Az ilyen
grafokat nevezziik , kétés’-nek. (Elek metszésénél a pszeudoszakaszokhoz hasonlé az elvarasunk.)

Megoldas:

Sokféle mdédon megadhatunk ilyen grafot. Példaul egy haromszdg, vagy egy csucsbol indulo élek:

AN/

Harmadik konstrukcionk legyen egy konvex n-szog, cstcsai Po, P1, ..., Pn1. kossiink 6ssze minden
csucsot Po-lal, valamint ehhez hozzavehetjik még a P1Pn.1 élt. JO példa még tetszéleges paratlan k
esetén a K oldalu csillagsokszog. Az alabbi abran n=k=7-re lathatjuk ezt a két kotést:

Példainkban a graf élei szakaszok voltak. Az ilyen grafokat geometriai grafoknak is szoktak nevezni.
Erdés Pal vette észre, hogy egy n cstcst geometriai grafnak legfeljebb n éle lehet. Ez bizonyitott tétel.
Ha az ¢éleket pszeudoszakaszoknak tekintjiik, akkor John H. Conway sejtése szerint egy n ponta kotésnek
legfeljebb n éle lehet. (Conwey’s thrackle conjecture.) Conway 1000 dollart ajanlott fel a bizonyitasért,
€z a mai napig nem sziiletett meg, igy az allitds megmaradt sejtésnek. Ennek egy kicsi, de érdekes
részletébe kalauzol az alabbi feladat.

25. Rajzoljunk olyan 6 pontu grafot, ami kor és kotés egyszerre.

Megoldas:

Ezt a feladatot tobbszor feladtam mar didkjaimnak. Mivel a rajzot nem konnyii elkésziteni, tobben
azt gondoltak, nem is lehet. Az alabbi példa egy szép elrendezést mutat:
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VI1I. Konstrukciok

26. Hogy helyezkedhet el 7 kiilonb6z6 pont a sikon, ha 9 egyenest hataroznak meg?

Megoldas:

Legyen a hét pont az ABC haromsz6g csucsai, oldalfelezd pontjai és sulypontja. A kilenc egyenes
koziil harom az ABC oldalegyenesei (abrankon folyamatos vonal), harom a sulyvonalai (abrankon
szaggatott vonal), harom pedig a k6zépvonalai (dbrankon pontozott vonal).

27. Vegylink fel 7 kiilonb6z6 pontot a sikon gy, hogy ha azokat paronként dsszekotjiik, akkor 6sszesen
14 kiilonb6z6 egyenest kapjunk!

Megoldas:

Ha nincs harom pont egy egyenes mentén, akkor 21 egyenes lenne. Ha 3 pont egy egyenesre Keriil,
akkor az eddig szamolt 3 egyenes helyett, csak 1-et hataroznak meg. igy tehat 2-vel csokkentheté az
egyenesek szama. Ha 3 helyett pont keriil egy egyenesre, akkor azok 6 helyett egy egyenest adnak,
igy 5-tel csokkent az egyenesek szama. Egy ilyen 2-es és 5-6s csokkentéssel tehat célhoz is értiink.
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28. Helyezziink el min¢l tobb pontot a sikon ugy, hogy koziiliik barmelyik harom egyenld szara
haromszdget alkosson.

Megoldas:

Hat pontot el lehet igy helyezni: egy szabalyos 6tszog és a kozéppontja.

29. Rajzoljunk 6nmagat metsz6 zart torottvonalat, melynek minden szakaszat pontosan egy masik
szakasz metszi. Legalabb hany szakaszbol all a térottvonal? Lehet-e a szakaszok szama 77

Megoldas:

Minden szakasznak van egy 6t metsz0 parja, ezért a szakaszok szama paros. 4 szakasz még nem elég,
6 szakasz esetén jo megolddst mutat az alabbi abra.

Erdemes megkérdezni a diakoktél: Mit kérdezhetiink ez utan? Ha felmeriil a kérdés, be lehet
bizonyitani, hogy talalhaté konstrukcié minden 6-nal nagyobb paros szamra.

30. Adjunk meg 4 piros és 4 zold pontot a sikon ugy, hogy barmely harom egyszinii pont a masik szin
valamely pontjaval egylitt paralelogrammat alkosson.

Megoldas:

A feladatot feladhatjuk térben is. A sikbeli megoldas a térbelinek egy vetiileteként is felfoghato.
Példaul j6 megoldas egy kocka csucsainak megfelelé szinezése az alabbi abra szerint (a piros
pontokat karika jeloli):
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31. Adjunk meg két egybevago hétszoget, melyeknek csucsai azonosak, de egyetlen oldaluk sem koz0os.
A hétszogek lehetnek konkavak, de onmagukat ne messék.

Megoldas:

Erre tobbféle konstrukci6 is adhaté. Erdemes abboél kiindulni, milyen egybevagosagi transzformécio
van a két hétszog kozott. Egy példat mutat az alabbi abra.
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Meglepd, hogy 3 hétszog is készithet6 ugy, hogy ugyanazon 7 pont adja a csucsaikat, de paronként nincs
kozos oldaluk! Ennek lerajzolasa mar kicsit nehezebb feladat. Az alabbi abra ilyen hétszoget mutat. Egy
nagyobb és egy kisebb szabalyos haromszog csucsait vettiik tigy, hogy kozos legyen a stulypontjuk, ez
lesz a hetedik pont. A hétszoget +120°-kal elforgatva a pontok helyzete invarians, az élek pedig
tetszoleges két hétszog esetén diszjunktak.

Az elrendezés érdekessége, hogy a hét pont kdzott Gsszesen (Z) = 21 = 3 - 7 szakasz huazhato, igy

minden szakaszt pontosan egyszer hasznaltunk fel.
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