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Hasonlosag és alkalmazasai

. Bevezetés

A hasonlosag a klasszikus geometria egyik fejezete, tankonyvek és feladatgyiijtemények
torzsanyaganak része. Ebben az 6sszeallitasban azok szamara szeretnénk segitséget nyujtani, akik:

- atankdnyvek altal lefedett anyagban keresik a hangstlyos részeket;
- feladatgyiijtemények béséges kinalatabol szeretnének latni egymasra épiilo feladatsorokat;

- a tehetséggondozas, szakkorok anyagainak lehetséges bdovitésén, kiegészitésén
munkalkodnak;

- kivancsiak nehezebb feladatok megoldasara, elemi hasonldsagi észrevételek segitségével.

A feldolgozas soran torekedni fogunk a fokozatossagra, azaz mindenhol szerepelni fognak
bevezetd, konnyebb feladatok. Ezeket a tapasztaltabb, rutinos tanarok régi ismerdsként iidvozolhetik,
szamukra megerésitést jelenthetnek: ,,igen, én is ezeket viszem be az 6rdimra”, élményt adva. Igyekezni
fogunk ezekre épitve tovabblépni a tananyagon tilmutatd, kiegészité teriiletek felé és eljutni nehezebb
feladatokhoz is. Remélem ilyen mdédon hasznos lesz az 9sszeallitas a tanari palyaiv kiillonbozo fazisainal
tarto kollegdk, illetve az érdekl6do egyéb Olvasok szamara is.

I1. Fogalmak, tételek, szintek

A hasonlosag témakorét attekintve ebben az Gsszeallitasban négy szintre osztjuk az anyagot.

Az elsé szint a hozott tudas atismétlése, a sziikséges alapismeretek megszilarditasa, a biztos alapok
szintje. Itt szerepel:

a) akozéppontos hasonldsagi transzformacio;
b) aharomszdgek hasonlosaganak alapesetei;
C) a parhuzamos szeldk tétele.

A kozéppontos hasonlosaggal, a kicsinyités-nagyitas jelenségével (akar szemléletes modon) mindenki
talalkozik, a fizikai kornyezetbdl szerzett tapasztalatokkal — rendelkezik. A téma bevezetését a
tanteremben mindig rajzolgatassal, szerkesztéssel kezdem: A négyzetracsos fiizetbe rajzolt betliket egy
adott pontbol nagyitsuk haromszorosra, V2-szeresre, 's-Szeresre, -3/2-szeresre. A gondosan
megvalasztott konkrét példak segitségével erdsitjilk azt, hogy minden 0-t6l kiilonb6z6 valds szamra
elvégezhetd a transzformacio.

A haromszogek hasonlosagéanak alapeseteit attekintve épithetiink a mar korabban tanult egybevagosagi
alapesetekre. A bizonyitdsok egyik lehetséges ttja, hogy a haromszdgek hasonldsagi alapeseteire
hivatkozunk kés6bb a tételek bizonyitasanal.

A parhuzamos szeldk tétele alapvetd fontossagl. Hajos Gyorgy: Bevezetés az elemi geometriaba cimii
konyvében ez a hasonlosdg témakor elsé (és alapvetd) tétele. A kozépiskolas korosztalybol
tapasztalatom szerint a tételbizonyitasa soran elég kevesen fogékonyak arra, hogy végigjarjak az arany
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egész-racionalis-irracionalis eseteire vonatkozd gondolatmeneteket, e helyett szemléletesen egybdl
hivatkoznak a haromszogek hasonlosaganak alapeseteire, vagy teriiletszamitasos megfontolasokra.

A kozépszintli érettségihez és a feladatgylijtemények bevezet6 feladataihoz ez a szint jelenti az alapot.
A feladatanyagban késobb latunk majd olyat, ami ehhez a szinthez illeszkedik, mégis nehezebb.

A masodik csoportba olyan tételeket valogattam, amelyek még mindig nem lépnek jelent6sen elére,
alaporas csoporttal is kényelmesen attekinthetok:
d) szogfelezo tétel;
e) parhuzamos szeldszakaszok tétele;
f) magassag és befogo tétel.
A szbgfelezo tétel bizonyitasanal hivatkozhatunk a parhuzamos szeldk tételére. A tétel alkalmazasaval

szamolos feladatokat végezhetiink, képletet alkothatunk a szogfelez6 hosszara.

A parhuzamos szeldszakaszok tétele az egyik kedvencem, hiszen jo példaja annak, hogy a tétel allitasa
igaz, a megforditasa viszont nem.

A magassag és befogd tétel bizonyitasanal altalaban a haromszogek hasonldsagara hivatkozunk. Ez a
két tétel kiindulopontja lehet a tovabbi hasonlosag segitségével elérheté eredményeknek: hasonlo
haromszdgeket talalunk — megfeleld aranyparokat irunk fel — keresztbe szorozva kapjuk a kivant
eredményeket.

A harmadik szint mar inkabb az emelt szintli csoportok anyagahoz tartozik, geometria irant
fogékony, érdeklddo szakkorosokkel is feldolgozhato:

g) Kkiilsé szogfelezd tétel; Apollonius kor;

h) Ceva és Menelaosz tétel;

i) pont korre vonatkozd hatvanya, korok hatvanyvonala,
j) Ptolemaiosz tétel.

A kiils6é szogfelezd tétel nem jelent nagy ugrast a szogfelezd tételhez képest, viszont alapdraba sok
esetben a sziikds idokeretek miatt nem fér be. Innen viszont mar csak egy l1épés az Apollonius kor
bevezetése, ami szerkesztéseknél, mértani helyes feladatoknal, késobb a korsorok bevezetésénél fontos
lehet.

A Ceva és Menelaosz tétel sok feladat megoldasanal segitségiinkre lehet, mindkett6h6z egyszer
hasonlosagot hasznalo levezetéssel juthatunk. Ezen tételek természetes modon kinaljak az osztdviszony
bevezetését. Nagyon gyakori bizonyitasi szituacid, hogy azt kell belatni: harom egyenes egy ponton
megy at, harom pont egy egyenesen van. Az emlitett két tétel jo fegyver lehet az ilyen feladatoknal.

A pont korre vonatkozo hatvanya olyan téma, ahol 0sszeérnek a korabban tanult kdzépponti-keriileti
szogek, a hasonld haromszogek, a koordinata geometria, a szintetikus és az analitikus megkdzelités.
Versenyfeladatoknal gyakran jol hasznalhato eszkoz és természetesen definialja korok hatvanyvonalat.

A Ptolemaiosz tétel bizonyitasa kicsit 6sszetettebb, viszont latvanyos.



A negyedik szinthez osztottam azokat a tudnivalokat, amiket tehetséggondozé programokon,
nagyobb oraszamu csoportokkal, specialis matematika tagozaton, versenyekre késziilé diakokkal
érdemes atvenni:

k) forgatvanytjtasok;
I) Carnot tétel; Menelaosz tétel altalanositasa;
m) Casey tétel.

A forgatvanytijtas nagyon természetesen adodo transzformacio. Rogton az elsd szinten emlitettiik a
hasonl6 haromszégeket. Amennyiben ezek oldalai parhuzamosak, akkor kozéppontosan hasonldéak. Ha
nem, de koriiljarasuk megegyezik, akkor viszont van olyan pont, amely koriil elforgatva, majd nagyitva
egyik a masikba vihetd. A didkok maguk kérdezik: hol van ez a pont, mekkora a sz6g, mekkora az
arany?

A Ceva és a Menelaosz tétel egy-egy lehetséges altalanositasa az 1) pont. Az m) pontban szereplé Casey
tétel pedig a Ptolemaiosz tétel egy tovabbgondolasa. Ezekhez az anyag végén talalunk tovabbi
iranymutatast, szakirodalmi hivatkozast, de jelen Osszeallitdsunkban arra torekedtiink, hogy ne
hasznaljunk semmi tobbet, mint amennyit az els6 szintbdl illetve tovabbgondolasabol megkaphatunk.

I1l1. Feladatok

A Horvay Katalin és Reiman Istvan altal 6sszeallitott Geometria Feladatgyljtemény els6é kotetében a
hasonlosag témakorének els6 feladata az 1097-es, utolso feladata az 1428-as. Ezzel a 232 feladattal nem
lehet 6sszemérni az alabbi valogatast, igy tekintsiik egyfajta szubjektiv mazsolazgatisnak.

1. Az ABC haromszog oldalai AB=5, BC=4, CA=3. Szerkessziink olyan négyzetet, amelynek két csticsa
az AB oldalon van, egy-egy pedig a BC és CA oldalon. Allapitsuk meg a négyzet oldalanak hosszat.

Megoldas:

Szerkessziink az ABC haromszdg AB oldalara kifele egy ABDE négyzetet. Ezt most C-bol
kicsinyitjiik. A kicsinyités soran A képe az AC, B képe a BC egyenesen mozog. D ¢és E képe egyrészt

c rajta van a CD és CE egyeneseken, masrészt AB-n.
N Jeloljiik ezek metszéspontjait K és L betiikkel, innen a
keresett KLMN négyzet mar konnyen megkaphato, AB-
re merGlegeseket allitunk K-ban és L-ben, ezek
kimetszik a négyzet masik két cstcsat az ABC
haromszog C-bél indulo oldalaibol.

Most kovetkezzen a szamolas. C tavolsaga AB-t6l 2,4,
az ABC haromszog der¢kszogl, igy ez a magassag
kényelmesen adodik. C tavolsaga az ED egyenestol
pedig 5+2,4=7.4. igy a kicsinyités aranyat megkaptuk és
ebbdl a négyzet oldala azonnal szdmolhatd
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2. A négyzetracson legyen A, B és 4°, B’ olyan pontok, hogy az AB és 4 B’ parhuzamosak és AB#A4 B’
Megrajzoljuk az ABCD és 4°B’C’D’ négyzeteket, amelyek azonos koriiljarastiak. Igazoljuk, hogy
az AA’, BB’, CC’, DD’ egyenesek egy ponton mennek at.

Megoldas:

Mivel az ABCD ¢és A’B’C’D’ négyzetek hasonldak és raadasul megfelelé oldalaik parhuzamosak
ezért kdzéppontosan hasonloak. A kozéppontos hasonlosag centruman athalad az 6sszes olyan
egyenes, amely egy pontot és a képét koti Ossze. A feladatban szerepld négy egyenes éppen ilyen.
Erdemes megjegyezni, hogy kétféle lehetséges helyzet van.

D' c

Abrankon az els6 esetben a hasonlosag ardnya pozitiv, a mésodik esetben negativ.

B' A

C D

Ezt a feladatot masként is talalhatjuk az didkjainknak. Nem aruljuk el nekik a bizonyitando allitést,
csak arra kérjiik oket, készitsék el a négyzeteket €s kossék 6ssze a megfeleld csucsokat. Ezek utan
kérdezhetjiik, mit tapasztalnak és ennek mi lehet az oka.




3. Adott egy szdg szarai kozott egy P pont. Szerkessziink olyan kort, amely érinti a szOog szarait és
atmegy a P ponton.

Megoldas:

Az elso feladatban latott 6tlettel dolgozhatunk. Legyen a sz0g csucsa S. A keresett kor helyett el6szor
egy masikat rajzolunk, amelyik érinti a sz0g szarait. Ehhez elegendd a szdgfelezén felvenni egy
tetszéleges O pontot, majd O koriil akkora kért rajzolni, amekkora O tavolsiga a szog szaraitol. Ha
ezt a kort S-bol nagyitjuk, akkor tovabbra is érinteni fogja a szarakat. Keressiik meg, a nagyitas soran
a kor melyik pontjanak lehet majd a képe P. Ez rajta kell legyen P-t a hasonlosag kdzéppontjaval,
azaz a sz0g S csticsaval Osszekoté egyenesen. fgy adédik az abrankon bemutatott két lehetéség. Ha
PS a kort Q-ban metszi, akkor QO képe lesz PT, ahol T jeloli a keresett kor kdzéppontjat. Mivel QO
¢és PT parhuzamosak, ezért a P-n 4t QO-val parhuzamosan huzott egyenes kimetszi a szogfelez6bol
a keresett kor T kdzéppontjat.

4. Az ABCD trapézban AB és CD parhuzamosak. Ezekre kifele
szerkesztjik az ABE ¢s CDF szabalyos haromszogeket.
Igazoljuk, hogy EF athalad az atlok metszéspontjan. D

Megoldas:

Az ABE és CDF haromszogek szabalyosak, tehat hasonlok.
Mivel oldalaik parhuzamosak, ezért van olyan kdzéppontos
hasonlosag, amelyik egyiket a masikba viszi. Ennek A
centruma rajta van a megfeleld pontokat Osszekotd
egyeneseken, amik éppen AC, BD és EF.




5. Az ABC haromszog beirt kore a BC, CA, AB oldalakat rendre az As, B1, C1, pontokban érinti. Az ABC
koré irt kor A-t nem tartalmaz6 BC ivének felez6pontja Az, hasonloan definialjuk a B, és C, pontokat.
Bizonyitsuk be, hogy az A1A2, B1B;, C1C; egyenesek egy ponton mennek at.

OKTV 1997.11. kategoria, 2.fordulo 2. példa

Megoldas:

Diédkjaim erre a feladatra altalaban kétféle érvelést hoznak, ezek 1ényegében azonosak, de mégis
masként adédnak. Az elsé valtozatban tekintsiik a beirt kor | kdzéppontjat és a koré irt kor O
kozéppontjat. ekkor az | bol az Ay, B1 és Ci pontokba futd harom sugar és az O-bol az A, B, és C;
pontokba futé harom sugar paronként parhuzamos, hiszen mindig mer6legesek a haromszog
megfeleld oldalara. A két kor hasonlo, létezik olyan kozéppontos hasonlosag, amelyik egyiket a
masikba viszi. Az azonos allasu sugarak egymasnak megfelelok, ezért az A1A,, B1B2, C1C; egyenesek
mind athaladnak a kozéppontos hasonldsag centruman. Gondolatmenetiinkb6l egyuttal az is adodott,
hogy a metszéspont rajta lesz az Ol egyenesen.

A masodik valtozathoz huzzuk meg a koré irt kor érintdit a 2-es indexii pontokban. Ezek az érint6k
meghataroznak egy nagyobb 4’B’C’ haromszdget. Az ABC és A’B’C’ haromszdgek kdzéppontosan
hasonlok, mivel oldalaik paronként parhuzamosak. A kézéppontos hasonlosag esetén a megfeleld
pontok 0sszekotd egyenesei athaladnak a centrumon, az 1-es és 2-es indexii pontok pedig éppen
megfeleldek, hiszen a beirt kor érintési pontjai az ABC és az 4 'B’C’ haromszdgben.




Legyen az ABC haromszogbe irt kor kézéppontja I, a koré irt kor kézéppontja O. A BC oldalhoz
hozzairt kor kbzéppontjanak tiikorképe a BC oldalra legyen A4°, az A4’ egyenes tiikorképe az A-bol
indulo szogfelezére legyen l.. Hasonloan definialjuk Ip-t. lgazoljuk, hogy az l. és I, egyenesek
metszéspontja rajta van az Ol egyenesen. Olimpiai valogatéverseny, Kecskemét, 2017

Megoldas:

Ez a feladat a 2016-0s Nemzetkozi Matematikai Diakolimpiara javasolt geometria feladatok koziil
vald, meglehetésen nehéz. A kecskeméti valogatoversenyen az olimpiai kvalifikacio soran a legjobb
24 ko6z¢é kertiilt diakok koziil ketten oldottak meg. Williams Kada
megoldasa komplex szamokat hasznalt. Vali Benedek nagyon
ligyes észrevétellel, hasonlosaggal oldotta meg a feladatot,
kovessiik nyomon az 6 gondolatmenetét.

Elokeészitésként gondoljuk meg, hogy amennyiben az ABC
haromszégnek meghtizzuk az A-bol induldé magassagat és A-t

Osszekotjik a koré irt kor kdzéppontjaval ez a két vonal
szimmetrikus lesz az A-bél indul6 szogfelezére, mivel abrankon F o
mindkét jeldlt szog 90° — . o \ -

Benedek remek észrevétele az volt, hogy a haromszog beirt és

a oldalhoz hozzairt kore egymashoz hasonlo ¢és kiilsé

hasonldsagi pontjuk éppen A. Az 4’ pontot Uigy is megkaphatjuk, ha az a oldalhoz hozzairt kor Ia
kozéppontjabdl az a oldalra merdlegesen felmérjiik kétszer a sugarat. Ennek kicsinyitett képe, ha a
beirt kor | kozéppontjabol mérjiik fel ugyanilyen iranyba kétszer a beirt kor r sugarat, igy kapjuk az
A: pontot. Az A4’ egyenes ugyanaz, mint az AA: egyenes hiszen A a kozéppontos hasonlosag
centruma. Az AA; egyenest tiikrozziik az A-bdl induld szogfelezdre, tehat Ai-et kell tiikkrozniink, és
igy kapjuk az A, pontot 1,=AA,. Mivel az 1A; egyenes mer6leges a BC oldalra, ezért tikorképe 1A,
éppen parhuzamos lesz OA-val. Most készen vagyunk hiszen az ABC haromszég koré irt kore és az
I kdzéppontu 2r sugari kor kozéppontosan hasonld, ugyanolyan allasti sugaraik végpontjait
Osszekotd egyenesek, azaz la és lp, tovabba a kordk kozéppontjait 6sszekdté Ol atmennek a
hasonldsag centruman.




7. Adott egy e egyenes, egyik oldalan két pont A és B. Szerkessziink olyan kort, amely érinti az e
egyenest ¢s athalad a két ponton.

Megoldas:

A szerkesztések soran pontokat keresiink, a pontokat egyenesek vagy korok metszéspontjaként
kapjuk. Nyilvanvaléan adodik, hogy esetiinkben a keresett kor kozéppontjara vadaszunk. Az is
konnyen latszik, hogy ez rajta lesz AB felez6 merdlegesén. Ez a felezé merdleges egyuttal a kor egyik
szimmetriatengelye. Ezért ha erre tiikkrozziik az e egyenest, akkor megkapjuk a kor egy masik f
érint6jét. Ezzel visszavezettiik a feladatot a 3. feladatunkra (e, f, A).

Noha nagyon egyszeriinek tinhet a megoldas, erre nem olyan konnyti r4jonni. Most bemutatunk egy
masik lehetséges utat, ehhez tobb dologra is sziikségiink lesz. Induljunk ki a kész abrabol, legyen az
AB egyenes és e metszéspontja C, legyen a keresett kor érintési pontja e-n E. Ekkor a CBE/=AEC/,
hiszen az AE ivhez tartoz6 keriileti, illetve érintd szart keriileti szogek. Ezért az ACE és ECB
haromszogek hasonlok (C-nél kozos szog és CBEZ=AEC ). gy a megfelel6 oldalak ardnya egyenld
azaz AC:CE=CE:CB, amib6l CE?=AC-CB. Mivel AC és CB ismertek, ezért mértani kozepiik
szerkeszthetd (pl magassag tétellel), igy megkapjuk E-t. A feladatnak mindkét megoldasanal
ugyanakkora a C-bdl a keresett korh6z hazott érinté, CE=CF.

A harmadik és hetedik feladat egy nagyobb kérdéskorhoz vezetnek benniinket, ez pedig az
Apollonius féle probléma: tekintsiink harom alakzatot, amelyek mindegyike lehet pont, kor, vagy
egyenes. Szerkesztendd olyan kor, aminek mindharom alakzattal egyetlen k6zds pontja van. Némi
meggondolassal adddik, hogy igy Osszesen 10 féle alapfeladat van, ezek koziil ha a harom alakzat
mindegyike pont, akkor a haromszog koré irt kore a megoldas. Ha mindharom alakzat egy egyenes,
akkor 4ltalanos esetben az A&ltaluk meghatarozott haromszog beirt és hozzairt korei a
szerkesztendGek. A 2 egyenes 1 pont illetve 2 pont 1 egyenes esetét most atvettiik, érdemes innen a




2 egyenes 1 kor esetével folytatni. Amennyiben a bevezetoben emlitett harmadik szinten is tudunk
dolgozni, és eldkeriil a pont kdrre vonatkozo hatvanya, korok hatvanyvonala, akkor a 2 pont 1 kor
esetet és az 1 pont, 1 kor 1 egyenes esetet is szépen meg tudjuk oldani. Az Apollonius féle feladat
joval nehezebb, ha mindharom alakzat kor.

A vizszintes talajon all két fiiggdleges rud. Az egyik 3, a mésik 6 méter magas. Egy egyenes
drotkotél fesziil ki minkét rad aljatél a masik tetejéig. Milyen magasan van a feszité kotelek
talalkozasi pontja?

Megoldas:

Legyen a 3 méteres rud also pontja A, felsé pontja B; a 6 méteres rad alsé pontja C, felsé pontja D;
a feszit6 drotkotelek talalkozasi pontja E, ennek vetiilete a talajon F. Ekkor az ABE és DCE
haromszogek hasonldak, hiszen oldalaik parhuzamosak, hasonloésaguk aranya AB és DC aranya, azaz
1:2. Igy a két emlitett haromszog E-hez tartozé magassaganak aranya is 1:2, azaz F éppen az AC
szakasz A-hoz kézelebbi harmadoldpontja. Most vegylik észre, hogy CFE és CAB is hasonldak, ebbdl
pedig CF: EF=CA:AB, azaz EF= (CF/CA)-AB=2/3-3=2. A talalkozasi pont 2 méter magasan van.

D

A F C

A feladat altalaban meglepi a didkjaimat, Gigy tinik, mintha kevés lenne a megadott adat, kéne még
AC hosszsaga. A megoldasbol kideriilt, hogy erre nem volt sziikség. A fokozatossag elve alapjan
adjuk fel ezt a feladatot el6szor igy, konkrét szamokkal. Aztan megbeszélhetjiilk AB=x és CD=y
paraméterekkel. Paraméteresen szamolva

CF y xy 1

EF =——-AB = x = =
CA x+y * x+y 141
xy

Tehat EF éppen az alapok harmonikus kozepének fele. Eszrevehetjiik, hogy a ,.talajra meréleges”
részletnek nincs jelentésége, ABCD egy trapéz, melynek atldoinak metszéspontjan at parhuzamost
haztunk az alapokkal.

Azt is észrevehetjiik, hogy F-et E-re tiikrozve éppen a BD egyenesre jutunk.




9. Az ABCD trapéz atloinak metszéspontja legyen M, a szarak egyeneseinek metszéspontja N.
Bizonyitsuk be, hogy az MN egyenes felezi a trapéz alapijait.

Megoldas:

Az AB és CD szakaszok parhuzamosak, ezért van olyan kdzéppontos hasonlosag, amelyik egyiket a
masikba viszi. Pozitiv arany esetén a kozéppont N lesz, negativ arany esetén a kozéppont M lesz.
Legyen AB felezépontja F, CD felezépontja E. Az N kdézépponti nagyitas DC-t AB-be viszi, DC
kozéppontjat AB kozéppontjaba, ezért N, E, F egy egyenesen vannak. Ugyanilyen érveléssel M, E, F
is egy egyenesen vannak, tehat a négy pont mind ugyanazon az egyenesen van rajta.

N

10. (a) Adott két pont A és B és egy AB-vel parhuzamos egyenes. Csak vonalzoval szerkessziik meg az
AB felezOpontjat. (b) Adott az AB szakasz az F felez6pontjaval, tovabba egy C pont, amely nincs
az AB egyenesen. Csak vonalzoval szerkessziink C-n 4t AB-vel parhuzamost.

Megoldas:

(@) Azel6zo feladat eredményét fogjuk hasznalni. Az AB-vel parhuzamos egyenesen kijeloliink egy
C és D pontot, ezzel 1étrehoztunk egy trapézt. Vonalzonkkal megszerkeszthetjiik a fenti abra M
és N pontjat, az MN egyenes pedig kimetszi AB-bél annak F felezGpontjat.

(b) Most is az el6z6 feladatot hasznaljuk. Huzzuk meg a BC egyenest ¢s ennek jeloljik ki egy N
pontjat. NF és AC metszéspontja legyen M. BM és AN metszéspontja D’. Meg szeretnénk
mutatni, hogy CD’ parhuzamos AB-vel. Legyen az AN egyenesnek az a pontja D, amelyre CD
¢és AB parhuzamos. Ekkor ABCD trapéz atloinak metszéspontja rajta van az NF egyenesen. Mivel
AC az egyik atlo és AC és NF metszete M, ezért az ABCD masik atlgja a BM egyenes és igy
D’=D.
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11. Adott két diszjunkt, kiilonbdz6 sugarti kor a kozéppontjaikkal. Csak vonalzdval szerkessziik meg
koz0s kiilso érintdiknek a metszéspontjat.

Megoldas:

Hasznaljuk ki hogy barmely két kor hasonlo. A két kor kozos kiilsd érintdinek metszéspontja egyttal
a két kor kiilsé hasonldsagi pontja, amelybdl a kisebb egy pozitiv aranyll nagyitassal a nagyobba
vihetd. Legyen a két kor kozéppontja K és L. A K kdzépponti korben hizzunk egy K-n athalado
egyenest, ez a kort az A és B pontokban metszi. Mivel AB-nek K a felezOpontja, ezért az el6z6 feladat
segitségével AB-vel parhuzamost tudunk huzni L-en at. Az AB-vel parhuzamos egyenesnek az L
kodzéppontu korrel vett metszéspontjai legyenek C és D. AB és CD a két kor parhuzamos atméroi,
ezért a kozéppontos hasonlosag soran egymas képei lesznek. Abrank betiizését hasznalva AC és BD
egyenesek E metszéspontja lesz a két kor kiilsé hasonlosagi pontja.

AD és BC metszéspontja pedig a belsé hasonlosagi pontja, azaz a kozos belsé érinték P
metszéspontja:
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12. A ki és ko korok egymast P-ben érintik. Messe egy P-n atmend szel6 P-n kiviil ki-et még As-ben és
ko-t még Ao-ben; tovabba egy P-n atmend masik szelé ki-et Bi-ben és k-t Bo-ben. Bebizonyitando,
hogy PA1B; és PA;B; haromszogek hasonlok. Kiirschdk verseny1933. 3. feladat

Megoldas:

Feladatunkhoz két dbrat is készithetiink, ha a két kor kiviilrél, vagy beliilrdl érintik egymast. Mindkét
esetben mondhatjuk ugyanazt az érvelést. A két kor kozéppontosan hasonld, kozos érintési
pontjukbdl a kisebb kor a nagyobba vihetdé nagyitassal. Ez a kézéppontos hasonldsag Ai-et Ax-be
viszi, Bi-et By-be viszi. fgy a PA1B; és PA;B, haromszdgek hasonlok.

13. Adott harom kor Ka, ks, Kc egyik sincs a masik belsejében. Legyen a ka és kg korok kiilsé hasonlosagi
pontja Pag, hasonloan definialjuk a Pgc és Pca pontokat. Igazoljuk, hogy ez a harom pont egy
egyenesen van. (Monge-féle harom kor tétel)

Megoldas:

A tételre sokféle bizonyitas adhato. Lépjiink ki a haromdimenzids térbe és mindhdrom kor folé
képzeljiink egy kiipot, amelynek ugyanakkora a nyilasszoge, igy a kipok egymashoz hasonlok. A
korok kozéppontjai legyenek A, B, C, a megfelel kupok csucsai rendre A’, B’, C’. A Pgc pontbdl a
ke kor a Kkc korbe vihetd
kozéppontos hasonlosaggal. A kis
kup képe a nagy kip lesz, tehat B’
képe C’, azaz Pgc, B’ és C’ egy
egyenesen vannak.  Hasonléan
tekinthetjiik a masik két korpart.
(Az abra az attekinthetdség
megOrzéséért nem tartalmazza az
Osszes vonalat.)) Készen is
vagyunk, hiszen a Pag, Pgc és Pca
pontok rajta vannak a korok sikjan,

de egyulttal rajta vannak a
ktpcsucsok, azaz A’, B’, C’ altal
meghatarozott sikon is. Mivel két

sik metszésvonala egyenes, ezzel a
bizonyitast befejeztiik.
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14. Adott a k kor és annak egy AB atmérdje. A ki és ko korok az AB altal meghatarozott egyik félkor
belsejében helyezkednek el; ki a k kort a P pontban, AB-t a Q pontban érinti; ugyanigy k» a k kort
az S, az AB-t pedig az R pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy a PQRS négyszog hirnégyszog.

2001-2002. OKTV 2001-02. II. kategoria 1. fordulé 5. feladat

Megoldas:

Két kiilonb6z6 megoldast is bemutatunk. A feladatban harom kor szerepel, alkalmazzuk ezekre az
el6z6 feladatban latott Monge tételt. Tekintsiik paronként a korok kozos hasonlosagi pontjait: ez K és
ki esetén az érintési pontjuk, azaz P. Ugyanigy k és ko esetén S. Ezek szerint a ki és kz korok kiilsé
hasonldsagi pontja rajta van a PS egyenesen, tovabba rajta van a QR egyenesen, amely k6zos kiilsé
érint6jiik. Legyen PS és QR egyenesek metszéspontja D, a Monge tételbdl kovetkezden ez lesz ki és
kz korok kiilsé hasonldsagi pontja. D-bdl nagyitjuk ki-et Gigy, hogy a képe ko legyen. Ekkor Q képe
R. P képe rajta van a DP egyenesen és kp-n, abrank szerint legyen ez a pont P’. A kézéppontos
hasonlosag miatt PQD/=P’RD./, masrészt a ko kérben P’RD./=P’SR/, hiszen a P 'R ivhez tartozo
keriileti és érintd szara keriileti szogek. Azt kaptuk, hogy a PQRS négyszdg S-nél lev szdge éppen
a Q-nal levé kiilsé szogével egyenld, amibél kovetkezik, hogy PQRS szemkozti szogeinek Gsszege
egyenld, azaz a négyszog hurnégyszog.

Masodik megoldasunkban is a hasonlosagot
fogjuk hasznalni. Mivel k és ki kiilsé hasonlosagi
pontja P, ezért P-bél ki-et nagyitva megkaphatjuk
k-t. Ezen nagyitas soran Q képe egyrészt rajta lesz
a PQ egyenesen, masrészt Q képe a k kor AB-vel
parhuzamos érint6jének érintési pontja, azaz a P-t

nem tartalmazd AB ivnek az F felezGpontja.
Ugyanigy érvelhetiink a méasik koérnél és kapjuk,
hogy SR is 4thalad F-en. Az F-en athalad6 érint6n
felvettik az 4abra szerint a G pontot. Most
PFGZ=PSFZ, hiszen k-ban a PF ivhez tartozd
keriileti és érintd szart kertileti szogek. Tovabba
PFG£=PQAZ, egyallasu szogek. Az eldzd

De
-

megoldasban kapott szogekkel készen vagyunk.
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15. Ak kor belsejében van az ABCD négyzet. Tekintsiik azt a kort, amely beliilr6l érinti k-t és érinti
az AB és AD egyenesek A-bol indulo B-t és D-t nem tartalmazé felét, ez a kor k-t A’-ben
érinti. Hasonloan kapjuk B’, C’ és D’ pontokat. Igazoljuk, hogy AA’, BB’, CC’ és DD’ egy ponton
mennek at.

Megoldas:

Vannak olyan feladatok, amelyeknél mar az abra készitése is némi fejtorést okozhat. A nagy Kk kort
¢és a négyzetet még konnyl megrajzolni, de a kicsi korok nehezebben szerkeszthetok.

A T
%A B
D D c
c
o
\____/ \—_/

Vegyiik komolyan az el6z6 feladatokban megtanult leckét! Barmely két kor hasonld, tekintsiik az
A’-ben érintkezd két kort. Ezek kiils6 hasonldsagi pontja 4°. Ha 4 -bdl kinagyitom a kicsi szaggatott
kort, akkor az K-ba jut. Mivel a kicsi kornek latjuk két érint6jét, az AB és AD egyeneseket, ezeket is
kinagyithatjuk, igy k-nak kapjuk az AB-vel és AD-vel parhuzamos érintdit, ezek metszéspontja
legyen Ai. Az A’ kozéppontl nagyitas soran A képe Ai, igy ez a harom pont egy egyenesen van. A
tovabbiakban a piros 4°4 egyenesre mar ugy gondolhatunk, mint az AA; egyenesre. Ismételjiik el
mindezt a tobbi cslcsra, igy a piros egyenesek az AA;, BBi1, CC: és DD: lesznek, melyek a
kodzéppontosan hasonlé ABCD és A1B1C1D; négyzetek megfeleld csucsait kotik Ossze, tehat egyuttal
athaladnak a két négyzet (negativ aranyt) hasonlésagi pontjan.

C1 A' D1
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