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Témavalasztas

O Miért emelt szintl egy csoport?

= Palyavalasztas
= Matematika emelt szintl érettseqi
= A matematikat talan jobban szeretik

O Mi a helye az analizisnek az emelt szint(
tananyagban?




Témavalasztas

0 Nem emelt szintl egy csoport, ha a
szokasos temakorokben

m Csak tobbet ,magyarazok”,
m Csak tobbet gyakorlok.

O J6 lenne a gondolkodas szintjén tovabb
lepni!




Témavalasztas

O Az analizis fogalmai szokatlanok, idegenek az
elso talalkozasnal.

m A vegtelen nagy es vegtelen kicsi gondolata

m Kozelitek valamit és az eredmenyt ,pontosnak”
tekintem.

0 A kozepiskolaban ,van id0” ebben a
fogalomkorben lassan haladni — az egyetemhez
képest ©.




Témavalasztas

00 Az emelt szintl erettsegi keveés anyagot erint, de
sok pontot hozhat.

0 Feladatokban:
= Fuggvenyek monotonitasa

m Szélsbertékek — legfeljebb harmadfoku fuggvenyek
eseteben.

= Konvexitas
m Osszetett fliggvény képzése




Témavalasztas

O Szoébelin 2021-ben a 11.tétel:

A differencialnanyados fogalma, derivalasi
szabalyok. A differencialszamitas alkalmazasai
(erintd, fuggveényvizsgalat, szélsGertekfeladatok).




Mar foglalkoztunk a
differencialszamitassal!

0 2013. Tassy Gergely; 2017 — 2018 Magyar Zsolt

O Ma én a differencialszamitas megismert
technikajanak alkalmazasara valogattam
feladatokat érettségi (régi és uj) -, OKTV- és
KoMal feladatok kozul.

0A MOTTO - nem kell téle félni.

0 Van egy kis otletunk!




Feladatgyujtemeéeny

0 13+1 feladat
= Erintd
m Fuggvenyvizsgalat
m Szélsdertékfeladatok
m Fizikal alkalmazasok
= Nem csak rutin




Szemlélteteés!

0 GeoGebra
= Erintd
= Monotonitas
m Konvexitas




Fuggvenygorbe érintoje

1. lgazoljuk, hogy az f(x) = cos?x +sin2x és a
g(x) = =5x%*+2x+1 egyenletl gorbék az
x = 0 abszcisszaju pontjaikban érintik egymast.

Ebben a pontban azonos az érintojuk!




Fuggvenygorbe érintoje

f(x) = cos®x +sin2xés g(x) = —5x%+2x +1

f'(x) =2cosx-(—sinx) + 2cos2x =

= —sin2x + 2cos2x

f(0)=2
g'(x) =—-10x + 2
g'(0) =2

A két gorbe erintdjenek meredekséege azonos.




Fuggvenygorbe érintoje

Az erinto meredeksege 2.

f(0)=g0)=1, ezért a (0;1) pont mindkét
fuggveny grafikonjanak pontja.

A kOzOs éerintd egyenlete:
y—1=2(x—-0)
y=2x+1




| Fuggvenygorbe érintoje
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Fuggvenyvizsgalat

2. Vizsgalla meg a valdos szamok halmazan
értelmezett f(x) =sinx + x fuggvenyt
monotonitas es konvexitas szempontjabal.

f'(x) =cosx+1

f""(x) = —sinx




Fuggvenyvizsgalat

f'(x) =cosx+1

f""(x) = —sinx
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Fuggvenyvizsgalat

f'(x) =cosx+1
A fuggveny menetének vizsgalata
f'(x) =cosx+1=>0
Egy-egy pont kivételevel az elso derivalt pozitiv.

A fuggvény szigoruan monoton noO, bar ,néha” a
derivalt nulla, de ezekben a pontokban nem valt
elojelet, tehat ezekben a pontokban nincs
szélsoértéke.




Fuggvenyvizsgalat

—1 < sinx < 1 alapjan becslest adunk
x—1<sinx+x<x+1.

lim(x — 1) = —oo; lim(x + 1) = —ox,
ezért l_im(sinx + x) = —o0;
lim(x —1) = 4o0; lim(x + 1) = oo,

ezért lJirm(sinx + x) = +o0;




Fuggvenyvizsgalat

f"(x) = —sinx

A konvexitas vizsgalata a masodik derivalt
segitsegevel.

Ha —m + 2kn < x < 2km k € Z,

akkor f"'(x) = —sinx > 0, a fuggvény konvex.

Ha 2kn < x <m+ 2km k € Z,

akkor f""(x) = —sinx < 0, a fuggvény konkav.




ry v

Szélsoértékfeladatok

3. A 0<x<5 valéos szamokra eéertelmezzuk a
kovetkezO fuggvenyt:

2x% —9x — 11
x2 —5x—6

Hatarozza meg az f legnagyobb és legkisebb
erteket!

flx) =

Erettségi-felvételi feladatok 2000.mdjus 22.




ry v

Szélsoértékfeladatok

2x% —9x — 11 N
x2—5x—6 =t =
x°—5x—6%#0,x+—1:x 6.

Ezek az értekek nem tartoznak az értelmezési
tartomanyba.

flx) =

Erdemes a szamlalot és a nevez6t is szorzatta
alakitani és egyszerusiteni:

S 2x*—=9x—-11 (x+1Q2x—-11) 2x-11
) = x2-5x—-6  (x+D(x—-6) x—6




ry v

Szélsoértékfeladatok

()_2x2—9x—11_0< —c
fx) = X2 —5x—6 '~
2x — 11
fl)=——f

Egy zart intervallumon értelmezett folytonos
fuggvenynek ott lehet szels6erteke, ahol a derivalt
nulla, vagy az intervallum ket végpontjaban:

2 —6)—1-(2x—-11) -1
(x — 6)2 ~ (x—6)2

f'(x) =




ry v

Szélsoértékfeladatok

2x2—9x—11_0< —c
x2—-5x—6 " =% =

f0) = g

flx) =

A derivalt mindig negativ, ezert a fuggvény
szigoruan monoton csokken a [0; 5] intervallumban.
Maximumat az x = 0-ban, minimumat az x = 5-ben
veszi fel.

A maximum: f(0) = %; a minimum f(5) = 1.




Szélsoértékfeladatok

4. Két europai nagyvaros kozott egy repuloket uzemelteto
tarsasag jaratokat kozlekedtet. Ezek a jaratok legalabb
10 utas esetén indulnak, és a gepek legfeljebb 36 utas
szallitasara alkalmasak. A tarsasag javitani szeretné a
jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott meérlegelik a
kOovetkez0 szabaly szerinti Uzemeltetést: 20 vagy annal
kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak
gepet. 20 f6 feletti létszam esetén az Osszes utas
szamara annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forintos
viteldij, amennyivel a létszam meghaladja a huszat.




Szélsoértékfeladatok

a) Adja meg annak a B fliggvénynek az x — B(x)
hozzarendelési utasitasat, amelynél x az utasok szamat, B (x)
pedig a tarsasag bevételét jeloli x utassal inditott jarat esetén!
Mi a B fiiggvény értelmezési tartomanya?

b) Hany utas esetén lesz a repiildtarsasag bevétele egy jaraton a
legnagyobb, és mekkora ez a maximalis bevétel?

Emelt szintii érettségi (magyar, mint idegen nyelv) 2010.mdjus




Szélsoértékfeladatok

Legalabb 10 utas eseten indulnak, legfeljebb 36 utas
szallitasara alkalmasak. 20 vagy annal kevesebb utas
esetén fejenként 16 000 Ft-ert inditanak gépet. 20 f0 felett
annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forint... viteldij,
amennyivel a létszam meghaladja a huszat.

a) Ha 10 < x < 20, akkor egy jegy 16 000 Ft,
B(x) =16 000x.




Szélsoértékfeladatok

Legalabb 10 utas eseten indulnak, legfeljebb 36 utas
szallitasara alkalmasak. 20 vagy annal kevesebb utas
esetén fejenként 16 000 Ft-ert inditanak gépet. 20 f0 felett
annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forint... viteldij,
amennyivel a létszam meghaladja a huszat.

Ha 20 < x < 36, akkor egy jegy 16 000 — 400(x — 20),
B(x) = (16 000 — 400(x — 20)) - x = —400x2 + 24 000x.




| Szélséértékfeladatok

Tehat a fuggveény ertelmezési tartomanya:
{x e N|10 < x < 36}

A hozzarendelési szabaly:

16 000x, ha 10<x<20 x€eN

B(x):{—400x2+24000x, ha 20<x <36 x€N




| Szélséértékfeladatok

B(x) = 16 000x, ha 10<x<20 x€N
| —400x2 + 24 000z, ha 20<x <36 x€eN

Ha 10 < x < 20, akkor x = 20 esetén maximalis a bevétel,
B(20) = 320000 Ft.

Ha 20 < x < 36, akkor a valds szamokon értelmezett D(x) =
— 400x2% + 24 000x  fiiggvény maximumat keressiik meg
derivalassal. Fontos tudni, hogy az egész szamokon értelmezett
fliggvény nem derivalhato.




Szélsoértékfeladatok

D'(x) = —800x + 24 000.

D'(x) = 0. ha x =30. D" (x) = —800, tehat a fliggvénynek itt
lokalis maximuma van. A 30 egész szam, ezért, ezért x = 30 az
egész szamokon ¢értelmezett B  fiiggvénynek IS a lokalis
maximumbhelye.

B(30) =360 000 > B(20), tehat a bevétel 30 utas esetében
lesz a legnagyobb.




Szélsoértékfeladatok

Meg egyszer, mert fontos! SOROZATOT nem lehet
derivalni.

A sorozatot kiterjesztjuk a valés szamok halmazara. Ez a
fuggveny derivalhato.

Megvizsgaljuk, hogy valos szamokon eértelmezett
fuggveny szélsb6érteke milyen kapcsolatban van az egész
szamokon értelmezett sorozat szelsoértekevel.

- A probléma nem ,elvi’, a derivalt lehet nulla n=24,6-re is.




Szélsoértékfeladatok

5. Egy szabalyos haromoldalu egyenes hasab teéerfogata
2dm3. Legalabb mekkora a hasab felszine?

KoMal 2019. februdr, C. 1531

Az alaplap élét jeloljuk x-el, a hasab magassagat m-mel.
Totay = =22
alap — 4
x%+/3
m

4

V=Tgiap -m =




Szélsoértékfeladatok

x%+/3

4

A térfogat 2, tehat m = 2.

8 843
x2+/3  3x2°

A hasab felszine

Inhnen m =

x2°\/§+3 8-V3
4 x 3x2

A(x) =2 - Tgigp +3xm = 2




Szélsoértékfeladatok

x?-+/3 8-3

A(x) =2 -Tygp +3xm =2 2 +3-x- 322
V3 (2 16)
=7\ X" +—
2 X

A felszin akkor lesz minimalis, amikor az

f(x) = x? + = fiiggvény.

A feladat jelentése miatt x > 0.




Szélsoértékfeladatok

f(x) = x? + = fiiggvény.

A fuggvénynek ott lehet szélsoertéke, ahol a derivalt O:

, 16
f'(x) =2x — 7= 0
x =2
Ha x < 2, akkor a derivalt negativ, ha x > 2, akkor pedig
pozitiv. Ezért az x = 2 helyen a fuggvénynek minimuma van.

A(x) minimalis értéke A(2) = \/_ (22 16) =6-+/3.




Egyenlotlenség megoldasa

6. Bizonyitsuk be, hogy ha x > 0, akkor

(2+4+cosx) x> 3sinx
OKTV 1973 1. fordulo

—1<cosx<1,ezért1< 2+ cosx < 3.

2 + cosx pozitiv, egyenldtlenséget ezzel a kifejezéssel
elosztjuk

3sinx

X >
2+ cosx




Egyenlotlenség megoldasa

5. Bizonyitsuk be, hogy ha x > 0, akkor

(2+4+cosx) x> 3sinx

3sinx
X >

2+ cosx

Elég belatnunk, hogy

3sinx

X > (.

_2+cosx




Egyenlotlenség megoldasa

5. Bizonyitsuk be, hogy ha x > 0, akkor

(2+4+cosx) x> 3sinx

3sinx

Vizsgaljuk az f(x) = x — fuggvényt.

2+Cos x

f(0)=0

Elég belatnunk, hogy a fuggveny szigoruan monoton no, ha
x pozitiv.




| Egyenlotlenség megoldasa

2+ cosx

1x) = (x _ 3sinx )' B

cosx - (2 + cosx) — sinx(—sinx)
(2 + cos x)?4 B

=1-3

(2 + cosx)? —3-(2cosx + cos®x +sin“x)
(2 + cos x)?4 B

_4+4cosx+coszx—6cosx—3 _coszx—2c05x+1 B
B (2 4+ cosx)? B (2 4+ cosx)?




Egyenlotlenség megoldasa

~ (1 —cosx)?
(2 + cosx)?

Ez a kifejezés egy valos szam negyzete, ezert

(1 — cos x)? -
(2+ cosx)? —

A derivalt csak cosx = 1 esetén 0, mas esetekben pozitiv,
tehat a fuggveny szigoruan monoton no.

Ezzel belattuk allitasunkat.




Fizikail alkalmazasok

6. Egy egyenes vonalu mozgas kiterésfuggvenye
s:10;5] » R, 5t? + 2t.
Az id6t masodpercben, az utat méterben merjuk.

a) Szamitsuk ki az [1;2] intervallumhoz tartozé
atlagsebességet!

b) Szamitsuk ki a t=1(s) -hoz tartozo pillanatnyi
sebesseget!

c) Adjuk meg a sebesseg-ido fuggvenyt!




Fizikail alkalmazasok

s:10;5] » R, 5t + 2t.
s=5(3)—s5(1)=51—-7 =44(m)
t = 2(s)

S

m
Vatlag = t 22 5

s(3)




Fizikail alkalmazasok

Szamitsuk ki a t=1(s) -hoz tartozé pillanatnyi
sebesseget!

Az  |1;t] intervallumon  az  atlagsebesség
t fuggvényekent:

_(t)_S(t)—s(l)_5t2+2t—7_(5t+7)(t—1)
VWSRO T =1 T t —1
=5t+7 hat+#1




Fizikail alkalmazasok

A pillanatnyi sebesség a ,nagyon rovid” idore szamitott
atlagsebesség:

5t +2t—-7 m
lim = lim(5t+7) = 12 (—)
t—1 t—1 t—1 S

A sebesseég-id6 fuggvény az ut-iddé fuggvéeny els6
derivaltja:
v(t) =s'(t) =10t + 2
v(1) = 12




Egy szakkori feladat

7. Ha aq,a,,..,a, tetszOleges pozitiv szamok, és x
tetszoleges 0-tol kulonbozo valés szam, az
1
ai +a; +--+ ap\*
n

f(X)=(

szamot az a4, a,, ... ,a,, szamok x-edik hatvanykozepének
nevezzuk




Egy szakkori feladat

1
ai +af +-+ a,’i)f

n

- |

( x=1 esetén a szamtani kozepet, x = —1 esetén a
harmonikus kozepet, x = 2 esetén a kvadratikus kozepet
kapjuk.)

Bizonyitsuk be, hogy rogzitett a4, a,, ... ,a,, mellett f(x) az
x-nek monoton novao fuggvenye.

OKTV 1969-es feladathoz megjegyzes




| Egy szakkori feladat

1

Az f(x) = (ajlc+“92€+'"+ “%)x fliggvény

n

monotonitasabol kovetkeznek a nevezetes kozepek
kozotti egyenlotlenségek.




Egy szakkori feladat

Tudjuk, hogy

(e*) =e*; (a*) =a*-Ina; (Inx)’ =§

Ezek felhasznalasaval meghatarozhatjuk a
fuggveny derivaltjat és bebizonyithatjuk, hogy
f'(x) > 0,tehat a fuggvény monoton né.

(A bizonyitas részletei az elbadashoz keészult
feladatgyujtemenyben megtalalhatoak.)




Mire j60 a konvexitas
vizsgalata?

N




Mire j60 a konvexitas
vizsgalata?

Az ABC A sulypontja

1S (a+b+c _ f(a)+f(b)+f(c))
3 3

a+b+c f (a+b+c

a fuggveny P( a )) pontja

felett van

f(a)+féb)+f(c) 2f<a+130+c)




Matematikatanarok
levelezolistaja

Ha valaki felvételet keri a levelezollistara, erre az
e-mail cimre irjon nekem:

horvb5eszter@gmail.com




Koszonom a figyelmet!




