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Néhany probléma, amellyel a téma
kapcsan talalkozhatunk

= Szigoruan a sajat veélemeényem.

= Olyan minimalis a tantervi kovetelmény, hogy nagyon
korlatozottak az alkalmazasi lehetoségek.

= Sablonosak, nem eléggé gondolkodasra serkentbek a
k|tuzheto feladatok
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Egysikuak az erettsegi szobeli feleletek.




Miért éerdemes foglalkoznunk az
egyenlotlenségekkel?

Remek lehetoségeket nyujtanak kilonféle témakorok

7 7

elokeszitésere (pl. szélsoerték-feladatok, statisztikai
jellemzok.)

Szamtalan fontos €s szép alkalmazasi tertletiik van.

Erdekessé tehetSk a sokszor unalmasnak t(ing algebrai
gyakorlasok.

Sikerelmenyhez juttatjak a gyerekeket.
Hagyoma nyosan szer repelnek ilyen tipusu feladatok a
magyarorszagi verser /zj}’_er S.

A szobeli emelt szintu erettsegin rendsz
27 a temakor.




Javaslatok — az eloadas vazlata

= Kezdjuk egy geometriai modellel!

Erdemes altalanositani legalabb az n = 3 esetre.

Egy elegans eszkoz: a rendezesi tetel.

.

Tegylnk meg egy épést a nehezebl
fele a Titu-lemmaval!




Egy geometriai megkozelités

a-t+b A

2

bJ A rajzon a > b.

Az AKD de re'/'/ogu he rorruog ﬁjtfogéjaj

f|~r~’“/ogl haromszog befogoja:
’;’ DET! ogj meroleges vetulete

a befogotetelbol:




Erdemes altalanositani az n = 3 esetre

= Az ismert Cauchy-féle indukcids modszer helyett most egy tisztan
algebrai atalakitason alapulé mddszert tekintstink.

= Vegylk az (a + b + ¢)3 kifejtését:
(@a+b+c)3=ad+ b3+ 3+ 3a?b + 3ab?+ 3b%c+ 3bc?+3c%a +

3ca? + 6abc.
« a3+ b3+ c3—3abc=
—(a+b+c)3—3ab(a +¢)—3bc(a+b+c)—3cala+ b+ c)

helyettesitessel, miv Iajobb 0ldal nem

Jerw rwg tiv epp a szamtani-mertani kdzep kozotti egyenlotlenseg
bizonyitasat kapjuk. Egyenloseg a=b=c esete




Erdemes altalanositani az n = 3 esetre

= Ha a szamtani mértani-kdzép kozott most bizonyitott
V44 V 4 1 1 1 wg 7 7
egyenlotlenseget az — T pozitiv szamokra alkalmazzuk, akkor

éppen a harmonikus- és mértani kdzép kozotti egyenlotlenséget
kapjuk.

= A szamtani-négyzetes kdzép kozotti egyenlotlenséghez - n = 3 -
felhasznaljuk, hogy két szdmra mar bizonyitott (a+ bT _ a’+b’

2ca<c’+a’




Néhany fontos feladattipus

Szélsoerték-feladatok

= 1. Egységnyi térfogatu felll nyitott egyenes hengerek
kodzlil melyiknek legkisebb a felszine?

= Megoldas:V =r°zm, A=r°z +2rzm.

A térfogatbdl kifejezziik a magassagot és beirjuk a felszin képletébe:
2 V 2 2 V
A=r'r+2rr-——=r'r+—=rz+—+—.
o rz r rr

A harom szam osszege nagyobb vagy egyenld, mint @ harom szam

Egyenloseg (a minimum):




Néhany fontos feladattipus
Szélsoérték-feladatok

2 . Azok koziil a négyoldali szabalyos gulak kéziil,
amelyeknek mindegyik oldaléle a hosszusagu, melyiknek
legnagyobb a térfogata?

Megoldas: A gula alapéle x, magassaga m.

X2

Pitagorasz-tétel: m*=a’——.

E

A térfogat négyzetét vizsgaljuk!

4

A szamtani es mertani Koz




Néhany fontos feladattipus

Szélsoertek-feladatok

= 3. Vizsgaljuk elemi eszkodzeinkkel az f(x) = x3 + ax? + bx + ¢
fliggvény lehetséges széelsoertékhelyeit es szélsoertékeit.

= Megoldas (vazlat): Alkalmazzunk el6szor y = x — = helyettesitést:

2\ 2\ a a’ > 2a° ab
f(y)=|y—=| +a|y—=| +b| y—= |[+c=y’+| ——+Db |y+| ——-—+cC |.
(¥) (y 3j (y 3j (y 3) y ( 3 ]y (27 3 j

f(y)=y3—py+q-

Elegend0 az f(y) = y3 — py fiiggvényt vizsgalnunk és csak pozitiv
y szamokra, mert paratlan a fuggveny

a fliggvény szigortan novekedo

| I'id U . o) U
- Ha p>0, ,J}f/or a rLUJverJ\/r ek y = 0 és y = /p zérushelyei. E két
hely kozott van minimumhelye. A jO, ypl nyilt intervallumban az

pozitiv, vizsgalhatjuk negyzetenek is a

maximumat:



Egy elegans eszkdz: a rendezeési téetel.

= Tétel: Legyen (aq,a,, ..., a,) €s (byb,, ..., b,) két valds szam n-es,
tovabba p,, p, ...,p, a byib,, ..., b, €gy permutacioja.
Az a, - p; + a, - po+ ... +a, - p, 0sszeg akkor maximalis (minimalis),
ha a,,a,, ..., a, €S py, D, ..., P, @azonosan (ellentétesen) rendezettek.

= Bizonyitas(vazlat): Legyen aq,a,,...,a, €s byb,, ..., b, két nem
azonosan rendezett szam n-es. Tehat van olyan i < k, hogy a; < ay,
és b; > b,. Ha most a teljes szorzatosszegben ezt a két parositast
megvaltoztatjuk, akkor elegendd vizsgalni, hogy e két parositas
kozal melyik adja a nagyobb Osszeget.

.
A; * D + A *

Min chdeg juk ezt a lepest chU falalunk nem rrJegfeJlej
r) rokat. \ 5 20 PES juk erni @ maximumot es a
NinimMumot ‘ tja a tetelt

Az eJ/mIo;@grw/ Z szukseges, hogy mindegyik cserenel legalabb
az egylk kulonbsegnel nulla szerepeljen, egyenloseg legyen.




Egy elegans eszkdz: a rendezeési téetel.
Alkalmazasok

= 1. Legyenek a, b és ¢ pozitiv valos szamok. Mutassuk meg, hogy

= a®+b®+c®>a’-b+b° -ct+c®-a.

= Milyen esetben teljesiil az egyenloség?

= Megoldas: Most két szamharmasrdl van szd. Az egyik az a®, b°, c® a
masik pedig az a, b, c.

Akarmilyenek is az a, b, ¢ kdz6tti nagysagbeli viszonyok, biztos, hogy

az azonosan rendezés a® - a + b° - b+c® - ¢ nagyobb vagy egyenl6,
mint bamely masik rendezés, ez bizonyitja az allitas elso részét.

, Vagy K szamnak kell

iJ HODOJ aZ a = b, a Maso CJJ"rJéJJ a = c,

Jyenloseg tehat akkor es csak akkor, ha

L — D — C.




Egy elegans eszkdz: a rendezeési téetel.
Alkalmazasok

2. Legyenek a, b és c pozitiv valos szamok. Igazoljuk, hogy
E + : + £ > §
b+c c+a a+b 2

Milyen esetben teljesiil az egyenloseg?
Megoldas: Most is két szamharmasrol van szo.

FONTOS! Barmely két betl cseréjére az allitas valtozatlan marad,
tehat feltehetjiik, hogy a < b < c.

Emiatta+b <c+a<b+cés 1 1 1

A rendezesi tétel alapjan:




Egy elegans eszkdz: a rendezeési téetel.
Alkalmazasok

= 2. Legyenek a, b és ¢ pozitiv valos szamok. Igazoljuk, hogy
E + : + £ > §
b+c c+a a+b 2

= Milyen esetben teljesiil az egyenloség?
= A két egyenlotlenséget 6sszeadva:

24 2b 2C a+b b+C C+a
+ + + +
b+c c+a a+b a+b b+c c+a

= 3.

"A'r'rb'vel oJ/'rv,J 4 mylundor "Jr)JLJ}’ Egyenloseg akkor es csak a
vagy ket szam, vagy ket 6sszeg egyenlo, azaz

ashitt-egyenlotienseg.




Tegyunk meg egy lépést a nehezebb
feladatok felé a Titu-lemmaval!

Legyenek x és y tetszoleges valos szamok, az a és b pozitiv valos
V4 n V 4 2
szamok. Bizonyitsuk be, hogy »2 yz ) (X i y)

a b a+b

Milyen esetben teljesiil az egyenloseg?

Bizonyitas: Szorozzuk meg az egyenlotlenség mindkét oldalat a
pozitiv ab(a + b) szammal.

b(a+b)x* +a(a+b)y” >ab(x+y)?,

Ekvivalens atalakitasok utan kaptunk egy teljes negyzetet:

iehat igaz az eredeti allitas

o B

\ ~ /lf“l‘/ - f/ o ! e~ - - ’ -
Egyenioseg akkor es CSak akkor, ha




Tegyunk meg egy lépést a nehezebb
feladatok felé a Titu-lemmaval!

= Tétel: (Titu-lemma) Legyenek x4, x,, ..., x, tetszoleges valos
szamok, az a4, a,, ..., a,, pedig pozitiv valos szamok. Bizonyitsuk be,

hogy 2 2 2 2
XX L X (X% + X, +...+X,)
a a, a a+a,+...+a

= Milyen esetben teljesiil az egyenloség?
« Bizonyitas: n-re vonatkozo teljes indukcidval bizonyitunk.
~ Az el6z6ekben n = 2-re mar igazoltuk az allitast.

Most tegyuk hogy n = k-ig mar igazoltuk es legyen n = k

Fel fogjuk hasznalni az indukcios feltevest.

[tt n = k esetet hasznaljuk,

— - = S N S B

Egyenloseg az indukcio miatt



Tegylink még egy lépést a Titu-lemmaval!
Alkalmazasok

= 1. Legyenek a,b, c tetszoleges pozitiv valos szamok. Igazoljuk, hogy

a+b+c>§

b+c c+a a+b 2
= Milyen esetben teljesiil az egyenloség? (Nesbitt masként)

= Megoldas: Bovitsik a torteket rendre az a, b, c¢ pozitiv
szamokkal és alkalmazzuk a Titu-lemmat:

a_ b LS a’ . b LG (a+b+c)’
b+c c+a a+b ab+ca bc+ab ca+bc 2(ab+bc+ca)

2

£ i

- Az utobbirol kell meg belatni, hogy legalabb =. Né

Ekvivalens lepeseket vegeztink. Egyenlosega = b = ¢




Tegylink még egy lépést a Titu-lemmaval!

Alkalmazasok
2. Legyenek a, b, c,d tetszoleges pozitiv valos szamok. Mutassuk
meg, hogy 1+1+4+16 64

a b ¢ d a+b+c+d

Milyen esetben teljesiil az egyenloseg?

Megoldas: Vegylik észre, hogy a bal oldalon a szamlaléban
négyzetek vannak és igy azonnal alkalmazhaté a Titu-lemma:

1 1 4 16 12 1° 22 4 (1+1+2+4) 64

Egyenloseg akkor es csak akkor, ha

(Erre a feladatra a lemma hasznalata nelktl egy masik megoldast is
adunk az ajanlott feladatoknal.)




Tegylink még egy lépést a Titu-lemmaval!
Alkalmazasok

= 3. Legyenek a,b, ¢ olyan pozitiv valos szamok, amelyek szorzata 1.
Mutassuk meg, hogy 1 1 1

a’(b+c) b3(c+a) c’(a+b)

3
2

= Milyen esetben teljesiil az egyenloség?

= Megoldas: Irjunk mindegyik szamlaldban az 1 helyére a2h2c¢2-et.
Egyszerisités utan alkalmazzuk a Titu-lemmat:

2
a’b’c®  a’h’c® a’h’c® b’ a’c’? a’b®> _ (ab+bc+ca)

~ Hianyzik meg annak igazolasa, hogy
kOvetkezik a szamtani-meértani kozep kozotti
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ZALAMAT Alapitvany 2017.-2018.

= 3, Bartha Gabor — Kun Péter: Valogatott fejezetek a
matematikabol, Kozépiskolai szakkori flizetek,
Tankonykiado, '1986.

= 4, Hojoo Lee: Topics in inequalities
https://www.isinj.com/mt-



https://www.isinj.com/mt-usamo/Topics in Inequalities 1st edition - Hojoo Lee (2007).pdf




