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MERTANI SOROZAT

Def. Mértani sorozatnak nevezzuk azt a szamsorozatot, amelyben [a masodiktol kezdve] barmelyik tagnak és az
azt megel6z6 tagnak a hanyadosa allando. Ezt az allandé hanyadost g-val jeloljuk, és a meértani sorozat

hanyadosanak (kvociensének) nevezzuk.

A definiciobdl kovetkezik a mértani sorozat rekurziv képzési szabalya: a, = a,_1 - q. [0 < g esetén a tagok

eléjele azonos, g < 0 esetén a tagok eldjele valtakozo.]

Teljes indukcioval konnyen belathatd, hogy a mértani sorozat n-edik tagjat az a, = a; - q* ! képlettel

adhatjuk meg.

Megjegyzés: Ez a definicid kizarja az a; = 0 illetve g = 0 eseteket. Ekkor ugyanis vagy a 0, 0, O, ..., vagy az a,
0, 0, O, ... tipusu sorozatokat kapnank, azonban kényelmi szempontok miatt ezeket nem tekintjuk mértani

sorozatoknak.



MERTANI SOROZAT

Egyszertien megmutathatd, hogy a% =a,_;-ay+;. Nem mondhatjuk azonban [a szamtani sorozattal
analég mdédon], hogy a mértani sorozat egy tagja az 6t kozrefogd elemek mértani kozepe, hisz a mértani
sorozatnak negativ tagjai is lehetnek, igy a fenti kijelentésink nem lenne 6sszhangban a mértani kozép
definicidjaval. Helyesebb tehat csak a pozitiv tagu mértani sorozatokra szoritkozni ebben az esetben.
Ekkor megallapithatjuk, hogy a pozitiv szamokbdl allé mértani sorozat barmely harom egymast kovetd

elemére igaz, hogy a két szélsé mértani kozepe egyenld a kozépsé taggal.

Megjegyzés: Természetesen mértani sorozatrol beszéliink abban az esetben is, haq = 1.




MERTANI SOROZAT

ldézzlk fel a gimnaziumi els6 osztalyos tananyagbdl az a™ — b" kifejezés szorzatta alakitasat!

a*—b"=(a—b) (a1 +a"%b+a*3b%+...+ab™" % + b 1)

A mértani sorozat els6 n tagjanak 0sszegzésekor az alabbi 6sszeget kell kiszamitanunk:

S, =a; +a;q+a1¢*+...+a1q" = a;(1 + q + ¢*+... +q¢" 1)

Ha a zardjeles kifejezést osszevetjuk a fenti szorzattal, akkor lathatd, hogy ott a = g, b = 1 helyettesitéssel hasonlot

kapunk:
q"—1=(q—- (@ +q" % +...+q + 1)
Ha g = 1, akkor természetesen a; = a,; =...= a,, azaz S,, = nay, ha q # 1, akkor pedig q — 1-gyel leoszthatunk:
a, -1 a (" 1+ q" %+ +qg+1) =S,

-1




KAMATSZAMITAS

Mi a kamat?

A kamat egyszertuen fogalmazva a pénz (helyesebben téke) szolgaltatasainak az ara. A kamat
(helyesebben szdlva inkabb a hozam) a befektet6 jutalma azeért, hogy tokejét lekotve
elhalasztja a fogyasztasat. A kamat fogalma szorosan 0sszefugg a pénz idéertekével. A pénz
idéerteke legegyszeribben kifejezve annyit jelent, hogy egy forint ,ma” tobbet ér, mint
ugyanez az eqgy forint ,holnap” (a ,ma” alatt itt a jelent, mig a ,holnap” alatt a jovét kell érteni),
mert a mai forint befektethet6 és kamatozik. Maskeént kifejezve a befektetd a kamatot mint

jutalmat azért kapja, mert a mai biztos forintot felvaltja egy jovébeni kockazatos forintra.

Forrds: https.//sevenday.ewk.hu/kamatos-kamat-csodaja/




KAMATSZAMITAS

A torténelem soran hamar rajottek, hogy a beszedett kamat nagysagat konnyen novelhetik az ugynevezett
kamatos kamat alkalmazasaval. Ez azt jelenti, hogy a kamatot nem az eltelt id6 alapjan szamitjak a kolcson
futamidejének végén, hanem meghatarozott peridédusokban a kamatot kiszamitjak, s vagy kifizettetik az
addssal, vagy hozzairjak tartozasként a tékéhez, és igy mar az adott peridodusra szamitott kamattal novelt 6sszeg

kamatozik tovabb a kovetkez6 peridodusban.

Leggyakoribb az éves kamatszamitasi periddus, de havi, illetve napi kamatos kamatszamitassal is

talalkozhatunk a gyakorlatban.

A kamatos kamat alkalmazasa exponencialis felfutast eredményez az adéssag nagysagaban. A torténelmi nagy
birodalmak valsagainak kialakulasaban nagy szerepet jatszott, hogy a tarsadalmi eladdsodas o6riasi mértéket

oltott, a vagyoni kulonbségek jelentésen felnagyitodtak. (Gunter Hannich)




KAMATOS KAMAT

Egy adott év elején befizetunk a bankba 10000 Ft-ot. A bank évi 5% kamatos kamatot ad a betét utan, a

kamatot mindig az év végeén irjak hozza a betétunkhoz. Hany forintunk lesz a bankban 20 év elteltével?

Megoldas: A bank altal adott kamattal minden év végén a pénzunk 1,05-szorosére valtozik. 20 év

elteltével a kamattal ndvelt 6sszeg 10000 - 1,05%Y ~ 26533 Ft lesz.

Definicio: Evi kamatos kamat: a kamat jovairasa évente egyszer torténik, év végén. A kamatlab az egész

évre érvenyes kamatlabbal egyezik meg.

Definicié: Havi kamatos kamat: a kamat jovairasa havonta egyszer torténik, a honap végén. A kamatlab

az egész évre érvenyes kamatlab 1/12 részével egyezik meg.




TORTENELMI KAPCSOLODAS

New York-i hagyomanyok szerint Manhattan-t 1626-ban a hollandok 60 guldenért (24 dollarnyi holland
pénzért) vették meg az indianoktol. (Valojaban ez inkabb terulethasznalati dijnak szamitott akkoriban.
Az esetr6l Pieter Schaghen holland keresked6é szamolt be a West India Company vezetdinek kuldott,
1626. november 7-én kelt levelében.) Az indianok egyik késé6i leszarmazottja be akarta perelni az
Egyesiilt Allamokat, hogy milyen elénytelen uzletet kotdttek az Sseivel, és kartéritést szeretett volna
kapni. Azonban mielétt a perre sor kerult volna, egy ugyvéd kiszamitotta, hogy nem az ar volt alacsony,
hanem rosszul fektették be a vetelarat: ha az 1626-ban kapott 24 dollart akkoriban nagyon
alacsonynak szamito, mindossze 6%-o0s kamatra fektették volna be, akkor a kdzben eltelt 380 év alatt
korulbelul

24 - 1,0638% ~ 99 183 639 921dollarra ndvekedett volna az 6sszeg, ami nem nevezhetd alacsonynak. ©




¢

g, <1
ome”

T ] Sl W
/-'{t.»//-‘«‘ TS B (X L TATTER

£ - 5 '

/’_:; oL .f"-gcfi

ihep ot A 8 2t 27 TR pAT wsh rasl gn
nd NN bk Arapirfrms = yuppomls

: [A'l.--." N
N AN A A,

Wl sl ol Nk KO &
Codes WrenMoR  COFRT. o ekt
el 5 o
Ry A & Aramforter None NS ol
e AN Noany S, mrnll 16 greob (1as dearan
GOl BN A28 ot .‘,,z{ PP 2 e, S Catf
iisind Ehicho s

s o g ~ ' ‘\"“_,> | ©, Gk ke Pieter SChaghen lEVELe

Nraes vonwlvans . Wk

el sk

v e ZI Nos

P \et | Fovunse i foeskos TS NFAL

ol Clangaioen Tan fofic. folip 15

g€ A e

P L N (Nationaal Archief,

&y ks NN
D il N AGY

i ST e Den Haag, Netherlands)

39, T ek
\( ﬂ(.u’ll‘ NN R
PN A " | Y L R |

. 7 2
Vst Gifore Palik2s.




HITELKAMATOK OSSZETETELE

* inflacid: a kamatok jelenléte azt az altalanos varakozast eredményezi, hogy a jovoben
mindenkinek tobb pénze lesz, igy a ndvekv6 pénzosszeggel egyutt az arak emelkedése is k6zos
tarsadalmi elvaras. Ez a novekedés az inflacio, amely a pénz vasarloertékenek csokkenésével jar
egyutt. A pénzkolcsonzék semmiképpen sem akarnak kisebb vasarloértékld pénzt visszakapni,

mint amennyit kolcson adtak, ezeért altalaban a kamat az inflacio feletti értéket vesz fel.
* nyereség: a penzkolcsonz6 szervezet mukodési koltsége

» kockazati felar: mennyire biztos a kolcsonz6 abban, hogy visszakapja a pénzét. A kockazati felar

fedezi a vissza nem fizetett hitelekbdl szarmazo vesztesegeket is.



JELENERTEK

» Az inflacios hatas miatt a nem egyidOében tortené kifizetések nominalis ertékének puszta
osszehasonlitasaval nem tudunk korrekt elszamolast végrehajtani. Eqy adott pénzosszeg

nem mindegy, hogy mikor kerul kifizetésre.

» Az osszehasonlithatdsag alapja, hogy az 0sszegeket ,normaljuk”, egy adott, kozos

idépontbeli értékét vegyuk figyelembe. Ezt az értéket hivjuk jelenértéknek. A jelenérték

lehet természetesen jovObeni idépontra szamitott is.




JELENERTEKSZAMITAS

* A parlament eldonti 2018-ban, hogy 2021-re uj kulturalis kozpontot épitenek fel. Erre a célra 26 milliard
forintot szavaznak meg. A munkalatok elkezd6édnek 2018-ban, és 2021-ben érnek véget.
» A pénzek kifizetése a kivitelezOnek az alabbi utemezésben tortént:
« 2018 - 1 milliard forint
« 2019 - 10 milliard forint
« 2020 - 5 milliard forint
« 2021 - 12 milliard forint, ez igy 6sszesen 1+10+5+12=28 milliard forint
» Az elszamolas alapja azonban nem lehet a konkrét kifizetett szamlak osszege, hiszen kozben az inflacié miatt

emelkedtek az arak, és az esetleges tullépés nem jelenti azt, hogy a tervektél eltértek, de azt sem, hogy nem
tertek el.




JELENERTEKSZAMITAS

Megoldas: 2018-as arszinvonalon szamitsuk ki az elkoltott 0sszeget
Az éves inflaciét tekintsuk az egyszeruség kedveert 4%-nak.
a 2018-ra szamitott jelenertékek osszege:

10 5 12

1
* 1,04 * 1,042 * 1,043

=1+9,615+ 4,623 + 10,668 = 25,906

Ennek alapjan a 2018-ban meghatarozott koltségvetesi keretet az épitkezés nem lepte tul.




GYUJTOJARADEK

20 éven at minden év elején befizetink a bankba 12 000 Ft-ot. A bank évi 6%-0s kamatos kamatot ad a

betétunkre. Hany forintunk lesz a 20 év elteltével a szamlankon?

Nézzuk végig a folyamatot ugy, ahogy az idében zajlik. Ekkor az alabbi szamitassort kapjuk a 20. év

végén rendelkezésre allo 0sszegre:

((((12000 . 1,06 + 12000) - 1,06 + 12000) - 1,06 + 12000) - 1,06+... +12000) . 1,06

ahol az 1,06-0s szorzok szama 20 db (minden év végén hozzajon egy ujabb szorzétényezo).




GYUJTOJARADEK

A zarojeleket kifejtve a 12000 - 1,06%° + 12000 - 1,06'° + 12000 - 1,06'8+...+12000 - 1,06
0sszeget kapjuk, amely egy mértani sorozat elsé 20 tagjanak 0sszege:

a sorozat elsé tagja 12000 - 1,06 , hanyadosa 1,06. A keresett 0sszeq:

1,0629—1

12000 - 1,06 - 061

~ 467913 Ft

Megjegyzés: A 12000 - 1,06%° + 12000 - 1,06° + 12000 - 1,06'8+...+12000 - 1,06 6sszeget megvizs-
galva egy ujabb értelmezést is felfedezhetlink: a betett pénzosszegeket egymastol elkulonuléen

kamatozd betétekként felfogva az egyes betétek kamatos kamatokkal novelt értékének oOsszegét
lathatjuk.




GYUJTOJARADEK - NYUGDIJ

Gydjt6jaradék tipusu penzgydjtés folyik pl. @ magan- és onkéntes nyugdijpénztarakban, a befektetési

életbiztositasokban, illetve a néhany éve bevezetett, allam altal tamogatott nyugdijbiztositasokban.

A nyugdijbiztositas gyljtéjaradék szamitasa hasonldan torténik, azonban annyi mddositassal, hogy mivel a
fizetésunket utdlag kapjuk meg, ezért a befizetések nem az adott periédus elején, hanem a kovetkezé
periodus elején (vagyis lényegében az aktualis periddus végén) zajlanak, igy a kitevék 1-gyel elcsusznak a

fenti szamitashoz képest (mert nem kamatozassal, hanem befizetéssel ér véget a gyuljtd iddszak).

Havi befizetések esetén a bank altalaban nem ad havi kamatos kamatot. Az altalanos eljaras az, hogy a
befizetett 0sszegekre 3 havonta torténik kamatjovairas pl. folydszamlan valoé gydjtés esetén, a biztositok
pedig éves szinten atlagosan megjelené hozamot szoktak szamitani, a hozam megallapitasakor az egyes

befizetések idépontjat figyelembe véve.




GYUJTOJARADEKKAL KAPCSOLATOS FELADATTIPUSOK

A gyujtéjaradékkal kapcsolatban a kovetkezé feladatokat fogalmazhatjuk meg:

1. Evente adott dsszeget betéve a gydjtészamlankra, adott idé elteltével mekkora lesz a gydjtészamlan

levé 6sszegunk?

2. Ha adott 0sszeget szeretnénk elérni meghatarozott id6 elteltével, mekkora éves o0sszegeket kell

befizetnunk a szamlankra?

3. Hany év szukseges ahhoz, hogy adott 0sszeget elérjunk, ha az évi befizetésunket meghatarozott

0sszegben tudjuk biztositani (mert ez pl. a jovedelmunk fuggvénye) ?

Az els6é két feladat egymassal kompatibilis, az egyikkel elvégzett szamitasunk eredmeényét a masikra

egy egyszeru aranyossaggal at tudjuk vinni.




GYUJTOJARADEK - ANNUITAS, VEGOSSZEG KISZAMITASA

Kiszamitottuk korabban, hogy ha 20 éven at minden év elején befizetunk a bankba 12 000 Ft-ot, és a

bank évi 6%-0s kamatos kamatot ad a betétunkre, akkor a 20 év elteltével a szamlankon

12000 - 1,06 1,06% 467913 Ftl
P06 -1 =

Ha azt a kérdést tennénk fel, hogy évi hany Ft-ot kell befizetni, ha a célunk a 20 év elteltével

4000000
467913

4 000 000 Ft elerése lenne, akkor konnyen lathato, hogy a valaszt a 12000 Ft = 8,549-

szeresere novelésével tudjuk megadni, vagyis kerekitve évi 102600 Ft lenne ehhez szukséges.




JARADEKGYUJTES IDOTARTAMANAK KISZAMITASA

Ha a jaradékgydjtés idétartamat szeretnénk megtudni, akkor egy exponencialis egyenletet kell megoldanunk.

Hany éven at kell minden év elején 15000 Ft-ot betennunk a bankba évi 6%-0s kamatos kamatra, ha azt
szeretnénk, hogy a folyamat végén (teljes éveket tekintve) 2 000 000 Ft alljon a rendelkezésunkre?

1,06 —1

Megoldas: 15000 - 1,06 - 061

= 2000000. Az egyenletet rendezve

2000000-(1,06—1)
15000-1,06

2000000-(1,06—1)

1,06" =
06 15000-1,06

+ 1, ahonnan n = logy g6 ( +1) ~ 3682 > 37

Nyilvan a feladat szempontjabdl a tort éveket nem tudjuk figyelembe venni, felfelé kell kerekitenunk, hiszen
kamatfizetés csak év végén van. A kapott érték jelen esetben azt jelenti, hogy 36 év még kevés a célunk

eléréséhez, 37 év elteltével pedig egy kicsit tul fogjuk Lépni.




GYUJTOJARADEK ES INFLACIO

Felmerulhet az a probléma, hogy a jelen szamitasokban nem vesszuk figyelembe az inflaciot. Az inflacid
hatasara a befizetendé 0sszegek megemelkednek, akar a nyugdij-el6takarékossagot tekintve, hiszen a

fizetésunk is emelkedik. Nézzuk meg, mi torténik, ha ezt is beépitjuk a szamitasokba!

Tételezzuk fel, hogy minden évben 3%-os az inflacio. A bankba tett pénzinket tehat minden évben a
korabbihoz képest 3%-kal noveljuk. Ekkor az egyes befizetéseket a fentiekben megallapitott médon 6nallé
betétkéent kezelve az alabbi 6sszeget kapjuk (a korabbi példaban megadott kezddosszeggel es kamattal

szamolva):

12000 - 1,06%° + 12000 - 1,03 - 1,061° + 12000 - 1,032 - 1,0618+...4+12000- 1,031° - 1,06 =
12000 - 1,06 - (1,06%° + 1,03 - 1,068 + 1,032 - 1,067 +... +1,03'°) =

12000 - 1,06 1,067 — 1,037 594034
’ 1,06 — 1,03




INFLACIOVAL KORRIGALT GYUJTOJARADEK ES JELENERTEK

Ha megvizsgaljuk az igy kapott 0sszeget, akkor érdekes eltérést tapasztalhatunk. A korabban emlitett
jelenérték-szamitas szerint a befizetett O0sszegek mara vonatkoztatott jelenértéke megegyezik az
induld befizetés 12000 Ft-os értékével. Emiatt azt gondolhatnank, hogy az inflacidéval korrigalt
befizetések eredményeképpen kapott végosszeg mara vonatkoztatott jelenértéke megegyezik az
eredeti szamitasokban szerepld, azonos 0sszegu befizetéseket tartalmazd, kamatos kamatokkal

594034
1,0320

0sszegyUjtott osszeggel. Azonban ez nem igy van, hiszen a kapott 594034 Ft jelenértéke

328902 # 467913.

Mi okozza az eltérést?




INFLACIOS GYUJTOJARADEK ES JELENERTEK

Az inflacidval korrigalt befizetések esetén ugyanazzal a kamattal szamoltunk, mint az inflaciomentes szamitasban, azonban
korabban emlitettuk, hogy a kamat tartalmaz az inflaciora vonatkozd dsszetevét is. Ha tehat az inflaciés szamitast korrektil
akarjuk végezni, akkor vagy a korabban hasznalt kamatlabat kell csdkkententnk, vagy pedig az inflaciés szamitasnal kell

figyelembe vennunk az eredetileg alkalmazottnal magasabb kamatlabat.

A tovabbiakban inflaciomentes szamitasokat fogunk végezni. Ez lényegében a kovetkezéket jelenti: mai szinten ismerjuk az
arakat, a pénz ertékét. A mai korulmeényekhez viszonyitva kapunk egy 6sszeget, amely tekinthetd also becslésnek a majdani
kézhez kapott 0sszeget tekintve (hiszen a befizetések nem fognak stagnalni). Ha korrekt szamitasokat akarunk végezni,
akkor a ma ismert banki kamatokat kell korrigalnunk lefelé, hogy az inflaci6 kamatemelé hatasat kikliszoboljuk. Most
amugy is tobbnyire fiktiv példakkal foglalkozunk, igy ezt a korrekciot barki elvégezheti a sajat, jovére vonatkozé

elképzeléseihez, terveihez igazodva.




ELETJARADEK

Beteszunk a bankba 4 000 000 Ft-ot, és szeretnénk minden év elején ebbdél ugyanakkora 0sszegeket kapni 20
éven at. A bank a mindenkor bent lév6 0sszegre évi 5%-os kamatos kamatot ad. Mekkora 0sszeget tudunk

kivenni minden év elején?
Legyen a keresett dsszeg x. Ekkor a bankban lev6 pénzunk az alabbiak szerint alakul:
(((4000000 — x) - 1,05 — x) - 1,05 = x) - 1,05 — x) - 1,05—...—x = 0
A bal oldali képletben kamatozas 19-szer torténik, hiszen az utolsd éves o0sszeget a 20. év elején vesszuk Ki.
Ekkor atalakitva az alabbi dsszefuggést kapjuk:
(((4000000 — x) - 1,05 — x) - 1,05 — x) - 1,05 — x) - 1,05—... —x =

= 4000000 - 1,05'° — x - (1,05'° + 1,05'% + 1,05'7+... 41,05+ 1) = 0




ELETJARADEK

Az osszegyiijtott péenz kifizetésének eqgy lehetseges modja

Atrendezve:

4000000 - 1,05 = x - (1,051 + 1,058 + 1,057 +...+1,05 + 1)

1,0520 — 1

10519 = 5.
4000000 - 1,059 = x 1051

~ 4000000 - 1,05 - 0,05

= 305686
1,05%0 — 1

X




ELETJARADEK

Tipikus folyamat, hogy el6szor befizetink egy adott pénzintézethez, biztositohoz aktiv munkaképes
idénk alatt, majd a befizetett és felhalmozott 0sszeget jaradék formajaban kérjuk kifizetni szamunkra

(pl. nyugdijjaradék formajaban).

2015 6ta torvény rendelkezik arrdl, hogy életjaradékot csak biztositd vagy allami szervezet fizethet.
Korabban volt olyan kezdeményezeés, amelynek soran lakasuk haszoneélvezeti jogat megtartva, de

tulajdonjogat atadva a nyugdijasok cserébe életjaradékot kaphattak az erre szakosodott cégektdl. Ma

mar ez nem lehetséges.

Nézzunk egy tipikus szamitast nyugdijalap-gydjtésre, majd nyugdijkifizetésre!




GYUJTOJARADEK ES ELETJARADEK KOMBINACIOJA

Legyen egy fiatelember kelléen tudatos, és 25 éves koraban kezdje el fizetésének 10%-at gydjteni. Also
becslésként szamoljunk a minimalbérrel, mint fizetéssel, ez jelenleg kb. 200 000 Ft, tehat 40 éven at
havi 20 000, azaz évi 240 000 Ft-ot tesz be emberlink a biztositéhoz, hogy majd nyugdijat kapjon
beléle. A hosszu tavu befektetések kamatait vehetjuk évi 5%-nak. az egyszeriség kedveéért szamoljunk

éves betéttel, és éves kamatjovairassal, mindig az év végen befizetve a pénzosszegeket.

A korabban mar elemzett példa alapjan a 40 év elteltével

1,0540—1
1,05—1

240000 - 1,05 - ~ 30 441 543 Ft van a bankban.




GYUJTOJARADEK ES ELETJARADEK KOMBINACIOJA

Ezt a péenzt szeretnénk nyugdij formajaban megkapni, év elején felvéve az adott évre vonatkozo teljes 0sszeget. A biztosito,
tekintve hogy a jaradékfizetés alapjat képz6 6sszeget mar nem tudja hosszutavra befektetni, egy jelképes, 2%-os technikai
kamattal szamol a bentmaradd pénzink gyarapodasara. Itt azonban van egy kérdes, amit el kell dontenunk: fix idére
szeretnénk jaradeékot kapni, vagy halalunkig, amely esetben a biztosit6 az atlagos varhato élettartamunkra fog. Kérjuk most

20 évre, optimista szemlélettel.

Ebben az esetben az el6z6 példaban elvégzett szamitasok alapjan

_30441543-1,0219.0,02
N 1,0220—1

= 1825 200 lesz az év elején felvehetd 0sszeg, tehat a havi 6sszeg 152 100 Ft, amely korulbelul

annak felel meg, amennyit a brutté 200 000 Ft-os fizetésunkbél a kezunkhoz kapunk. Egy ilyen rendszerben tehat
lényegében megallapithatd, hogy 40 év alatt a mindenkori fizetésink 10%-at befizetve a takarékoskodasra, a

gyUjtéperiddus felének megfeleld idétartamra a korabbi jovedelmunket biztositani tudjuk.




NINCS OROK ELET

Felmerdl itt az a kérdés, hogy ha halalunkig kérjik a jaradék fizetését, akkor ezt a biztositd tudja-e fedezni. Ha a
biztositonak sok Ugyfele van, akkor mindenki esetében az atlagos élettartamra szamitva a jaradékot nagyjabodl az torténik,
hogy amennyivel el6bb hal meg valaki az atlaghoz képest, egy masik valaki kb. annyival él tovabb, tehat amit az egyiknek

nem tudtak kifizetni a korai halala miatt, azt a masik dgyfél megkapja, €s igy kiegyensulyozodik a dolog.

Van azonban itt egy momentum, amelyre kezdetben nem gondoltak: A kifizetések nem egyidejlleg torténnek, hanem
elcsusztatva. Ha pl. atlagosan 10 éves élettartamra szamoljak a nyugdijat, akkor ha valaki 5 év utan meghal, a masik pedig
15 év utan, akkor a korabban meghalt ember nyugdijat a tulélé csak 5 év eltolédassal kapja meg, amely id6 alatt a
bentmaradt 6sszeg mindenképpen novekszik, azonban ezt a ndvekedést a jaradékfizetés nem veszi figyelembe, hiszen a
kiszamitott fix 0sszeget mar 5 évvel korabban kifizették volna. Ez az extra haszon sok ugyfél esetén nem kis mértékd, de
ma mar torvény szabalyozza, hogy ezt a biztositd nem nyelheti be, ki kell osztania az életben levé nyugdijas biztositottjai

kdzott. (Az ugyfelek halala miatti ujraszamolasokat az ugynevezett aktuariusok végzik a biztositoknal.)




HITELTORLESZTES

A hitelfelvétel nyoman a keletkezett tartozasunk visszafizetése részletekben torténik. Az a pénz, amivel
tartozunk, az altalunk befizetett 0sszeggel csokken, igy évrOl évre kevesebb lesz a tartozasunk. A
kezdeti hitelosszeget termeészetesen minden esetben kamatokkal novelve tartjak nyilvan, tehat amikor

reszelszamolas torténik, akkor mindig a korabbi tartozasunk kamatokkal novel o6sszegéhez képest

csokken az aktualis tartozasunk.

Nézzunk egy példat!




HITELTORLESZTES

Felvettliink 20 000 000 Ft hitelt 20 évre, évi 7%-0s kamatra. A torlesztés mindig az év végeén torténik, a kamatszamitas utan, minden évben
azonos 0sszegekkel (ezt nevezziik annuitasnak). Mennyi legyen ez az 6sszeg, hogy a hiteliink a 20 év alatt visszafizetésre keruljon?

A tartozasunk az alabbi folyamatkeéplet szerint alakul:

(((20000 000 - 1,07 - x) - 1,07 = x) - 1,07 — x) - 1,07 = x) - 1,07—...) - 1,07 = x = 0

Az utolso reszlet befizetése a 20. év végen torténik, elétte 20 kamatozas van. Az egyenletet rendezve és a mértani sorozat tagjaira vonatkozo

osszegképletet alkalmazva:
20 000 000 - 1,0720 = x - (1,07 + 1,078 + 1,07V +...+1,07 + 1)

1,0720 — 1

20000 000-1,0720 = x -
X Ho7-1

20000000 -1,07%° - 0,07

= ~ 1887 859
x 10720 — 1




HITELTORLESZTES - AZ ANNUITAS ELONYEI

Lathatjuk, hogy ez a szamitas nagyon hasonlo az életjaradék-szamitashoz, azonban annyi eltérés van,
hogy itt elébb kamatozik az 0sszeg, €s csak utana csokkentjuk, mig ott el6bb csokkentettik, és csak

utana kamatozott.
Miért annuitas, azaz miért fix 0sszeg?

A bankok szamara a legfontosabb dolog: szeretnék visszakapni a pénzuket. Az annuitas a hitel
visszafizetésének egyik garanciaja: ha kezdetben az adds ki tudja fizetni az adott torlesztorészleteket,
akkor ez késébb még inkabb igy lesz, hiszen a jovedelme emelkedik (inflacid!). Tehat az annuitas a

bank szamara biztonsagot, az ugyfél szamara pedig lényegében fokozatosan csokkend terheket jelent.




A GYAKORLAT - HAVI TORLESZTES

A gyakorlatban persze nagyon ritka az éves torlesztérészletek fizetése, a gyakorlatban havonta fizetink
a banknak, és havonta el is szamol velunk. Ez a fenti képletekre vonatkoztatva azt jelenti, hogy nem 20,

hanem 240 kamatozas van, viszont egy alkalommal csak az éves kamatlab 1/12 részét fizetjuk, jelen
esetben 0,583% kamatot.

Végezzuk el a havi torlesztOreszletre vonatkozo megfelelé szamitast is:
20 000 000 - 1,00583%*% = x - (1,0058323° + 1,00583%3% + 1,00583%37+...+1,00583 + 1)

1,00583240 — 1
1,00583 — 1

20 000 000 - 1,00583240 = x -

20000 000 - 1,0058344Y . 0,00583

_ ~ 155 012
x 1,00583240 — 1




HAVI TORLESZTES = HAVI KAMATOS KAMAT

Az éves torlesztérészletek esetén az egy hdnapra jutd osszeqg: 1 887 859 : 12 = 157 321 Ft. Miert
magasabb ez az 0sszeg, mint a havi fizetés esetén? Nyilvanvaldéan azért, mert a havi torlesztéskor a

kamatozé 0sszeg (a téke) azonnal csokken, igy a torlesztés utan mar kisebb 6sszeg utan kell kamatot

fizetnunk.

Ugyanakkor a havi kamatozas masik kérdeést vet fel: havi tékésites esetén tulajdonképpen havi kamatos
kamatszamitas torténik, de mindez az éves kamatlab 1/12-ed részével, ami miatt az éves kamat

tényleges értéke megvaltozik.




HAVI KAMATOS KAMAT EVES VISZONYLATBAN

Szamitsuk ki, hogy évi hany %-o0s kamatozasnak felel meg, ha havi 1—72% kamatot szamolunk fel, havi

tékeésitéssel!

Nyilvanvald, hogy ha beteszunk egy tetszdleges 0sszeget, akkor ez az éves kamatozas esetén az 1,07-

szeresere valtozik. Havi kamatos kamat esetén egy év elteltével

7 12
- 7 12
1+ 12 =(1+—) = 10723

100 1200 ’

Azt kaptuk tehat, hogy ez a szamitasi mod 7,23%-0s kamatot jelent éves szinten.




EVES KAMAT HAVI SZINTEN - MENNYI AZ ANNY!I?

Erdekes lenne tehat azt meghatarozni, hogy az évi 7% kamatozasnak hany szazalékos havi kamatos

kamatozas felel meg.
(1+ L)IZ = 1,07
100/

x =100 - '%/1,07 — 1 ~ 0,5654

Tehat havi 0,5654% kamatot kéne felszamitani, ami éves szintre linearisan extrapolalva 6,78%-0s

kamatot jelent.




ELEGANS ELMELET - GYAKORLATI ,FAVAGAS”

A bankok a hitelekre ezt a szamitast az annuitas meghatarozasara hasznaljak, de a tényleges
elszamolas ennél prozaibb modon torténik. A hdénap elején fennallé téketartozas éves kamatat
kiszamitjak, ezt 360-nal osztjak, majd megszorozzak az adott honapban levé napok szamaval, igy
megkapjak azt az osszeget, amelyet az ados kamatként fog megfizetni az adott hénapra. A havi

torlesztérészlet fennmaradd 0sszege a téketartozast csokkenti.

Latszik, hogy ezzel a modszerrel februarban torlesztjuk a legtobbet a téketartozasunkbol, és a 31 napos

hdénapokban pedig a legkevesebbet.




HANY AZ ORA VEKKER UR?

Hany napbal all egy év? Rejtélyes mddon a banki uzletszabalyzatokban mindenhol 360 napnak tekintik
az évet a napi kamat meghatarozasakor, azonban a kamat tényleges kiszamitasakor 365 napra
szamitjak a kamatot. A korabbi havi kamatos kamat bevezetéssel a tényleges kamatlab igy mar

gyakorlatilag a 7% helyetti 7,23%-rol

723 2_2(5) — 7.33%-ra valtozik.

A bank nyeresége tehat kettds:
— Havi kamatos kamattal a kamatlab novelése

— A napok szamanak egyoldalu csokkentésével a kamat novelése




KEZELESI KOLTSEG

A korabbi hitelekben a bankok ugynevezett kezelési koltséget is felszamoltak. A kezelési koltség szazalekos

mértéke a hitel fennallo futamideje alatt valtozatlan volt, szamitasa az alabbiak szerint tortént:

A naptari év elején fennalld tOketartozasra kiszamitottak a kezelési koltséget egy éves idGtartamra. Ezt az
0sszeget elosztottak 12-vel, és minden honapban ezt a koltséget fizette az ados, fuggetlenul attél, hogy a

tOketartozasa hénaprol hdnapra csokkent.

Tehat a torlesztérészletbél el6szor a kamatot, aztan a kezelési koltséget vontak le (utobbit egy adott évben

havi fix 0sszegben), és a fennmaradd 6sszeg ment a téketartozas csokkentéseére.

Jelenleg a kezelési koltség és a fenti szamitas létezik a banki Uzletszabalyzatokban, de a mértéke 0%.




GYAKORLATI SZAMITAS ELVEGZESE

A korabban kiszamitott 20 éves futamidejd, 155012 Ft havi torlesztérészletu hitelunk
nyomkovetésével (Excel tablazat) azt a meglepd eredményt kapjuk, hogy a 240 honap

elteltével még mindig 628859 Ft tartozasunk van.
A havi torlesztérészletet 156000-re mddositva mar csak 107986 Ft a maradvany 0sszeg.

Ezt a havi napi szamitas, és a kerekitések egyuttesen okozzak. A korabban emlitett
kamatemeld hatas miatt szamoljuk ujra a korabbi 7%-os kamatra felvett hitelunk havi

torlesztéreészletét, most mar 7,33%-0s eves kamattal szamolva!




KORREKCIO, KORREKCIO, ...

20000000 - 1,0061% - 0,0061

_ ~ 158924
X 10061240 — 1

Ezzel viszont mar lényegében a 231. hdonap végére elfogy a hitelunk, de mindenesetre ez

jobb becslést ad a tényleges havi torlesztorészlet értékére.




TOVABBI BANKI AJANLATOK

A banki ajanlatokban lathatunk két olyan opciot, amelyik a kezdeti torlesztest konnyiti meg:

Csak kamat

A futamidé elején meghatarozott ideig csak kamatot kell fizetni. Ez jelent6sen alacsonyabb
torlesztérészletet eredményez, azonban ezt egyben azt is jelenti, hogy a hitel
tOketorlesztése ténylegesen nem kezdddik meg. A banknak ez a legjobb Uzlet, hiszen igy a
tOketorlesztés hianya miatt mindig megkapja a teljes kamatot. Ha ez igy menne orokke, a

bank vezetdi futyorészve hatradélhetnének.




TOVABBI BANKI AJANLATOK

Csusztatott hiteltorleszteés

A futamidé elején meghatarozott ideig egyaltalan nem kell fizetni, a hiteldsszegunk viszont
rendes elszamolasban kamatozik. Ez a banknak szintén nagyon kedvezd, mert igy a kint levé
hitelallomanyat anélkul noveli, hogy komolyabb eréfeszitéseket kéne tennie. A mi
hiteltorlesztérészletunk nagyobb lesz, vagy a futamiddé hosszabbodik - mi mindenképpen

rosszabbul jarunk.

(Csatlakozo torténet: Az orosz favago hitelének esete.)




UTOZONGEK

Az elbadast kovetbéen ismet végiggondolva a gyakorlati és az elméleti szamitasok kozti
eltérést (az Excel tablazatban jelentkezé szignifikans maradvanyosszeg), arra a
kovetkeztetésre juthatunk, hogy a havi kamatos kamat szamitasa nem okozhat problémat,
hiszen a torlesztérészeteket is havi kamatos kamat figyelembevételével szamitottuk Ki.

Egyedul a bank altal egyoldaluan alkalmazott, 360 napos évben 365 napra fizetett kamat

kamatemel6 hatasa nincs beépitve a szamitasokba.

Szamoljuk ujra a korabbi 7%-0s kamatra felvett hitellnk havi torlesztorészletét, a 365 napra

szamolt 7,097 %-0s éves kamattal szamolva!




UTOZONGEK

Ennek havi kamatlaba 0,5914%. A modositott kamattal kiszamitott havi torlesztérészlet:

20000000 - 1,005914%%° - 0,005914

1,0059142%0 — 1 ~ 156224

X

Ezzel mar lényegében rendben van, az Excel tablazatban a 240. hénap végére kb. 10000 Ft

tulfizetést kapunk, amit nyilvan az utolsé torlesztérészletben lehetne korrigalni.




