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EGYIPTOMI TORTEK

. 3
Feladat: Irjuk fel a - -eta lehet6 legkevesebb kulonbozé

torzstort 0sszegekent.

Megoldas: Moho algoritmussal dolgozunk.

3
Vegyur a legnagyobb torzstortet, amely még kisebb, mint =
eZ dZ — 3 1 2
3 2_Z
7 3 21

Ismételjuk meg az eljarast! Most az lesz a legnagyobb
megfelelo torzstort.
1 1

2 1 _1 vagyis: 1, 1.1
3 11 231

21 11 231°

3
7



EGYIPTOMI TORTEK

Tétel (Erdds Pdl): Az % tort (0 < a < b) eldall
legfeljebb a darab csupa kulonboz6 torzstort
0sszegekeént.

Bizonyitas: A szamlaléra vonatkozo teljes indukcidval
bizonyitunk.

Az allitas természetesen igaz a = 1-re.

Feltesszuk, hogy igaz az allitas a-nal kisebb értékekre,
ahola > 1.

a .. 1 1 , , ,
Az —tort az 1, 5,3 " SZamsorozat két szomszédos
tagja kozeé esik, azaz




EGYIPTOMI TORTEK

— < = < ah0|. X1 > 1.
X1 b X1—

i a 1 ax3-b

gy X1 - bx4 - bxl.

Ha a’ < a, akkor az indukcios feltevés miatt igazoltuk az allitast.
Az a’ < a egyenl6tlenség valdban teljesul, mivel

,b<ax1<a+b,tehét0<ax1—b<a,

J’C_1<b< x1—1

azaz0 < a’ < a.
A csupa kulonbozd torzstortekhez elegendd

< —is teljesiil, mert a’ < a < b, igy ;—

bx1 X1 X1 bx1 xl'




SZAKASZOK OSSZEMERHETOSEGE

Feladat: Vegyuk a kovetkezé végtelen lanctortet.

Mennyi ennek a pontos értéke?  x_ |
Megoldas: Az els6é nevezd masodik 1+ : 1
tagja eéppen az eredeti tort. 1+
1 +K
Ezt felhasznalva masodfoku egyenletet kapunk.
1 . , J5-1
X=—, amelynek pozitiv megoldasa x= —
1+ x

Az aranymetszes jol ismert aranya. x:1=1:(x+1).




SZAKASZOK OSSZEMERHETOSEGE

Ha van egy olyan kisebb szakasz, amelynek az egységszakasz b-
szerese, az X szakasz pedig a-szorosa, akkor lépésenkent

b-a, a-(b-a), ... vagyis mindegyik lépésben egyre kisebb szakaszt
kapunk, de sohasem fogyhat el a szakasz hossza az allando arany
miatt. Ez ellentmondas. NEM OSSZEMERHETOEK.

Az aranymetszés aranya nem racionalis szam.

Megszerkeszthetd az egysegszakasz birtokaban, pontos helye van a
szamegyenesen.




IRRACIONALIS SZAMOK
NG

Huzzuk meg a BCA szog felezéjeét.

A masodik lépésben pedig AED’ szog
felezjét. . a

Az elsd lepés utan ismét egy négyzet
atlojat és oldalat hasonlitjuk ossze.

Ha \E=§, akkor legyen d=%-

Az eljaras soran mindig a d tobbszoroseit kapjuk végtelen
csokkend sorozatban. Ez lehetetlen.

A négyzet atldja es oldala sem osszemerhetd.




IRRACIONALIS SZAMOK
NG

Tegylk fel, hogy v2=2, ahol p és g pozitiv egészek.
Ekkor q

29-p _ 2- 2 J2 _

p-q (%)-1 2-1

2qg-p és p-q pozitiv egészek és p-g<q. Ismét végtelen
leszallas lenne.

Ugyanez fogalmazhaté indirekt maskent is, ha feltesszuk,
hogy g a minimalis nevezé.

Ekkor azzal jutunk ellentmondasra, hogy p-g<g.




IRRACIONALIS SZAMOK

Miért szeretjiik a legtobbszor szereplé bizonyitdst?

Felhasznaljuk a szamelmélet alaptételét és indirekt bizonyitunk.

V2=2s 2q° =p°.

q
A p? primtényez6s felbontasaban mindegyik prim paros
hatvanyon szerepel, mig 2g? felbontdsaban a 2 kitevéje
biztosan paratlan.

Ez ellentmondas, mert N = 2g*=p? egyértelmdlen bonthato fel
primek szorzatara.

Ugyanigy lathato be, hogy minden olyan egynél nagyobb pozitiv
egész negyzetgyoke irracionalis, amely nem négyzetszam.
Minden olyan esetben is hasznalhato amikor azonos
atalakitassal egy pozitiv egész négyzetgybkéhez jutunk.



IRRACIONALIS SZAMOK

Feladat: Igazoljuk, hogy log,3 irracionalis szam.

Megoldas: Tegyuk fel, hogy racionalis és irjuk at
hatvanyalakra.

P
log,3=L = 29=3 =20 =3"=N,
q
ahol p €s g mar pozitiv egész szamok. Ez viszont ismet

ellentmondas, mert a N szamot ketfeleképpen is felirtuk
primek szorzatakent.

Az is lathato, hogy csak abban az esetben lesz a
logaritmus erteke racionalis, ha a numerus az alapnak
racionalis kitevoju hatvanya.



IRRACIONALIS SZAMOK

Feladat: Racionalis-e a s1n 20°?

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy sin 60° irracionalis.
Szamitsuk ki sin 60° értékéta sin20° értékébdl.
Ehhez addicios tételt hasznalunk. sin3c =3sino —4sin’ a.

Most tegyiik fel, hogy sin 20° racionalis, akkor ennek
egesz kifejezése is racionalis, ez ellentmondas.

[sin 60° = ﬁj
2

lgaz-e, hogy a tobbszoros szogek szogfliggvenyei minden
esetben polinomalakban irhatok fel, tehat, ha o barmelyik
tobbszorosenek szogfuggvénye irracionalis, akkor az
eredeti szogfuggvenyertek is az?




IRRACIONALIS SZAMOK

Feladat: Racionalis-e a cos 20°?

Megoldas: Ismeét addicids tételt hasznalunk, de most a
haromszoros szog cosinusa %2. Legyen co0s20° =X.

A haromszoros szogre vonatkozo addicios tétel.:
cos3o =4cos’ a—3cosa.

Behelyettesités utan egy harmadfoku egyenletet kapunk.

4X3—3X=% < 8x°—-6x—-1=0.

Ha ennek az egyenletnek nincs racionalis gyoke, akkor cos 20°
biztosan nem racionalis szam.




IRRACIONALIS SZAMOK

Ismert, hogy egeész egyutthatos polinom racionalis gyokéenek
szamlaloja csak a konstans tag osztdja, nevezdje pedig a
féegyutthato osztoja lehet. (Racionalis gyokteszt)

1 1 1 y o .
A il,iz,iz, J_rg behelyettesitese utan lathato, hogy ezek

egyike sem gyoke az egyenletnek, kovetkezésképpen a cos20°
nem racionalis szam.

A harmadfoku egész egyutthatos egyenletek nagy szerephez
jutnak a szerkesztéselmeéletben is. JOl alkalmazhato tétel, hogy
ha egy egész egyutthatdos harmadfoku egyenletnek nincs
racionalis gyoke, akkor egyik gyoke sem szerkesztheté meg
euklideszi ertelemben.

EL6bbi példank igy mutatja, hogy a szogharmadolas biztosan
nem oldhato meg altalaban.



IRRACIONALIS SZAMOK

Az x*-2=0 polinomnak vannak-e racionalis gyokei?

A racionalis gyOkteszt alapjan csak egészek lehetnek,
amelyek o0sztoi a 2-nek, vagyis =+1, +2.

Ezek egyike sem megoldas, igy az egyenletnek nincs
racionalis gyoke, /2 irracionalis.

Ez a mddszer természetesen magasabb gyokkitevok esetén
is jol hasznalhato.

Irracionalis szam-e a /3 ++/5 2
Vagy irracionalis-e /3 +/5++7?




IRRACIONALIS SZAMOK

Vegyunk egy olyan negyedfoku polinomegyenletet,
amelynek gyokel /3, ./5 3.5, —\3+/5, —/3 =+/5.
(X—\/g—\/g)(x—\/g+\/§)(x+\/§—\/§)(x+ 3+\/§):0.

Szorozzuk 0ssze paronkent a gyoktenyezoket.
(X—\/§>2 -5 |:(X+\/§)2 —5}=O,
x*-2-243)(x*~2+243) =0,

Majd ujra alkalmazva a nevezetes azonossagot:

X' —4x* +4-12x* =x*-16x*+4 =0.




IRRACIONALIS SZAMOK

Van-e racionalis gyoke az  x*—-16x*+4=0 egyenletnek?

A féegyutthato egy, igy a racionalis gyokok mindegyike csak
egész lehet és osztoja 4 -nek.

Gyorsan ellenérizzuk, hogya =1,+2,+4 egyike sem gyoke

az egyenletnek, igy a felsorolt négy szam mindegyike
irracionalis.

Harom gyok osszegenél mar nyolc el6jeles lehetbség van. Az
egyenlet nyolcadfoku lesz:

x® —60x° +782x* —3180x* +3481=0.

A 3481=59°, igy elegend6 =1, +£59, +3481
behelyettesitése.

Mind a nyolc szam irracionalis.



VALOS SZAMOK

Nagyon sokféle lehetéség van a periddikussag
.elrontasara”.

Feladat: Hanyféleképpen folytathato egy tizjegyl periodus,
hogy a kovetkez6 tiz jegy ne legyen megfelel?

A valasz (101% — 2) maris mutatja, hogy mennyivel tobb
irracionalis szam lehet, mint racionalis.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a 7 tizedesjegyei kozt van
harom egymast kovetd szamjegy, melyek igy egyutt
végtelen sokszor fordulnak elé.

Harom egymast kdvetd szamjegybél allé harmas 103 lehet,
mig a tizedesek végtelen sorozataban végtelen sok harmas
szerepel.




VALOS SZAMOK

Feladat: Mutassuk meg, hogy a

V3,23, 33, ..., 10V/3

Szamok kozott van legalabb egy olyan, amely valamelyik egész
szamtol legfeljebb %O-nél kevesebbel ter el.

Megoldas: Csavarjuk fel a szamegyenest 1 egység keruletu
korvonalra.

Az egész szamoknak megfelelé pontok mind egy A pontba
esnek.

Innen szamitva osztjuk fel 0 hosszusagu ivekre a korvonalat.




VALOS SZAMOK

Kozelitsiink! -- folytatas

Ha az A két oldaldn levé sivba esik kv/3 , akkor ez megfeleld.

Ha nem, akkor a maradeék nyolc savba esik 10 szam, igy
valamelyikbe biztosan legalabb két szam esne.

Erre a két tobbszorosre nv3 — mv3 = p + t, ahol p egész és
It] < %0. [gy is taldltunk megfelel5t.

In — m|V3.

Latjuk, hogy ez a kozelités tovabb is finomithato.



VALOS SZAMOK, SZAMEGYENES

Van-e barmely keét racionalis szam kozott racionalis szam?
Van-e két racionalis szam kozott végtelen sok racionalis szam?
Van-e két racionalis szam kozott irracionalis szam?

Van-e két racionalis szam kozott végtelen sok irracionalis szam?
Van-e két irracionalis szam kozott racionalis szam?

Van-e két irracionalis szam kozott végtelen sok racionalis szam?
Van-e két irracionalis szam kozott ujabb irracionalis szam?

Van-e két irracionalis szam kozott végtelen sok irracionalis
szam?



KOMPLEX SZAMOK

Miért erdemes bdviteni a szamfogalmat?

(Késébbi tanulmanyok, klasszikus kerdések,
matematikatortéenet, kapcsolddas a fizikahoz.)

Harmadfoku egyenletek a ,casus irreducibilis”.
Addicios tetelek, hatvanyozas, gyokvonas.
Erdekes geometriai feladatok.

Vektor €s szam uj megvilagitasa.

Kanonikus alak es/vagy trigonometrikus alak?



KOMPLEX SZAMOK

Az z = a + bi alakban az a ésb valds szamok, ez a
kanonikus vagy algebrai alak.

z=a+ bi =r(cosyp +isinp)

z =r(cosa + isina) a trigonometrikus alak. Itt r a
komplex szam abszolutértéke, a az argumentum, a valos
tengely pozitiv felével bezart sz6g. (0° < a < 360°).



KOMPLEX SZAMOK

Feladat: Fel lehet irni a 3869 -et két négyzetszam
osszegekent? Ha fel lehet irni, akkor hanyfélekeppen lehet
felirni?

Megoldas: Bontsuk elészor is a szamot primek szorzatara.
3869 =73-53.

A 53-at (azonnal latjuk, hogy) fel tudjuk irni két
négyzetszam osszegekent: 53 =72 + 22

A masik tényez6 esetében is gyorsan ratalalunk a
megfelel6 felbontasra: 73=8%+32

Hogyan tovabb? Mit tudunk mondani a szorzatukrol?



KOMPLEX SZAMOK

Ehhez Gauss zsenialis, ugyanakkor termeszetes otletet
hivjuk segitségul.

a’+b°=a’—(-1)b° =a’ —-i’b’ = (a+bi)(a—bi).
A ket komplex szam egymas konjugaltja, a szorzat valos,
s6t egesz. (Ezek a u.n. Gauss-egészek.)
Most vissza a feladathoz.
3869 =73-53=(64+9)(49+4)=(8+3i)(8-3i)(7+2i)(7-2i).

Kétfeleképpen is tudunk ugy parokat képezni, hogy a
konjugaltsag teljesuljon.



KOMPLEX SZAMOK

Az egyik lehet6ség: (7+2i)(8+3i)
és a konjugaltja: (7 —2i)(8—3i).
Kulon-kulon 0sszeszorozva:

(7+2i)(8+31)=56+6i" +16i+21i=50+37i.
A konjugaltakra pedig:
(7-21)(8-31)=56+6i" —161—21i =50-37i.
E két szam szorzasaval kapunk is egy felbontast:

(50+371)(50-37i) =50 —37%1* =50° +37* = 2500 +1369 = 3869.




KOMPLEX SZAMOK

Van-e mas lehetdseg?
Parositsuk most ellentétesen a kéttaguakat:

(7+2i)(8—3i) =56-6i"+161—21i =62 —5i,
(7-21)(8+3i)=56—6i" —16i+21i = 62 +5i.
Ezt a két szamot szorozva egy masik szampart kapunk.

(62 — 5i)(62 + Si) =62° +5° =3844+25=3869.
Az elmélet alapjan ez a ket megoldas van.




KOMPLEX SZAMOK

A komplex szamok trigonometrikus alakja segitségevel.:

(cosa+i-sina)’ = cos(na)+1i-sin(na).
Neézzlkn=5 esetet.

. . 5 5 . 4 . ) 3 .2
(COS(X+1'SIH(X) =CcoS  o+1-5¢cos o -simno+1 -10cos’ a-sin” o+

+i°-10cos* a-sin’ o +1i" -Scosa-sin* o +i’ -sin’ a..
Valasszuk kulon a valds es keépzetes részt.

cosSa+1-sinSo :((:os5 o—10cos’ asin® oo+ 5cos o sin® a)+

. 4 . 2 . 3 . 5
1-(5003 osmo—10cos” a.sin” o+ sin OL).




KOMPLEX SZAMOK

A négyzetes 0sszefuggés felhasznalasa utan kezelheté
egyvaltozos formulakat kapunk:

cosSa=16cos’ a—20cos’ o+ 5cosa,

sinSo. =16sin’ o —20sin’ o + 5sin o

Az 0tszoros szogek szinuszai és koszinuszai az eredeti
szinusz es koszinusz ertekekbdl egész egyutthatos
polinommal szamolhatok ki.

Azaz: ha sin a és cos a racionalisak, akkor paratlan
tobbszoroseik szinuszai es koszinuszal 1S
racionalisak.



KOMPLEX SZAMOK ES IRRACIONALITAS

Lehet-e sin9° és ¢cos9° racionalis szam?
Ha ezek racionalisak lennének, akkor az otszoros szogek, a 45°

szinusza es koszinusza is racionalis lenne. Ez nincs igy,
tehat 9°szinusza es koszinusza irracionalis.

A haromszoros szogek szogfuggvényei alapjan ezutan mar
latjuk, hogy 3° majd ugyanezzel a modszerrel 1°szinusza
és koszinusza is irracionalis.

Mi a helyzet a paros szamoknal?

Mit mondhatunk 2°, 4°, 6°, ... szinuszairol és
koszinuszairol?



RACIONALIS SZAMOKTOL A KOMPLEX
SZAMOKIG

Befejezes

A gyerekekkel kozosen sok tovabbi észrevetel teheté
a szogfuggvenyek értékeinek irracionalitasarol.

Koszonom a figyelmet!
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